Luento 6: Tietokonearitmetiikka

Tietokone- ¥
aritmetiikka

(Computer Arithmetic)

Stallings: Ch 9

n Kokonaislukuesitys
n Kokonaislukuaritmetiikka
n Liukulukuesitys
Liukulukuaritmetiikka

ALU = Aritmetic Logic Unit
» Suorittava yksikkd, tiedon kasittely

u Kokonaisluku ja liukulukuaritmetiikkaa

u Vertailut, sivuttaissiirrot

u Bittien kopiointi rekisteristd toiseen

u Osoitelaskenta: Hypyt, muistiviittaukset

n  Input
u Yleensa kaksi operandia sisdan
u Rekistereista (ja muistista) ra
» Operatio A
u Usein kaskyrekisterin perusteella Regisers
n  Output 2 kpl?
u Rekisteriin/Muistiin/PSW:hen

(Sta06 Fig 9.1)
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

Kokonaislukujen

esitys

» Arvo bindarimuodossa, bittijonona
» "Merkin” paino maaraytyy paikan mukaan

57 =510+ 7*10°
=32+16+8+1
=1%25+ 1%24+ 1*¥ 23+ 0% 22+ 0* 2L + 1* 20
= 0011 1001
=0x39
=3*161+ 9*16° heksadesimaaliesitys

» Eniten merkitseva bitti / vdhiten merkitseva bitti
u MSB, most significant bit
u LSB, Least significant bit
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

» Enta negatiiviset arvot? .57 = 1011 1001
u Etumerkki-suuruus ~ —— R

u 2:n komplemettimuoto etumer kki

-57 = 1100 0111

» Tietokoneet kayttavat 2:n komplementtia

u Ei erikseen +0 ja -0 +2 = 0000 0010

u Laskuissa ei tarvitse erikseen +1 = 0000 0001
huomioida etumerkkia 0 = 0000 0000
u Vahennyslasku voidaan suorittaa -1=1111 1111
yhteenlaskuna! -2=11111110

u Helpompi laitteistolle

» Esimerkki
u 8-bittinen esitys, esita arvo -57
57 =0011 1001 itseisarvo
1100 0110 invertoi bitit (1:n komplementti)
1100 0110
1 lisaa 1 Hylk&a mahd.
1100 0111 2:n komplementtimuoto  vylivuotava

bitti
u Laajentuu helposti esim. 16-bittiseksi

57 = 0011 1001 = 0000 0000 0011 1001 sign
-57 =11000111 = 1111 1111 1100 0111 extension
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

~ Arvoalue: -2n1 _ 2nl1.]

8 bits: -27... 2"-1=-128 ... 127
32 bits: -2%t... 231-1=-2147 483 648 ... 2 147 483 647

» Yhteenlaskun ylivuoto helppo havaita
u Ei ylivuotoa, jos erimerkkiset yhteenlaskettavat
u Ylivuoto, jos samanmerkkiset yhteenlaskettavat
ja tuloksen merkki eri kuin yhteenlaskettavien merkki

57 = 0011 1001
+ 80 = 0101 0000

137 = 1000 1001 Ylivuoto!

» Vahennyslasku yhteenlaskuna!
u Unohda etumerkki, k&sittele etumerkittomina!
u Ensin 2:n komplementti vahennettéavasta, sitten add
u Helppo laitteisto

3= 1101 3=0011
+1= 0001
-2= 1110 110(])_
) 1101 -3 2:n komplementtiesityksessa
u Tarkistus

§ Tuliko ylivuoto?
5 Merkki = 1, siis negatiivinen
5 ltseisarvo: invertoi bitit ja liséa 1

(Sta06 Table 9.1)
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka

Kokonaisluku-

aritmetiikkaa

Negaatio
Yhteen/vahennyslasku
Kertolasku

Jakolasku

1: invertoi kaikki bitit .57 = 1100 0111

» 3: tarkista erikoistilanteet 1

u Jéata ylivuotobitti huomiotta 0011 1001
u Muuttuiko merkki? =57
5 Pienimmalle luvulle ei negaatiota
s Ellei, aiheuta poikkeus

-128 = 1000 0000

Helppo laitteisto 0111 1111

1000 0000

=]
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka

» Normaali bindariyhteenlasku

u Jos vahennyslasku, muodosta vahennettévasta ensin
komplementti, sitten yhteenlaskuna

»n Ylivuotobitista ei tarvitse valittaa

u Tarkkaile sensijaan

summan merkki&
» Helppo Iaitetoiminl‘o\\
u 2:n komplementtipiiri

Ja yhteenlaskupiiri /\/
1100 =-4 00 = -4
+1111 =1 11

11011 =-5 1‘)}111 2 [ viLivuoror (Sta06 Fig 9.6)

Binadariluvuillakin kuten koulussa opittu
u Helppo kertoa O:lla tai 1:11&
- . 1011 Multiplicand (11)
» Laitteistolla? <1101 Multiplier (13)
u Monimutkainen 1011
0000 .
- - . - Partial products
u Tarjolla useita algoritmeja 1011
] 1011
» Ylivuoto? 10001111  Product (143)
u 32 b operandit O tulos 64 b? (Sta06 Fig 9.7)
» Helppo laitteisto, jos etumerkittémia
u Vain monta yhteenlaskua | 2r 10011 => 100110
u Tai sivuttaissiirtoa ja yhteenlaskua e
add=>
s siirto vasemmalle = kerro 2:lla shi ft=> 10110
A A A shift=> 101100
§ esim: 5 * = add, shift, shift, add add=>110111 (= 55)
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka

kerrottava
Multiplicand

L IR

¥

n-Bit Adder Control Logic

; Sluft Right ‘
./

[l |Ao|—>10,.1| - To
Multlpller

kertoja Jos Q,=0 vain shift
=
(+ tuloksen loppuosa) muuten add, shift

Shift and Add

—_——

tulo(s)

(Sta06 Fig 9.8a)

(Fig. 8.8 =1000 1111 = 128+8+4+2+1 = 143
[Stal 99])

. Multiplicand
(Fig.98) | 1001 [N

Overflow? No. T

Result on left,
multiplier on right!

| take nex* | f:‘l(h next sym

fromC result bit from AL teke next S Ll T
just do SHIFT
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka

C,A<0

M < Multiplicand
Q < Multiplier
Count < n

(Sta06 Fig 9.9)

[Sta06 Fig 9.8a]

Q* M = 1101 * 1011 = 1000 1111 eli 13*11 = 143

o A 0 M
0 0000 1101 1011 Initial Values

0_ 1011 1101 1011 Add } First
0 0101\\\1110 1011 Shift Cycle

AN
N

Second
0 0010 1111 1011 Shift e
0 1101_ 1111 1011 }_Third
0 0110\1111 1011 Shlft Cycle
1\0001 1111 1011 }_Fourth
0 1000\1111 1011 Shlft Cycle
%_J

(b) Example from Figure 9.7 (product in A, Q) (Sta06 Fig 9.8b)

Tietokoneen rakenne/ 2007 / Liisa Marttinen

16.11.2007



Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

» Ed. algoritmi ei toimi negatiivisille luvuille

» Voisi tehda nain
u muuta operandit positiivisiksi kokonaisluvuiksi
v kayta ed. algoritmia

w tutki operandien merkki, muuta tulos tarvittaessa
komplementtimuotoon

» Parempia ja nopeampia tapoja olemassa

» Huomio edell. algoritmista

uYhteenlasku vain (aina), kun kertojassa esiintyy 1
» Boothin algoritmin idea (tehostus)

uYhdisté vierekkaiset 1:set yhdeksi kontaksi

uTee kontélle yksi yhteenlasku ja yksi vahennyslasku

uEsim. 7*x = 8*X +(-X)

111*x = 1000*X +(-X) =

add, shift, shift, shift, complement, add

(todellisuudessa péainvastainen jarjestys, vahennyslasku ensin)

5* 7=0101 70111 SUOIDLD AL

- 0101 (1000000) =  1llll011 -5
100100011 = 35

» Toimii 2:n komplementtimuodoille, myds negatiivisille!
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka

(Sta06 Fig 9.12)

(Fig. 8.12 [Stal99)])
Fig. 9.12

Tietokoneen rakenne/ 2007 / Liisa Marttinen

10 = kontta alkoi
11 = kontta jatkuu
01 = kontta loppui

Arithmetic Shift Right:
= tayta etumerkilla

1000 1000

1100 0100

Miksi toimii?
M*(011111111) =27 -1
M*(00011110) = 25-21
M*(01111010) = 27 -23+22-21

Multiplicand

Mo - -+ Mo ———

Add
n-Bit Addern

operands

Shift and Add

Conl

Logic

\

. (Ao —0a] - - O]
I Multiplier
(a) Block Diagram result

* arithmetic shift right

16.11.2007
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

7 * 3 -2 Multiplicand Flg. 9.12 [3&6]
' M:[ 0111 -~ - T

=00010101 =21

. Q- 0 I
:&Ioflulrjplier _e_

|
Fam 1
Lhitofresit| | -0-[00just SHIFT

/ Carry bit was lost

Sta06 Fig 9.12

Q * M = 0011 * 0111 = 0001 0101 eli 3*7 = 21

A Q Q4 M
0000 0011 0 0111 Initial Values

1001 0011 0 0111 A < A - M} First

1100 1001\\.1 0111 Shift Cycle
N

1110 0100 1 0111 Shift

Second
Cycle

0010 0111  shift Cycle

N

0001 0101 0 0111 Shift et

Cycle

0101 0100\1 0111 A < A + M}_ Third
1010 0

(Sta06 Fig 9.13)
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka

» Binaéariluvuillakin kuten koulussa opittu
u Helppo: osaméaéréaan tulee vain O:ia ja 1:sia

(Jakaja)

0000/1/10) «—— Quotient | 0osamaara

Divisor —— 1011/310010011 «—— Dividend | jaettava

1011

o
100 <—— Remainder |32 0

jaannos

n Laitteistototeutus vastaavasti kuin kertolaskussa
u Siirto vasemmalle = uusi numero mukaan

Tietokoneen rakenne/ 2007 / Liisa Marttinen

(Sta06 Fig 9.15)

Toimii positiivisilla luvuilla,
negatiivisille lisavirittelyja
n  Ks. tarkemmin kirjan esimerkki
Fig 9.17 [Sta06 ]

A | Q

—

SHL
arvaa, etta seuraava tuloksen bitti on 1

arvaus meni pieleen,
palauta A ennalleen ja
ota uusi numero "alas”

Quotient in Q
Remainder in A

Sta06 Fig 9.16

16.11.2007

12



Luento 6: Tietokonearitmetiikka

A Q
0000 111 initial value
0000 1110 shift left

01 3 subtract M
0 1110 restore
0001 1100 sift left
1110 subtract M
0001 1100 restore
0011 1000 shift left

00 subtract M
0000 1001 [set Q=1 |
0001 0010 shift

subtract M

(0oo01) @_@ restore

S~—"

Tietokoneen rakenne/ 2007 / Liisa Marttinen

Sta06 Fig 9.17 a

Jakolasku: 7/3 A+Q=7=00000111 M=3=0011

Subtract M = Add (—M)
-M =-3=1101

Ensin kokeillaan, onnistuuko jako eli
vahennetaan ja tutkitaan muuttuuko
A:n etumerkki véahennyksen jalkeen.

Jos muuttuu, niin véhennys peruutetaan.

Toistetaan, niin monta kertaa kuin
Q:ssa on bitteja.

Jos vahennys onnistuu, Q, = 1 |

Q = quotient = 2

A = remainder = 1

Liukulukuesitys

16.11.2007
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

sign of

significand

\‘ 44— 8 bits P 23 bits
3

biased exponcat e

A\

» Merkitsevat numerot ja suuruusluokka

» Normeerattu muoto
u pistetta edeltéava numero > O

-0.000 000 000 123 = -1.23 * 1010
0.123=+1.23* 101
123.0 = +1.23 * 10?

123 000 000 000 000 = +1.23 * 10

Parameter Single [Single Extended Double Double Extended
‘Word width (bits) ' 32 243 64
‘Exponent width (bits) 8 =11 1
‘Exponent bias 127 unspecified 1023
‘Maximum exponent 127 21023 1023
‘Minimum exponent -126 =-1022 -1022 <-1638
Number range (base 10) [107%, 10°38|  unspecified 10-%, 10%%  unspecified
Significand width (bits)* | 23 =5 52 >63
Number of exponents 254 | unspecified 2046 ‘unspecified
‘Number of fractions 223 ‘unspecified 252 unspecified
Number of values 198x 2% | unspecified 199 x2%  unspecified
* not including implied bit

(Sta06 Table 9.3)
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

1 b etumerkille
u 1 - “_H, - “+"
8 b exponentille

u Ei erikseen etumerkkid, vaan erillinen nollataso (bias)
5 Esim. Exp=5 g talleta 127+5, Exp=-5 g talleta 127-5

» 23 b mantissalle (significant)

u Normeeratussa muodossa bindaripistetta edeltava
numero aina 1, ei talleteta (piilobitti, Zuse Z3 1939)

» Bindarimuodossa esitetyn liukuluvun arvo
_1Sign « 1.Mantissa * 2Exponent-127

=]

23.0= +10111.0* 20 =+1.0111 * 24 =7
127+4=131

0 | 1000 0011 | 011 1000 0OOO OOOO OOOO OOOO

sign exponent mantissa

1.0= +1.0000* 20 =?
0+127 = 127

0 | 01111111 OOO OOOO OOOO OOOO 0OOO 0000

sign exponent mantissa
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

0\ 1000 0000 | 111 1000 0000 0000 0000 0000

sign @\ mantissa

X =2  X=(-1)°0* 11111 * 2(128127)

=11111,* 2

= (1+1/2+14+1/8+1/16)* 2
= (1+05+0.25+ 0.125+0.0625) * 2

=19375*2 =3.875

Negative Positive
Underflow Underflow
Negative Expressible Negative Expressible Positive Positive
Overflow Numbers \ Ze / Numbers Overflow
ro

~A— A A AN— A~ A
. v | s .

—(2—28) 2138 o127 0 5127 (2-22) 218

» Arvoalue
u 8 b eksponentti g 2126 ., 2127 ~ 1038 ., 1038
» Tarkkuus
u 24 b mantissa g 224~ 1.7 * 10”7 ~ 6 desimaalia
u Parempi tarkkuus pienille luvuille ilman normalisointia
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka

Single Precision (32 bits)
Sign Bised Fraction Value
exponent |
positive zero 0 0 0 | 0
negativezero | 1 0 0 0
plus infinity 0 255 (all 1s) 0 =@
mimsinfinity | | | 255 (all Is) 0 o
quiet NaN Oorl | 255 (all s) =0 NaN
signaling NaN | Oorl 255 (all 1s) =0 NaN
positive -
normali 0 0<e<255 f 2“1‘27(1_.1‘)
Nonzero
negative _
normalized 1 0<e<255 f TP
nonzero
ositive 126,
ggmmm 0 0 £20 | 2o1%04)
i N ‘ - B
e 1 0 f20 | 271290

Not a Number

Double
Precision
vastaavasti

(Sta06 Table 9.4)

Quiet NaN Produced by
Any Any operation on a signaling NaN
'Magnitude subtraction of infinities:
() + (=)
)+ )
(+58) = (+5)
(=9) = (=)
Multiply . 0x=

Division =Hot =

XREMO or @ REM y
Vi where x<0

(Sta06 Table 9.6)
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16.11.2007

17



Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

Liukulukuaritmetiikkaa

IEEE-754 Standardi
Yhteen/vahennyslasku
Kertolasku

Jakolasku

» Laskentaa varten leveampia tydrekistereita
u Guard bits
u Enemmén merkitsevia bitteja mm. mantissalle
u Kaytetdan myods normeeraamattomia muotoja
» Yhteen- ja vahennyslasku
u Enemman valivaiheita kuin kerto/jakolaskussa
u Operandeille ensin sama eksponentti
5 Pienemmaén exponentin omaavan normeeraus “purettava”
« tarkkuutta ja siis tietoa haviaa
u Tulos voi vaatia normeerauksen
» Kerto- ja jakolasku
u Mantissa ja eksponentti kasiteltéava erikseen
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

Floating Point Numbers
X=X, xB*E
BN B

X=03x10*=30 (Sta06 Table 9.5)
Y=02x10*=200

X+Y=(03x109+02)x 10°=0.23 x 10° =230
X-Y=(03x%x10290.2) x 10* =(-0.17) x 10° =-170
Xx¥=(0.3%0.2) x 1029=0.06 x 10° = 6000
X+-¥V=0302)%x 102 =15x%101=0.15

Pienempi operandi
havisi kokonaan!

(Sta06 Fig 9.22)
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

Eksponentin ylivuoto (Hyvin suuri luku)
u Arvoksi « tai -~ vai
u Aiheuta poikkeus

Eksponentin alivuoto (Olemattoman pieni luku)

u Arvoksi O (tai aiheuta poikkeus)  ohjelmoitava optio

» Mantissan ylivuoto

u Yhteenlaskun tuloksena mantissa, jossa bindaripisteen
edelld useita numeroita

u Normeeraa!
~» Mantissan alivuoto

u Yhteiseen eksponenttiin siirtyminen voi aiheuttaa
merkitsevien bittien katoamista

(entd, jos kaikki merkitsevat menee?)
u Pyorista?

ohjelmoitava optio

=]

» Esimerkki
u Arvo neljan desimaalin tarkkuudella 3.1234, -4.5678
u Esittdmiseen kaytossa vain 3 desimaalia

u Normaalien pyoristyssaantéjen mukaan 3153 4568

lahimpaan esitettéavissa olevaan
u Aina « kohti (ylospain) 3.124, -4.567
u Aina -« kohti (alaspain) 3.123, -4.568
u Aina 0 kohti 3.123, -4.567

~ Esim. Intel Itanium -laitteisto tukee naita kaikkia
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka 16.11.2007

(Sta06 Fig 9.23)

(Sta06 Fig 9.24)
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Luento 6: Tietokonearitmetiikka

Miksi kaytetaan 2:n komplementtimuotoa?

» Miten 2:n komplementtiesitys laajenee “suurempaan
tilaan” (esim. 8b esitys (16 b:n esitys)?

» Millainen on yksinkertaisen tarkkuuden liukuluvun
esitysmuoto?

Milloin tulee liukuluvun alivuoto?
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