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Minimiesitiedot: perustietous ohjelmoinnista
ja algoritmeista (esim. Ohjelmoinnin
perusteet)

Luennot viikoilla 43—49 ke 12:15—-14:00 ja
pe 10:15—-12:00 salissa A217. (25.10. ja 6.12.
ei ole luentoa.)

Harjoitukset viikoilla 45—49 ma 12:15-14:00
salissa A217. (Ei viela viikolla 441)

Vapaaehtoisia mutta tehdyiksi
merkitsemistasi (= lasna ja valmiina
esittelemaan ratkaisuehdotustasi) tehtavista
saat lisapisteita! (6p7)

Suorittaminen ja arvostelu

(Ainoa) valikoe pe 15.12.2000
klo 10:00—14:00 laitoksen Auditoriossa.
(30p7)

Keraamasi laskuharjoituspisteet korvaavat
menettamiasi koepisteita arvosanaa
maarattaessa.



Kurssimateriaali

Paalahde David Harel: Algorithmics — The
spirit of computing, toinen painos,
Addison-Wesley 1992 + mahdollisesti lisaksi
artikkelikopioita yms.

Kurssin kotisivulle
http://www.cs.Helsinki.FI/u/mnykanen/ATPe/

laitetaan

e luentokalvot (kunkin luennon jalkeen)
e harjoitustehtavat

e tiedotuksia

Ei-sahkoisessa muodossa oleva materiaali
ilmaantuu salin A413 kurssikansioon.



1. Johdanto (Harel luvut 1-2)

Kurssilla tutustutaan tietojenkasittelytieteen
keskeisiin algoritmisiin kasitteisiin, ideoihin,
menetelmiin ja tuloksiin.

Oma motivaatio: tietojenkasittelytieteen
"oma juttu” on nahda ja tehda (sen
ulkopuolelta tulevien) informaation kasittelyn
ongelmien mekanisoituvat osat, ja niihin
tarvitaan algoritmeja.

David Harel:

" Anyone [associated with computers] ought to be
aware of these topics ... the special ways of thinking
that go with them ought to be available to [any]
enquiring person.”

"The material [...], while not directly aimed at
producing better programmers or system analysts, can
aid [...] by providing an overall picture of some of the

most fundamental issues relevant to their work."
6



Laskentaongelmat ja algoritmit

Tietokoneet suorittavat ohjelmien
kontrolloimina mita moninaisimpia tehtavia.
Tarkastelemme paaasiassa tehtavia, joiden
suoritus paattyy aarellisessa ajassa tuottaen
annetuista syotteista halutun tuloksen. Kukin
tietokoneohjelma perustuu johonkin
algoritmiin.

Tarkennamme ja modifioimme algoritmin
maaritelmaa tarvittaessa; alustavasti algoritmi
on tasmallinen, yksinkertaisista perusaskelista
koostuva ratkaisuperiaate.

Esim. Kakun paistaminen:

syOtteet: kakun ainekset

tulos: valmis kakku

laitteisto: kokki, uuni, astiat

ohjelma: kakun resepti (keittokirjassa)
prosessi: kakun valmistustapahtuma
algoritmi: reseptin (abstrakti) idea
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Huom: rajoitetut perusoperaatiot:

"Valmista suklaakakku ei ole (ainakaan
keskivertokokille) kelvollinen resepti.

Vastaavasti tietojenkasittelyalgoritmeissa
rajoitumme ohjelmointikielissa vleisiin
operaatioihin kuten yksittaisten merkkien ja
numeroiden lukeminen, vertailu ja kasittely
seka normaalit kontrollirakenteet:

e perakkaisyys (A; B)

e chdollisuus (if ... then ... [else ... ])
e toisto (while, for, repeat-until)

e alirutiinien (mahd. rekursiivinen) kutsu

Muutoinkin edellytamme automaattisesti
suoritettavilta algoritmeilta suurempaa
tasmallisyytta kuin ihmisille tarkoitetuilta
resepteilta.



Lvhyt algoritmistiikan historia

300—400 e.Kr: Eukleides: kahden
kokonaisluvun suurin yhteinen tekija (gcd)

800-luku: Mohammed al-Khwarism:
kymmenjarjestelman aritmeettiset operaatiot

(1600-luvulta mekaanisia laskukoneita.)

1800-luku: Babbagen "analyyttinen kone”
(mekaaninen, ohjelmoitava)

1930-luku: algoritmikasitteen formalisointi,
algoritmien mahdollisuudet ja rajat:

Alan Turing, Kurt Godel, Andrei Markov,

Alonzo Church, Emil Post, Stephan Kleene

1940-luku: modernin (digitaalisen)
tietokoneen synty

1960-luku ...: monipuolista ja syvallista
algoritmitutkimusta



Algoritmi vs. prosessi

Esim. laskettava maksettavien palkkojen
summa, kun annettuna on lista
tyontekijatietueita

Algoritmi luonnollisella kielella:

(1) Pane muistiin luku O;

(2) Kay lista lapi lisaten kunkin
tyontekijan palkka muistiinpanoon;

(3) Tulosta muistiin merkitty luku;

Vastaavasti pseudokielella:

(1) TotSal:= 0;

(2) for each record t in the list of records do
TotSal:= TotSal 4+ t.salary;

(3) output TotSal;
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Huom: algoritmi on (lyhyt ja) Kkiintea, mutta

e SyOte,
e algoritmin suoritus ja
e tuloste

voivat olla mielivaltaisen pitkia; tama juuri
tekee algoritmeista hyodyllisia, kiinnostavia ja
haastavia!

Edell. algoritmi on helppo nahda oikeaksi.
Osoitetaan kuitenkin sen oikeellisuus
huolellisesti matemaattisella induktiolla, joka
on keskeinen algoritmien suunnittelun ja
analysoinnin apuvaline.

Matemaattinen induktio: Ominaisuuden
P(n) osoitetaan patevan kaikilla luonnollisilla
luvuilla n nayttamalla etta

1. P(0) patee ja etta
2. P(n) = P(n+1)

11



Valitaan palkanlaskenta-algoritmissa
P(n) = " TotSal =} I*_; t;.salary, kun
algoritmi on kasitellyt tietueet t; missa
1 << n".

Selvasti P(0) patee (TotSal=0).

Oletetaan sitten, etta P(n) patee, eli TotSal
on n ensin kasitellyn tietueen palkkojen
summa %, t;.salary. Kun kasitellaan ¢,,4 1,
TotSal kasvaa arvolla t,,41.salary eli saa arvon
Z?;"ll t;.salary = P(n+ 1) patee.

Algoritmi siis laskee missa tahansa
tyontekijalistassa oikean palkkasumman mille
tahansa n ensimmaiselle tyontekijalle.
Esityisesti algoritmin pysahtyessa n on listan
tietueiden lukumaara ja TotSal siis haluttu
kokonaissumma.
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Algoritmiset ongelmat
Algoritmisen ongelman muodostavat

1. sallittujen syotteiden kuvaus ja
2. haluttujen tulosten kuvaus syOtteiden
funktioina

Esimerkkeja algoritmisista ongelmista:

Pi: Laske annettujen (binaari)lukujen z ja y
summa.

P>: Annettuna nimi a ja aakkosjarjestetty lista
nimia B = bq,...,byp, esiintyyko a listassa B?
P3: Annettuna verkko G. Sisaltaako G
Hamiltonin kehan (kunkin solmun kautta
tasmalleen kertaalleen kulkevan syklin)?

P,: Annettuna ohjelma M ja sen syoOte X.
Pysahtyykdo M(X)7?

P5: PysahtyykoO annettu ohjelma M kaikilla
syoOtteillaan?

Onko algoritmia, joka ratkaisee ongelman PB;?

13



mielivaltainen

Sallittujen syotteiden sallittu syote
kuvaus

. (algoritmi A)
' |

haluttu tuloste

Tulosteiden kuvaus
syotteiden funktion

Algoritminen ongelma Jja sen ratkaisu

Huom. Algoritmin on ratkaistava ongelma
kaikilla sallituilla syotteilla; erityisesti
suorituksen on paatyttava niilla ja annettava
Olkea vastaus!

Proseduuri on muuten kuten algoritmi
muttei valttamatta aina paaty.

Prosessi on se tekeminen jossa seurataan
algoritmin/proseduurin askeleita.

14



Algoritmien suunnittelumenetelmat

(Harel luku 4)

""Herra neuvoo hanelle miten toimia” [Jesaja 28:26]
"silld joka asialla on aikansa ja tapansa” [Saarn. 8:6]

e Miten algoritmeja keksitaan?

Algoritmisten ongelmien ratkaiseminen on
luovaa (ja monesti haastavaal) toimintaa.

Kasiteltdavien objektien (sanan laajassa
merkityksessa) ominaisuuksien tunteminen
usein keskeista ~» tilanteesta riippuen
tarvitaan tietoja esim. reaalianalyysista,
lukuteoriasta, kombinatoriikasta,
biologiasta, ... joihin otetaan laskennallinen
nakokulma.

15



Pieni joukko vakiintuneita algoritmisia
menetelmia

e usein esiintyvia ratkaisuperiaatteita

e vVOivat auttaa algoritmin kehittamisessa

e ctsinta ja lapikaynti
e '"hajoita-ja-hallitse”
e ahneet algoritmit

e dynaaminen ohjelmointi

Huom: naita tarkastellaan perusteellisemmin
Algoritmien suunnittelu ja analyysi -kurssilla

16



Etsinta ja lapikaynti

Monen algoritmisen ongelman ratkaisu
perustuu jonkin eksplisiittisen tai implisiittisen
rakenteen lapikayntiin.

Esim. tyontekijoiden palkkasumman laskenta

Taulukoiden ja lineaaristen rakenteiden kuten
listojen lapikaynti johtaa tyypillisesti
silmukoihin (tai sisakkaisiin silmukoihin).
Hierarkkisten rakenteiden lapikaynti on usein
luontevaa rekursiivisesti.

Esim. (bindarinen etsintapuu ja puulajittelu)

Puut ovat tietojenkasittelyssa keskeisia (seka
abstrakteja etta konkreettisia) rakenteita.
Mm. monet indeksi- eli hakemistorakenteet
perustuvat puihin. Tarkastellaan tassa
binaaripuita.

17



Binaaripuu on rakenne, joka on joko

a) tyhja tai

b) koostuu solmusta, jolla on vasen ja oikea
alipuu; solmun alipuut ovat binaaripuita, jotka
eivat sisalla k.o. solmua.

Binaarinen etsintapuu (binary search tree,
BST) on binaaripuu, jonka jokaisessa
solmussa v voi olla talletettuna arvo v.key s.e.
kaikki sen vasempaan alipuuhun v.left
talletetut arvot ovat pienempia kuin v.key, ja
kaikki sen oikeaan alipuuhun v.right talletetut
arvot ovat suurempia kuin v.key.

Huom: Binaarinen etsintapuu sopii vain
yvksikasitteisten arvojen tallettamiseen, koska
mikdaan key-arvo ei voi (ilman modifiointia)
esiintya monta kertaa.

Tallainen assosiaatiomuisti on kateva seka
algoritmien suunnittelussa etta
ohjelmoinnissal!

18



Esimerkki binaarisesta etsintapuusta:

(Ks. myos Harel kuva 2.13, sivu 44.)
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Arvoa X voi hakea binaarisesta etsintapuusta
T rekursiivisella algoritmilla. Oletetaan, etta
solmuun v on talletettu myos avaimeen v.key
liittyvaa sisaltoa v.data, jota haetaan
avaimella Xx:

BSTSeach(x, T):
(1) Jos T on tyhja, palauta "x ei ole puussa”;
(2) muuten, jos T.key = X, palauta T.data;
(3) muuten, jos x < T .key,

suorita BSTSeach(x, T.left);
(3) muuten suorita BSTSeach(x, T.right);

20



Etsintapuuhun T talletetut avaimet voidaan
tulostaa kasvassa jarjestyksessa kaymalla puu
lapi sopivassa jarjestyksessa, ns.
sisgjarjestyksessa:.

TulostaSisajarjestys(T):

Jos T on tyhja, ala tee mitaan;

muuten
TulostaSisajarjestys(T .left);
tulosta T .key;
TulostaSisajarjestys(T.right);

(Ks. myos Harel kuvat 2.14 ja 2.15, sivu 45.)
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Etsintapuun muodostaminen ja lapikaynti
tarjoaa eraan ratkaisumahdollisuuden
lajitteluongelmaan.

Lajittelu (sorting)*: Annettuna arvot
ai,...,an, aseta ne jarjestykseen

Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, etta
mikaan arvo ei toistu lajiteltavassa listassa.

Puulajittelu

(1) Muodosta syotelistasta aq,...,an, BST T;
(2) TulostaSisajarjestys(T);

Vaiheen (1), bindarisen hakupuun
muodostamisen voi tehda lisaamalla kullekin
a; (alunperin tyhjaan) puuhun solmun
kohtaan, jossa sen kuuluu sijaita
(BSTSearch-proseduurin nojalla).

*Parempi nimitys olisi jarjestaminen (ordering)

22



Edellisen kuvan binaarinen hakupuu
muodostuu esim. lisaamalla alunperin tyhjaan

puuhun jarjestyksessa avaimet 12, 7, 10, 40
ja 4.

Huom: monet muut lajittelualgoritmit ovat
kaytannossa puulajittelua tehokkaampia.

Ongelman " etsintaavaruuden”
hahmottaminen ja sen tehokkaan
lapikayntijarjestyksen keksiminen ei
valttamatta ole yksinkertaista.

(Ks. esim. etdisyyden maksimointi
monikulmion sisalla, Harel kuvat 4.1 ja 4.2,
sivut 80—82.)
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 Hajoita-ja-hallitse” -tekniikka
(divide-and-conquer)

Usein ongelma voidaan ratkaista jakamalla se
pienempiin samankaltaisiin osiin, ratkaisemalla
nama osaongelmat, ja yhdistamalla
osaongelmien ratkaisut alkuperaisen
ongelman ratkaisuksi. Jos osaongelmat ovat
tasmalleen alkuperaisen ongelman pienempia
tai yksinkertaisempia tapauksia, ratkaisu voi
perustua rekursioon.

Olemme jo edella nahneet

Hajoita-ja-hallitse-tekniikasta esimerkkeja,
mm. TulostaSisajarjestys(T).
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Esim. (Hanoin tornit)

Pylvaat A, B ja C; pylvaassa A paallekkain N
kappaletta eri kokoisia kiekkoja ylospain
pienenevassa jarjestyksessa. Selvitettava
yksittaisten kiekkojen siirrot pylvaitten A, B
ja C valilla s.e. kiekkopino saadaan lopulta
pylvaaseen B eika missaan vaiheessa suurempi
kKiekko ole pienemman paalla. (Ks. Harel

kuva 2.7, sivu 31.)

Yksi kiekko (N=1) on yksinkertaista siirtaa
A:sta B:hen.

Enta kun kiekkoja on useampia (N>1)7

Siirretaan N-1 paallimmaista (rekursiivisesti)
"apupylvaaseen” C, alimmainen A:sta B:hen
ja lopuksi N-1 pienempaa C:sta B:hen:

25



Moves(N,X,Y,Z):
// X on lahto-, Y kohde- ja Z apupylvas
if N=1 then
output "siirra” + X + "=" +Y;
else
Moves(N-1, X, Z, Y);
output "siirra” 4+ X 4+ "=" 4+,
Moves(N-1, Z, Y, X);
fi;

Esim. kolmikiekkoisen Hanoin tornit
-ongelman ratkaisevat siirrot voidaan tuottaa
kutsulla Moves(3, A, B, C);

Rekursiivisen algoritmin suoritusta voi
tarkastella kutsupuuna, jossa kutakin kutsua
vastaa solmu, jonka lapsisolmuina ovat k.o.
kutsun tekemat rekursiiviset kutsut.

(Ks. Harel, kuva 2.8, sivu 34.)
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MyOs lajitteluongelma voidaan ratkaista
tehokkaasti hajoita-ja-hallitse-tekniikalla. Eras
periaatteeltaan yksinkertainen taman
tekniikan sovellus on ns. lomituslajittelu
(merge sort).

Periaate:

1) (" hajoita”-vaihe): Jaa lajiteltava jono
kahteen (likimain) yhtdasuureen osaan ja
lajittele ne rekursiivisesti. Palauta yhden
mittaiset jonot ssellaisenaan, koska ne ovat
jarjestyksessa ("' hallitse’).

2) (yhdistamisvaihe): Lomita lajitellut alijonot
vhdeksi jarjestyksessa olevaksi jonoksi.
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MergeSort(ay,...,an):
if n=1 then return aq;
else
S1:= MergeSort(ay,...,a|,2)); (¥)
S2: MergeSort(aLn/2J+1,...,an);
return Merge(S1, S2);

(*) |x] = suurin kokonaisluku, joka on < z;
“floor”, "lattiafunktio”.

Funktio Merge(S1,S2) lomittaa jonot S1 ja
S2 vhdeksi jarjestetyksi jonoksi.

(Ks. Harel, kuva 4.3, sivu 85.)
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Ahneet algoritmit

Useissa ongelmissa on tarve valita jossain
mielessa paras ratkaisu joukosta vaihtoehtoja.
Ahne algoritmi (greedy algorithm) tekee
tallaisia optimivalintoja " lokaalisti” .

Esim. Maksettava 16 mk mahdollisimman
pienella maaralla 10, 5 ja 1 markan kolikoita.

Ahne periaate: Kunnes koko summa on
katettu, valitse suurin mahdollinen kolikko, ja
pienenna katettavaa summaa sen arvolla

~ 10 + 5 + 1 mk.

Huom: ahneus ei aina kannata. Kuvitellaan
kayttoon 1, 5 ja 11 markan kolikot. Silloin
ahne algoritmi maksaisi 15 mk kolikoilla 11 +
1+ 14+ 1+ 1, vaikka 5 4+ 5 4+ 5 mk olisi
parempi valinta.
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Esim. (Verkon virittava puu)

Mika on halvin rautatieverkosto, joka
kuitenkin tavoittaa kaikki kaupungit?
(Arvioidaan rataverkon kustannusta sen
ratojen kokonaispituudella.) Ongelman tapaus
voidaan esittaa painotettuna verkkona:
kaupungit ovat verkon solmuja, kaupunkien
valiset (mahdolliset) radat verkon kaaria, ja
kaaren paino on sita vastaavan radan pituus.

Huom: verkot ovat puiden yleistys; niissa VoI
olla kahden solmun valilla vaihtoehtoisia
kaarista muodostuvia polkuja (puissa
tasmalleen yksi), jotka muodostavat syklin
(eli jostain solmusta itseensa johtavan,
erillisista kaarista muodostuvan polun).

Oletetaan, etta mahdolliset ratayhteydet
muodostavat yhtenaisen verkon, s.O.
jokaisesta kaupungista on olemassa
junayhteys muihin.
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Ongelman ratkaisun muodostaa verkon
pienin virittava puu:
yhtenainen, sykliton aliverkko, joka
(i) kattaa kaikki solmut ja
(ii) on kokonaispituudeltaan lyhyin

Pienimman virittavan puun voi muodostaa
ahneella algoritmilla (Prim 1957):

Valitse puuhun verkosta mahd. lyhyt kaari,
Kunnes puu kattaa kaikki solmut, toista:

Lisaa puuhun seuraavaksi lyhyin

verkon kaari, joka liittyy johonkin

puun solmuun muttei luo puuhun syklia;
Tulosta puu;
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Esimerkki: Harel kuvat 4.4 ja 4.5, sivut
86—87.

Voidaan osoittaa, etta Primin algoritmi
tuottaa verkon pienimman virittavan puun.
(HT?)

Ahneet algoritmit ovat usein melko
yksinkertaisia ja intuitiivisia — vaikeus on
yleensa sen osoittamisessa, etta ne tuottavat
parhaan ratkaisun. Joskus voidaan tyytya (tai
joutua tyytymaan) optimaalisen sijasta
"riittavan hyvaan” ratkaisuun. Talloin
puhutaan ahneista
approksimointialgoritmeista.
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Dynaaminen ohjelmointi

Joskus ahneet (lokaalisti optimaaliset)
valinnat eivat johda oikeaan tulokseen.

(Ks. my0Os Harel, kuva 4.6, sivu 88.)
Esim. (" kriittisen polun pituus”)

Mallinnetaan projektin kulkua verkolla, jossa
solmut vastaavat projektin valivaiheita.
Verkossa on suunnattu kaari (u,v), jos
vaiheessa v voidaan aloittaa tyO, joka taytyy
saada valmiiksi vaiheeseen v. Taman kaaren
(u,v) paino w(u,v) on sitd vastaavan tyon
vaatima aika (esim. viikkoina).
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Projektin kulkua kuvaava verkko
(A on projektin alku, B sen loppu):

Mika on projektin vahimmaiskesto?
Sen maaraa pisin A ~ B -polku.

Ahne menetelma, kulloinkin pisimman kaaren
valinta loytaisi reitin (A,D,G,B) pituudeltaan
114646 = 23 (viikkoa). Projektin lapivienti
vaatii kuitenkin vahintaan 33 viikkoa:
(A,D,C,E,B) on ns. kriittinen polku.
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Ongelma voidaan ratkaista soveltaen
dynaamista ohjelmointia.

Dynaaminen ohjelmointi on
hajoita-ja-hallitse-tekniikkaa taydentava
ratkaisuperiaate, jossa kaikkien osaongelmien
ratkaisut talletetaan (esim. taulukkoon).

Tassa haettu optimiratkaisu |loydetaan
tarkastelemalla lokaaleja valintoja ja niihin
liittyvien aliongelmien optimiratkaisua:

Merkitdaan L(X) = pisimman polun pituus
solmusta X paatossolmuun B. Tassa

L(A) = max{7+L(QC), 11+L(D), 24+L(G)},
L(D) = max{3+4+L(C), 3+L(E), 64+L(G)} jne.

Huom: samoja L()-arvoja evaluoidaan useasti,
esim. L(C) sekda L(A):n ettd L(D):n
selvittamiseksi. Niiden muistaminen saastaa
kokonaistyota.
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Laskenta saadaan tehokkaaksi laskemalla (ja
tallettamalla) L()-arvot "takaperoisessa”
jarjestyksessa; ensin kasitellaan paatossolmu
B, sitten sen valittomat edeltajat jne:

L(B) := 0;

while L(A) ei vield ole tiedossa do
Valitse mika tahansa solmu v jonka L(v)
ei viela ole tiedossa mutta jonka jokaisen
lahtevan kaaren v — u paassa L(u) on jo
tiedossa;

L(v) := max{w(v,u) + L(u)}
end while

Ja sitten vain kehitetaan sopivat
tietorakenteet joilla valinta on nopeaa . ..

Algoritmiset metodit ovat hyodyllisia varsinkin
tehokkaiden algoritmien aikaansaamiseksi.
Palaamme asiaan, kun tutustumme
tehokkuusanalyysin perusteisiin.

36



Esimerkki algoritmin kehittamisesta

Syotteena annetaan 2 merkkijonoa

a = ajazaz...am ja B =0b1bybz...by. JONOA «
voidaan muokata (a) lisaamalla ja

(b) poistamalla yksittaisia merkkeja.
LLaskettava montako muokkausoperaatiota
tarvitaan enintaan jotta saataisiin (.

Ns. editointietdisyysongelma (edit distance
problem) jolla esim. mitataan (bio)jonojen
samankaltaisuutta.

Esimerkki biologisen ilmion (mutaation)
muuntamisesta algoritmiseksi
laskentaongelmaksi.

(Lisatietoa kurssilla Merkkijonomenetelmat.)
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Yritetaan ensin hajoittaa ja hallita. Mista
jonon B viimeinen merkki b, on tullut
optimiratkaisussa?

1. Se voisi olla lisatty jonoon «.

Silloin operaatioita kuluu: 1 lisays + paras
tapa muuttaa jono «
alkuosaksi b1byb3...b,,_1 — rekursio!

2. Se voisi olla jonon o alkuperainen
viimeinen merkki am jOS am = bn.

Vain ne operaatiot joilla
Jjono ajasasz...a,,—1 Muuttuu
Jjonoksi b1bybsz...by_1.

3. Se voisi olla jonon o jokin aikaisempi
merkki a,,_j jolloin apy on tiella.

1 poisto 4 jonon ajasasz...a,,—1 Muutos
jonoksi S.

38



Merkitaan W; ; = "minimimaara muutoksia
joilla alkuosa ajasasz...a; muuttuu
alkuosaksi b1b2b3...b;" .

W; j on siis pienin seuraavista luvuista:

1. 14+ W, 1

2. Wi—l,j—l mutta vain jos a; = bj

3. 14+ W1

e Wy ,; = j koska tyhjasta jonosta saa
jonon bybobz...b; j lisayksella.

o W;o =1 koska jono ajapzasz...a; tyhjenee
1 poistolla.
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Ensimmainen yritys: suora rekursio

function W (s,5:N): N

1: if : = 0 then

2: u =

3: else if 7 = 0 then

4: u =1

5. else

6: t:=14+min(W@GE—-1,5),W(@,j—1));
7 If a; = b; then

8: ui= min(t, Wl —-1,7-—1))
9: else

10: u =1

11: end if

12: end if

13: return u

Ongelma: kutsu W (i, j) tekee saman
kutsun W(:— 1,5 — 1) monta (2 tai 3) kertaa!
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Toinen yritys: apumuistin kaytto
valituloksille ( “memoization”)

Talletetaan jo lasketut arvot
apumatriisiin V[0...m,0...n] ja katsotaan
ensin sielta:

function W (7,j:N):N
iIf paikka Vi, j] on jo taytetty then

u = Vi, 7]

else
Ensimmaisen yrityksen rivit 1-12;
Vii,j] i= u

end if

return u

Ongelma: apumuistin tayttokirjanpito!
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Kolmas yritys: dynaaminen ohjelmointi.

Taytetaan V sellaisessa jarjestyksessa ettei
Kirjanpitoa enaa tarvita.

for all j := 0 to n do
VI[0,j] ==
end for;
for allz := 1 to m do
Vi, 0] := 1;
for all j := 1 to n do
Ensimmaisen yrityksen rivit 6—11
joissa rekursiokutsut W(...,...)
korvattu taulukkoviitteilla V[...,...];
Vi, 4] :== u kuten kalvolla 41
end for
end for

Vastaus ilmestyy lopuksi
taulukkopaikkaan V[m,n] = W(m,n) = Wy n.
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Esimerkiksi jonojen o« = ananas ja 3 = banana
etaisyyden laskenta etenee seuraavasti:

5

- W NPT
N —IN| o
= N W B

W b
OB
o1 O o

OO A WN HO| .

n B 0B e .

Lisaongelmia (HT):

e Miten selviavat itse tarvittavat
minimimuutokset?

e Voisiko (m+ 1) x (n+ 1) alkion
aputaulukkoa kutistaa?
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3. Algoritmien oikeellisuus
(Harel luku 5)

"Opettakaa minulle, missa olen mennyt harhaan”
[Job 6:24]

e Kuinka varmistua siita, etta algoritmi toimii
oikein?

Ohjelmointia harjoittaneet tietavat, etta
oikein toimivien ohjelmien aikaansaaminen on
haastavaa. Miljoonavahinkoja aiheuttaneista
ja jopa ihmishenkia vaatineista
ohjelmistovirheista kerrotaan tosia tarinoita.
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Tietokoneohjelmien oikeellisuutta pyritaan
normaalisti osoittamaan testaamalla eli
kokeilemalla toimintaa edustavalla ja
kattavalla joukolla syoOtteita.

Mahdollisia syotteita usein aaretdon maara
~» testaamalla ei voi saada oikeellisuudesta
varmuutta.

Meidan pitaa voida varmistua siita, etta
esittamamme vleinen ratkaisumenetelma,
algoritmi, toimii oikein.

Algoritmeja (ja kriittisia ohjelmia) voidaan
verifioida eli todistaa oikeaksi.

Ohjelmien verifiointia kasitellaan
perusteellisemmin kurssilla Algoritmien
oikeellisuus ja johtaminen.
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Mita verifioinnissa on osoitettava?

Algoritmin pitaa olla ongelman maarityksen
mukainen ratkaisu: Sen on tuotettava kaikilla
sallituilla syotteilla haluttu, spesifikaation
mukainen tulos.

Algoritmi on virheellinen, jos jollain sallitulla
syOtteella

e Saadaan vaara vastaus tai

e suoritus voi joutua virheelliseen tai
maarittelemattomaan tilanteeseen
(nollalla jako, yritys edeta puussa
lehtisolmun lapseen, viittaus taulukon
ulkopuolelle ym.) tai

e SuUOritus on paattymaton, ns. ikuinen
silmukka.
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Osittainen ja taysi oikeellisuus

Algoritmi tai ohjelma on osittain oikeellinen,
jos se tuottaa sallituista syotteista oikean
tuloksen aina, mikali suoritus paattyy.

Osittain oikeellinen algoritmi siis ei anna

vaaraa vastausta, mutta voi joutua joskus
ikuiseen silmukkaan.

Sanomme, etta algoritmi/ohjelma terminoi,
jOs sen suoritus paattyy milla tahansa
ongelman maarityksen mukaisella syotteella.

Osittain oikeellinen ja lisaksi terminoiva
algoritmi/ohjelma on taysin oikeellinen

Ks. Harel, kuva 5.3.
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Osittaisen oikeellisuuden osoittaminen

Osittaisen oikeellisuuden osoittamisessa
naytetaan, etta algoritmin suorituksessa ei
tapahdu vaaria asioita:

e algoritmi ei tuota vaaria tuloksia ja

e muuttujilla ei ole virhetilanteeseen johtavia
arvoja (esim. nolla jakajana tai indeksi
taulukon rajojen ulkopuolella)

Argumentointi tapahtuu liittamalla
algoritmissa sopiviin varmistuskohtiin
(checkpoint) vaittamia (assertion).
Vaittamilla ilmaistaan asiantila, jonka
halutaan osoittaa olevan k.o. kohdassa
vOoimassa.

Yleensa vaittamissa kaytetaan algoritmin
muuttujia:

Esim. "taulukon alkiot 1, ..., I on
jarjestetty.”
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Algoritmin alkuvaittama (initial assertion) on
yleensa sallitut syotteet kuvaava ehto.
Vastaavasti loppuvaittama (final assertion)
kuvaa sen, etta tulosteen ja syotteen suhde
on ongelman ratkaisulta haluttu.

Harel, kuva 5.5

Osittainen oikeellisuus perustellaan
osoittamalla, etta algoritmiin sijoitetut
vaittamat ovat invariantteja eli tosia aina
kun suoritus saavuttaa niiden sijainnin.

Invarianttien verifiointi tapahtuu osoittamalla,
etta mikaan siirtyma suorituksessa uuteen
varmistuskohtaan ei tee siihen liittyvaa
vaittamaa epatodeksi.

Ns. Floydin menetelma (Robert Floyd 1967)
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Esim. Merkkijonon peilikuva

Toteutettava merkkijonon kaantava funktio
reverse, jolla reverse("c1...¢cn'") = "¢en...c1”
Esim. reverse(” kalakauppias”) =
"saippuakalak”

Merkitaan tyhjaa merkkijonoa symbolilla \.
Oletetaan merkkijonojen kasittelyyn funktiot
head("c1...¢;") = "c1"ja tall("ey...¢n") =

Co>...Cn .

Esim. head(" kalakauppias”) = "K"ja
tail(" kalakauppias” ) = "alakauppias” .

Merkitaan lisaksi merkkijonojen katenointia
(Java-tyyliin) plus-merkilla:
""kala" 4 " kauppias’ = " kalakauppias'’.
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Funktio reverse(S) voidaan nyt toteuttaa
allaolevalla algoritmilla (Harel kuva 5.6):

X:= S;
Y= \;
while X #= A\ do
Y:= head(X) + Y;
= tail(X);
od,
output Y;

Intuitiivinen idea: Jonon S alusta siirretaan
yksitellen merkkeja alunperin tyhjan jonon Y
alkuun; Y " kasvaa oikealta vasemmalle”

Osoitetaan ensin algoritmin osittainen
oikeellisuus. Lisataan algoritmiin
(kommentteina) kolme vaittamaa (Harel
kuva 5.7):
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// I. S on merkkijono

X:=S;

Y= \;

while X =X do// II: S = reverse(Y) + X
Y:= head(X) 4+ Y,

X:= tail(X);
od;
// III: Y = reverse(S)
output Y,

Vaittama II kuuluu suorituksessa siihen
kohtaan jossa silmukkaehtoa testataan.

Huom: vaittamat I ja III muodostavat
reverse-ongelman spesifikaation.

Osoitetaan vaittamien invarianssi
tarkistamalla kaikki mahdolliset

varmistuskohtien valiset siirtymat
(I - 1III, I — II, IT — II ja II — III)
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Mahdolliset suoritukset ovat I — III ja
I - II — [II — -.--II —] III (Harel kuva 5.8);

siten yksittaisten siirtymien verifiointi
osoittaa, etta algoritmin lopussa sen
loppuvaittama on tosi.

Huom: varmistuskohdat valittu siten, etta
niilden valisiin siirtymiin ei sisally silmukoiden
toistoja

Hahmotellaan siirtymiin liittyvien vaittamien
invarianssitodistus:

I — III: while-silmukkaa ei suoriteta lainkaan,
joten X=S=)\, ja siis pisteessa III
Y=A=reverse(S)

I — II: vaite II patee, koska X=S ja
Y=MA=reverse(Y)
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II — II: Merkitaan muuttujien arvoja ennen
silmukan rungon suoritusta X7 ja Y7 seka sen
jalkeen X5 ja Y>. Ennen siirtymaa siis S =
reverse(Y7) + Xq1. JOoS S = ¢1...cp, arvot
ovat siis siirtyman alkuehdon mukaan jollain
1 < k < n seuraavat:

Silmukan rungon suorituksen ansiosta Y, =
head(X7) + Y7 ja Xo = tail(X7). Siirtyman
jalkiehdon II, S = reverse(Y>) + X», nahdaan
Siis olevan voimassa:
Yo X2
Cr-.-CT Chr1---Cn

Siirtyma II — III tapahtuu kun X=), jolloin
siis S=reverse(Y) eli Y=reverse(S).

Olemme osoittaneet algoritmin osittaisen

oikeellisuuden.
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Terminoinnin osoittaminen

Algoritmin terminointi voidaan osoittaa
valitsemalla sopiva suorituksen edetessa
pieneneva suure, ns. konvergentti, joka
kuitenkaan ei voi pieneta loputtomasti. Kuten
vaittamat, konvergentti riippuu usein
algoritmin muuttujista tai tietorakenteista.

Esim. kasittelemattomien tietueiden Ikm,
lajittelualgoritmissa vaarassa kohtaa jonoa
olevien alkioiden Ilkm tms.

Jatketaan reverse-algoritmin parissa
osoittamalla sen terminointi.
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Reverse-algoritmin suoritus voi olla
paattymaton vain jos varmistuskohta II
ohitetaan aarettoman monesti. Osoitetaan
tama mahdottomaksi valitsemalla
konvergentti, joka pienenee jokaisella
II-kohdan ohituksella.

Merkkijonon X pituus selvasti pienenee
jokaisessa silmukan toistossa. Toisaalta

Silmukan suoritus paattyy, kun X:n
pituus = 0.

~» algoritmi terminoi.

Olemme osoittaneet algoritmin tayden
Ooikeellisuuden.
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Automaattinen verifiointi?

Algoritmien huolellinen verifiointi kasin on
selvastikin tyolasta.

Missa maarin tietokone voi auttaa
verifioinnissa?

Voiko algoritmien verifioimisen suorittaa
algoritmisesti?

Harel, kuva 5.4
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Valitettavasti verifioinnin taydellinen
automatisointi ei ole mahdollista.

Varmistuskohtien valinta siten, etta jokainen
toistorakenteen suoritus kulkee jonkin
varmistuskohdan kautta voidaan
automatisoida.

Vaittamien ja konvergenttien valintaa ja niihin
liittyvia todistuksia ei voida suorittaa
algoritmisesti; sivuamme tata myohemmin.

Ohjelmien oikeaksitodistamista tukevia
todistusjarjestelmia tutkitaan ja kehitetaan.
Ne toimivat vuorovaikutuksessa kayttajan
kanssa ja pystyvat huolehtimaan suurelta osin
vaittamien verifiointiin tarvittavasta tyolaasta
kaavamanipuloinnista.

Huom: vaittamia voi kayttaa myos ohjelmien
testauksen apuna: Esim. C-kielen
assert-makro, joka tuottaa virheilmoituksen
jos sen argumenttina oleva ehto on
suorituksessa epatosi.
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Rekursiivisen algoritmin verifiointi
Esim. Hanoin tornit

Moves(N,X,Y,Z):
// X on lahto-, Y kohde- ja Z apupylvas
If N=1 then
output "siirra” + X 4+ "=>" 4,
else
Moves(N-1, X, Z, Y);
output "siirra” + X 4+ "=" 4,
Moves(N-1, Z, Y, X);
fi;

Rekursiivisten algoritmien verifiointi voi olla
suhteellisen helppoa.
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Terminointi: Palautetaan mieliin
Moves-proseduurin (bindarinen) kutsupuu.
Suoritus on paattymaton vain jos kutsupuu
on aareton. Parametri N pienenee jokaisessa
rekursiivisessa kutsussa vhdella

~» Moves(N, X, Y, Z)-suorituksen kutsupuun
syvyys on N, kun N on positiivinen
kokonaisluku. Algoritmi siis terminoi.
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Osittainen oikeellisuus voidaan osoittaa

induktiolla. Osoitetaan, etta kaikilla N > 1
patee P(N):

" Kutsun Moves(N, X, Y, Z) suoritus tuottaa
jonon sallittuja siirtoja, joilla (sallitussa
tilanteessa) N pieninta kiekkoa voidaan siirtaa

sauvasta X (mikdli ne ovat siind) sauvaan Y
eika muihin kiekkoihin kosketa.”

Tapaus N = 1 on selva: "siirra X — Y" on
sallittu yhden kiekon siirto maalipylvaaseen,
joka koskee ainoastaan pienimpaan kiekkoon.

Induktioaskel N > 1: ks. Harel kuva 5.10
selityksineen.

Terminointi + osittainen oikeellisuus ~» taysi
oikeellisuus.

Huom: usein algoritmin verifiointi jo rinnan
sen suunnittelun kanssa on hyodyllista.

(ns. as-you-go verification;

esimerkkeja mahdollisesti harjoitustehtavina.)
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Logiikka ja laskenta

(VAROITUS: Loput tasta luvusta ovat luennoijan omia

padahanpinttymia...)

[Logiikka on jo Aristoteleen ajoista
(300-luvulta e.a.a.) ollut "oppi oikeasta
paattelysta’ : menetelma jolla kaikkien
tunnustamista tosiasioista lahtien voidaan
epailija vakuuttaa johtopaatoksesta tekemalla
sarja vain sellaisia paattelyaskelia jotka kaikKi
myontavat muodollisesti oikeiksi.

1900-luvulle tultaessa kaivattiin
matematiikalle varmaa perustaa. Paatettiin
formalisoida looginen paattely.

Paattely (argumentointi) alun perin kielellinen
toimitus, ja siksi matemaattinen logiikkakin
kielen huomioiva matematiikan haara.
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Ongelma: Miten formalisoida " paattelyaskel
jonka kaikki myontavat muodollisesti
oikeaksi’” 7

Ratkaisu: Formalisoidaan (mekaanisen)
laskettavuuden kasite eli algoritmit
1930-luvulla — siis ennen tietokoneita
annettiin matemaattinen vastine ikivanhalle
intuitiiviselle kasitteelle.

Lisatietoja, tuloksia ja tekniikoita
Matematiikan laitoksen kurssilla
Matemaattinen logiikka.

Oma mielipide: logiikka nykyaankin tarkeaa
tietojenkasittelyssa, erityisesti
tietokantateoriassa, tekoalyssa,
ohjelmointikielten teoriassa ja ohjelmien
oikeellisuustarkasteluissa.
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Logiikka

Loogisen objektikielen merkitysoppi
(semantiikka) kertoo miten vaitelauseiden
totuus maaritellaan.

Tarski: perusvaitteiden yhdistelyoperaatiot
("...ja...", "kaikilla...",...) puretaan
induktiivisella maaritelmalla metakieleen jossa
perusvaitteiden totuus "nahdaan helposti”.

"YKS' vain nainen maailmassa on’
Kirjoitetaan tavallisella (ensimmaisen
kertaluvun predikaatti)logiikalla

dx.nainen(x) AVy.nainen(y) — y = x

joka kaantyy metakielelle "on alkio x joka on
nainen ja jokaisella alkiolla y patee, etta jos y
on nainen, niin y on sama alkio kuin .

Sitten vain katsotaan ulos ikkunastal!
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(Logiikka, jatkoa)

Mekaaniset paattelysaannot

premissiiy ... premissiy
Jjohtopaatos
valitaan totuuden sailyttaviksi: jos premissit
ovat tosia [ja sivuehdot voimassa] niin
Jjohtopaatoskin on tosi.

[sivuehdot]

Olkoon jo todistettu "jos ¢ niin " . Siita
voidaan paatella "jos on jokin x jolla ¢
niin " mikali ei aiemmin oletettu etta
vaitteiden ¢ ja ¢ alkiot x olisivat samat:

¢ — Y
(Fzg) — ¢

[z ei 1):ssa]

Paattelysta enemman Matematiikan laitoksen
kurssilla Logiikka I.

Enta saantojoukon taydellisyys eli voidaanko
kaikki tosiasiat myos todistaa?” 1KL: kylla.
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(Logiikka, jatkoa)

Maailma kuvataan teorialla: joukolla tosina
pidettyja loogisia lauseita eli aksioomia.

Kysymykseen "onko W totta?"” vastataan

1. kaantamalla kysymys loogiseksi
kaavaksi 1,

2. yrittamalla todistaa kaannos teoriasta,

3. ja vastaamalla " kylla" jos todistus /Oytyy.

Tarpeeksi vahvoissa logiikoissa (kuten 1KL) ei
mikaan todistuksenetsintaalgoritmi voi aina
tietaa milloin etsinta on tuomittu
epaonnistumaan ja voidaan vastata "ei’.

Taydellisilla teorioilla ei ole tata
epatietoisuusongelmaa.
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Laskenta

Lahtotiedot (kuten luvut) Kirjoitetaan
sovitulla syotesyntaksilla (kuten
numerojonoina). [kaannos logiikkaan]

LLaskulaite tekee toimiessaan yksikasitteisesti
maadriteltyja perusaskeleita. [padattelysaannot]

Perusaskelperhe on universaali jos niita
yhdistelemalla voi toteuttaa minka tahansa
laskentaprosessin. [saantdjen taydellisyys]

Vaaditun kuvauksen toteuttavien
perusaskeljonojen (aaretdon) perhe kuvataan
(aarellisella) ohjelmalla. [teoria]

Annetuilla syotteiden kuvauksilla suoritetaan
(ainoa) mahdollinen perusaskelten jono.
[todistetaan teoriasta]

Jos jono aina paattyy, on kyseessa algoritmi.
[teorian tdydellisyys]
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(Laskenta, jatkoa)

Jonon paattyessa luetaan vastaus ja
kaannetaan sen syntaksi takaisin
merkitykseensa. [on/ei]

Logiikka kuvailee epasuorasti miten
maailman asiat ovat.

Laskenta neuvoo miten tasta kuvauksesta
voidaan selvittaa se.

algoritmi = logiikka 4+ kontrolli

Logiikkaa pidetaan ohjelmointia
deklaratiivisempana koska siina esitetaan vain
mita muttei miten.

Deklaratiivisiin ohjelmointikieliin on lisatty
piirteita tietamyksen esittamisesta: esim.
oliokielissa voidaan ilmaista suoraan
maaritelmat muotoa " X on sellainen Y
jolla. .."”
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3 tieta loogisesti perusteltuihin
algoritmeihin

1. tie: vaittamat

Kalvoilla 48—54 ohjelmoija liitti sopivia
vaittamia ohjelmansa — suorituspolkujen
kannalta — " strategisiin’” kohtiin.

Kalvoilla 55—56 ohjelmoija liitti sopivia
konvergentteja ohjelmansa silmukoihin
takaamaan niista poistumisen.

Vaittama- ja konvergentti” nuolet” ovat
vaitelauseita muotoa " jos ennen. . . niin
jalkeen. .."” . Esimerkiksi nuolessa II — II
puhuttiin muuttujien (X,Y) arvoista
ennen (X1,Y7) ja jalkeen (X5, Y5)

tarkasteltavaa laskentapolun patkaa.

Nama vaitelauseet voidaan muotoilla
" tavallisessa” logiikassa ja (yrittda) todistaa
formaalisti, tai varmistua niiden totuudesta
semanttisin jarkeilyin.

69



Nain toiminee jokainen ohjelmoija — ellei
muualla niin kommentoidessaan koodiaan.

Algoritmeja voi suunnitella ja ohjelmia
Kirjoittaa myoOs " toisin pain’ . ensin annetut
alku- ja loppuvaittamat, sitten niiden valiin
sopiva puolivalin vaittama, ja "induktiivisesti
samoin alku- ja loppupuoliskon — hajoita ja
hallitse!

Itse laskentaoperaatiot Kirjoitetaan
toteuttamaan ohjelman tilan muutos kahden
perakkaisen vaittaman valilla. Silmukoihin ja
rekursioon liitetaan vastaavat
pysahtymiskonvergentit.

Lisatietoa kurssilla Algoritmien oikeellisuus ja
Jjohtaminen.
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Kalvon 28 lomituslajitteluun voitaisiin paasta
seuraavasti:

Alku: syotteena on jarjestamaton lista.
Loppu: tuloksena on sama lista jarjestettyna.

Alku: syotteena on jarjestamaton lista.
Vali: syote on jaettu kahteen jarjestettyyn
noin yhta pitkaan listaan.

Loppu: tuloksena on sama lista jarjestettyna.

Alku: syotteena on jarjestamaton lista.
Alkuvali: syote on jaettu kahteen noin yhta
pitkaan listaan.

Vali: syote on jaettu kahteen jarjestettyyn
noin yhta pitkaan listaan.

Loppuvali: listat on lomitettu.

Loppu: tuloksena on sama lista jarjestettyna.
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Alku: syotteena on jarjestamaton lista.

— Jaa syote kahteen noin yhta pitkaan
listaan.

Alkuvali: syote on jaettu kahteen noin yhta
pitkaan listaan.

— Jarjesta kumpikin lista rekursiivisesti.
Vali: syote on jaettu kahteen jarjestettyyn
noin yhta pitkaan listaan.

— Lomita jarjestetut listat keskenaan.
Loppuvali: jarjestetyt listat on lomitettu
keskenaan.

— Palauta lopputuloksena lomituksen tulos.
Loppu: tuloksena on sama lista jarjestettyna.

Taman tien (paa)ongelmana on, etta
laskentapolut jaavat loogisen tarkastelun
ulkopuolelle.
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2. tie: laskentapolkujen logiikka

Edellinen ongelma voidaan ratkaista
maarittelemalla logiikka ei vain alkioille vaan
myOs poluille.

Tai kielellisesti, ottamalla logiikkaan aikaa
koskevia sanoja kuten "seuraavassa
silmanrapayksessa” (), "aina tasta
eteenpdin” (0O),...

(Aikalogiikasta lisaa Harel sivut 289—291.)

Silloin se, etta vaittaman II totuus sailyy,
voidaan Kirjoittaa vaikkapa

O(II — OII)

eli " jokaisella suoritusaskeleella patee, etta jos
IT on nyt totta, niin se on totta myos tata
seuraavalla askeleellad’ .
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Silloin kalvojen 48—56 esimerkkialgoritmin
osittaisen oikeellisuuden teoria voisi olla
vaikka: edellinen vaittaman II sailyvyys ja
alustuksen aksiooma

I — OIIL

Niista voidaan (yrittdaa) todistaa aikalogiikan
omilla paattelysaannoilla tai nahda
semanttisesti osittainen oikeellisuus

I - O0(X =\ — OOl

eli "jos lahtovaittama I taataan, niin toisesta
askeleesta alkaen patee, etta jos silmukkaehto
joskus laukeaa, niin sen jalkeen III patee’.

Menestyksekas aarellisissa jarjestelmissa:
Mikroprosessoreissa, protokollissa,. .. Lisaa
kurssilla Automaattinen verifiointi.

Taman tien (paa)ongelmana on etta
deklaratiivinen ohjelmoija ei halua Kkirjoittaa
(Juuri) mitaan laskentapoluista.
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3. tie: "loogiset” ohjelmointikielet

Talla tiella edellinen ongelma ratkaistaan
maarittelemalla algoritmien kuvausnotaation
— ohjelmointikielen — semantiikka laitetason
Sijasta paattelysaantojen tapaan.

Yksinkertaisen perusaskeleen idea pois:

Logiikkaohjelmointikielissa kuten Prolog
(Harel, sivut 70—71) askeleeksi tulee
suoraan (rajoitettu) todistusaskel:

—a1 V...V am by AN...Nbp — aq
—b1V...V=abpV-a> V...V amnm

Funktionaalisissa kielissa kuten Lisp (Harel,
sivut 68—70) askeleeksi tulee
monimutkaisemman lausekkeen sievennys:

if true then e7 else eo

€1

Lisatietoja kurssilla Symbolinen ohjelmointi.
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Tavoitteena on helpottaa loogisesti oikeiden
ohjelmien laadintaa ja todistamista
lyhentamalla valimatkaa ohjelmakoodin ja
ajattelun valilla.

Kalvon 52 esimerkkialgoritmi voitaisiin talla
tiella johtaa seuraavasti (vain intuitio):

Annetun merkkijonon S kaannos reverse(S)
voitaisiin laskea kutsulla rev(S, ) jos meilla
olisi apufunktio rev(X,Y) = reverse(X) 4+ Y.

Johdetaan apufunktio induktiolla sen
ensimmaisen (merkkijono)parametrin X
suhteen.

Ei-rekursiivisessa perustapauksessa X = A\
vastaus on Y.
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Rekursiivisessa tapauksessa X #= A on
olemassa lyhyempi jono tail(X) ja
merkki head(X).

Meilla on siis lupa kayttaa lauseketta

rev(tail(X),head(X) +Y)

koska se on maaritelty induktiivisesti.

Se on myos oikea valinta, silla sen arvo on
induktiivisesti

reverse(tail(X)) + head(X) 4+ Y.

Koska head(X) on merkki, tama on

reverse(head(X) + tail( X)) + Y
eli haettu

reverse(X) + Y.
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Y hteenvetona algoritmiksi saadaan siis
function reverse(S)=rev(S,\)
missa

function rev(X,Y )=

if X = )\ then
Y
else
rev(tail(X),head(X)+Y)
end if.

Algoritmin tekeminen ja oikeaksi todistaminen
kulkivat siis kasi kadessa. Ohjelmoijan
vastuulle jai etenemisstrategian valinta.

Tulos on (syntaktisin muutoksin) valmis
ohjelma funktionaalisella Kkielella.
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Lahestymme konstruktiivista matematiikkaa
ja intuitionistista logiikkaa, joissa
olemassaolovaitteen "on olemassa sellainen x
jolla P(x)" saa todistaa vain nayttamalla
jonkin sellaisen sopivan x.

(Ei siis esimerkiksi ristiriidalla " jos sellaista x
ei olisi, niin siita seuraisi 0 =1".)

Vaitteen " jokaisella x on olemassa jokin y
jolla Q(z,y)" todistus on silloin sellainen
funktio f joka poimii kullekin x jonkin sopivan

y = f(z) jolla Q(z, f(z)).

Myos tama f on naytettava lausekkeena (eika
vain parijoukkona) — eli annettava sille
algoritmi!

Silloin ongelman spesifikaatiota vastaavan
olemassaolovaitteen todistus on sen mukainen
algoritmi.
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4. Algoritmien tehokkuus
(Harel luku 6)

"vastaa jo minulle!” [Psalmi 69:18]

e Kuinka paljon suoritusaikaa tai -tilaa
algoritmin suoritus vaatii?

Keskitymme |lahinna aikavaativuuden
tarkasteluun. Myos algoritmien tilavaativuus
on tarkastelun arvoinen, mutta tietyssa
mielessa ajantarpeelle alisteinen: jos algoritmi
kayttaa vahan aikaa, se ei voi varata tai
kayttaa paljon muistitilaa.

(Algoritmianalyysia tarkastellaan
perusteellisemmin kurssilla Algoritmien
suunnittelu ja analyysi.)
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Onko tarpeen analysoida tai parantaa
algoritmien tehoa?

Tietokoneethan ovat noin 1,5 vuoden
kuluttua kaksi kertaa nykyista tehokkaampia
(Mooren laki). On, silla:

e Tehoton algoritmi (tai vaativa ongelma)
voi vaatia kohtuullisillakin syotteilla ja
nopeimmillakin koneilla jopa miljoonien
vuosien suoritusajan.

e [ehon kasvua tarvitaan suurempiin
ongelmiin, ei nykyisten nopeuttamiseen.
On tarkeaa milla vauhdilla ajan tarve
kasvaa.

e NS. tosiaikajarjestelmissa on ongelmat
ratkaistava niin nopeasti, etta vasteet
voivat ohjata toiminnan
(teollisuusprosessin, lentokoneen tai auton
ohjausmekanismin ym.) kulkua.
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Algoritmien optimointi

Tarkastellaan ensin valmiin algoritmin
tehostamista.

Toistorakenteiden optimointi siirtamalla
laskentaa mahdollisuuksien mukaan
silmukoiden ulkopuolelle on eras keskeinen
optimointitekniikka.

Esim. Olkoot oppilaiden koepisteet
taulukossa P[0 ... N-1] ja paras saavutettu
pistemaara MAX pistetta, 0 < MAX < 60.
Halutaan skaalata pisteet valille 0—60 siten,
etta parhaat saavat 60 pistetta ja kaikkien
pisteita kasvatetaan samassa suhteessa:

(1) for I =0;1< N, I4++4)
(2) P[I] = P[I[]*60/MAX;
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Luku 60 on vakio ja MAX ei muutu
silmukassa, joten jakolaskua 60/MAX ei
tarvitse suorittaa joka kerta erikseen:

(1) Fact = 60/MAX;
(2) for 1 =0;1I< N; I4++4)
(3) P[I] = P[I]*Fact;

Modifioitu silmukka noin 50% tehokkaampi.

Optimoivat kaantajat suorittavat tallaisia
transformaatioita automaattisesti.

Vaan enta jos MAX onkin osoitin? Taulukon
P sisaan? Ns. aliasing-ongelma.

Toisinaan vastaavan optimoinnin aikaansaanti
vaatii algoritmiin muutoksia, jollaisia kaantaja
tuskin osaa tehda:
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Esim. Etsitaan annettua arvoa X
jarjestamattomasta linkitetysta listasta L:

first last
L:| o] el
9|+ 5| 6 3]
data next
Haku:
p:= L.first;
while (p #= null and then p.data #= X) do
p:= p.next;

If p=null then
return " not found”;
else // tee jotain Ioytyneella p
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Jokaista listan alkiota kohden evaluoidaan
kaksi ehtoa. Tama voidaan valttaa lisaamalla
X ensin listan loppuun. Sen jalkeen etsinnassa
ei tarvitse testata listan loppumista kesken:

p:= L.first;
while (p.data = X) do
p:= p.next;

If p=L.last then
return " not found”;
else // tee jotain Ioytyneelld p

~» noin 50% nopeutus

Algoritmien tehokkuudessa voi kuitenkin olla
myos kertaluokkaeroja, t.s. tehokkaamman
algoritmin suoritusaika ei ole missaan
vakiosuhteessa hitaampaan (esim. 50% tai
edes 90% pienempi), vaan suoritusaikojen
suhde kasvaa rajatta syotteiden koon mukana.
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Vaativuuden kertaluokka-arviot

Algoritmien suoritusvaativuutta arvioidaan
yleensa jonain sydtteen koon n funktiona f(n)

n vOIi Olla syotteen pituus bitteina, usein
kuitenkin jokin "luonteva” syoOtteen kokoa
Kuvaava parametri kuten listan/taulukon
alkioiden |[km tai verkon solmujen tai kaarten
lkm

Yleensa (ellei muuta sanota), arvioidaan
algoritmin pahimman tapauksen
kayttaytymista, jonka perusteella voidaan
sanoa, ettei algoritmi millaan n:n kokoisella
syOtteella vaadi arvioitua enemman aikaa tai
muistia.
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Arvioissa tarvittavat funktiot ovat
luonnollisilla luvuilla maariteltyja, ja ne saavat
positiivisia (reaali)arvoja; rajoitumme siis
tallaisiin.

Funktioiden kasvunopeutta ilmaistaan
asymptoottisilla notaatioilla. Merkitsemme

f(n) =0(g(n))

(" f on (korkeintaan) kertaluokkaa g¢" ), jos
funktion f arvo (riittavan suurilla
argumenteilla) on enintaan verrannollinen
funktion g arvoon.

Tasmallisemmin: f(n) = O(g(n)) jos on

sellaiset vakiot ¢ ja m etta kaikilla n > m
patee f(n) < cg(n).
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Huom: f(n) = O(g(n)) merkitsee siis, etta
g.n kasvunopeus on asymptoottinen ylaraja
f:n kasvunopeudelle. Usein kaytetaan
merkintaa f(n) = O(g(n)) (vaarin)
tiukemmassa merkityksessa

f(n) = 0(g(n)) ja g(n) = O(f(n))
Oikeampi merkinta talle tiukemmalle suhteelle
on

f(n) =0(g(n)),

jonka voisi lukea " f ja g ovat samaa
kertaluokkaa” tai ” f on tasmalleen
kertaluokkaa g'".

Huom: Asymptoottisissa notaatioissa
funktioitten vakiokertoimilla ei ole merkitysta.
Esimerkiksi aikavaativuuden ilmauksina niiden
voidaan ajatella osoittavan yksinkertaisten
perusoperaatioitten lukumaaran riippuvuutta
syOtteen koosta, ei esim. niiden tasmallista

lukumaaraa tai suoritusaikaa.
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"Vakioiden unohtaminen” perustellaan silla,
etta yhden abstraktin laskenta-askeleen
ajatellaan vievan jonkin vakioajan, mutta
taman vakion tarkka arvo riippuu kaytetysta
tietokoneesta.

Mutta deklaratiivisissa ohjelmointikielissa
tama " yksikkoaskeloletus” ei enaa
padekaan. . .

Seuraava helposti todistettava lemma (HT?)
osoittaa, etta asymptoottisissa
kertaluokkanotaatioissa vain dominoivilla
termeilla on merkitysta:

Lemma Jos f(n) = O(g(n)), niin
f(n) +g(n) = O(g(n)).

T3alld periaatteella esim. n2 4+ nlogn = O(n?)
ja 8n® + 5013 + 100n2 = O(n>).
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Esim. Binaarihaku

Jos haemme arvoa Y jarjestamattomasta
taulukosta A[1 ... N], joudumme pahimmassa
tapauksessa tutkimaan kaikki N alkiota. Jos
taulukko on jarjestetty (kasvavaan
jarjestykseen), voimme toimia
hajoita-ja-hallitse-tyyliin huomattavasti
tehokkaammin.

Periaate: Verrataan arvoa Y taulukon
keskimmadiseen alkioon A[M]. Jos ne ovat
samat, etsinta paattyy onnistuneena. Muuten,
jos Y < A[M], se voi loytya ainoastaan
taulukon alkupuoliskosta, josta haku jatkuu
samalla periaatteella. (Jos etsittava alue
supistuu tyhjaksi, haku paattyy
epdonnistuneena.) Vastaavasti jos Y > A[M],
hakua jatketaan taulukon loppupuoliskosta.

Ks. Harel kuva 6.2
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Binaarihaku (Harel kuva 6.1):

L:= 1; U:= N;
while L < U do
M = [(L4+U)/2];
case
Y < A[M]: U:= M-1;
Y = A[M]: return "Y paikassa M"’;
Y > A[M]: L:= M+41;
endcase
return Y ei loydy”;

(HT: tarkasta algoritmin oikeellisuus™ )

Mika on binaarihaun pahimman tapauksen
vaativuus?

Jokaisella toistokerralla tarkasteltava taulukon
osa A[L ... U] pienenee (vahintaan) puoleen
~» Silmukka suoritetaan enintaan log>(N) + 1
kertaa.

*Binaarihaku on erittain hankala kirjoittaa oikein. Idea
julkaistiin v. -46, mutta ensimmainen virheeton versio
vasta v. -62!

91



Binaarihaun vaatima logaritminen
suoritusaskelten lukumaara kasvaa
huomattavan hitaasti verrattuna lineaarisen
perakkaishaun vaatimaan tyohon:

N logy(N)+1

10 4
100 7
1000 10
10° 20
109 30
1018 60

Binaarihaun etsintaavaruuden puolittava
periaate on erittain keskeinen ja moneen
tilanteeseen sopiva paradigma.

Esim. virheellisen syoOtetietueen
paikantaminen.
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Edellisen perusteella voimme sanoa, etta
binaarihaun aikavaativuus on O(logn), kun n
on etsittavan taulukon alkioiden lkm.

Huom: Verifioinnissa riitti tarkastella
tarkistuspisteitten (eli varmistuspisteitten)
valisia siirtymia, kuten silmukan aloitusta,
yksittaista toistoa tai lopetusta. Vastaavasti
suoritusajan kertaluokka-arvioissa riittaa
tarkastella tarkistuspisteiden valisten
siirtymien lukumaaraa.

Miksi?

Koska kukin tarkistuspisteiden valinen
siirtyma tapahtuu suorittamalla jokin Kiintea
maara perusoperaatioita, sen aika on jokin t;.
Jos siirtymia on f(n) kappaletta ja ¢ on
yksittaisten siirtymien vaatimista ajoista
suurin, suoritusaika on enintaan

tf(n) = O(f(n))
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Huom Suoritusajan asymptoottinen
kertaluokka-arvio voi olla harhaanjohtava:

Esim. O(n)-algoritmi voi olla kdytannossa
tehokkaampi kuin O(logn)-algoritmi, mikali
kasiteltavien syotteiden koko on pieni ja
O-notaation katkemat vakiokertoimet ovat
logaritmisen algoritmin tapauksessa suuria.

Kaytannon algoritmien tehokkuus on siis hyva
tarkistaa myos toteuttamalla algoritmi ja
testaamalla sita. Naita asioita on esitelty
kurssilla Algoritmitekniikka.

Tehokkuuslausekkeiden vakiotekijat ovat
harvoin kovin suuria, joten asymptoottinen
kertaluokka antaa usein varsin hyvin kuvan
algoritmin tehokkuudesta.
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Silmukoiden vaativuusanalyysi
Sisakkaisten silmukoiden aikavaativuuden

kertaluokka maaraytyy vleensa siita, kuinka
monesti sisin silmukka suoritetaan:

for (i=1; i<=n; i++)

for (j=1; j<=m; j++)

Tallaisen kiintean silmukkarakenteen
aikavaativuus on suoraviivaisesti O(mn)
(= 0(n?), jos m = O(n)).
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Monimutkaisemmat silmukat johtavat usein
summalausekkeisiin. Tyypillinen tilanne:

for (i=1; i<=n; i++4)

for (j=1; j<i; j4++)

Sisemman silmukan runko suoritetaan

n—1

Y i=1424+ -+ (n—1) = n(n—-1)/2 = O(n?)
1 =1

kertaa.
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Rekursion suoritusaika-analyysi
Esim. Lomituslajittelu

MergeSort(ai,...,an):
if n=1 then return aq;
else
S1: I\/IergeSort(al,...,atn/zj);
S2:= MergeSort(a|,/o|+1,---,an);
return Merge(S1, S2);

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi
tilannetta, jossa n on kahden potenssi.

Yhden alkion mittaisen taulukon/listan
lajittelu vaatii vakioajan.
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Pitemman listan tapauksessa tehdaan ensin
vakiomaara tyota listan jakamiseksi ja sitten
kasitellaan rekursiivisesti kaksi puolta
pienempaa tapausta. Listojen lomittamisen
on helppo nahda vaativan yhdistetyn listan
pituuteen verrannollisen maaran tyota.

Saadaan rekursiivisen algoritmin suoritusajalle
tyypillinen palautuskaava eli rekurrenssi:

T(1) = 1
T(n) = 2T(n/2)+n+1

Palautuskaavojen ratkaisemiseksi on lukuisia
menetelmia. Emme kuitenkaan paneudu niihin
nyt.

Monesti algoritmin vaativuutta on helpompi
arvioida tarkastelemalla sen koodin rakenteen
sijasta sen toimintaa korkeammalta tasolta:
montako kertaa jokin asia tehdaan, monestiko

jotain tietorakennetta paivitetaan jne.
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Sovelletaan tata lahestymistapaa
lomituslajittelun analysointiin:

Tarkastellaan MergeSort-rutiinin kutsupuuta.
Jokaisessa kutsussa (puun kaaressa) listan
koko pienenee puoleen

~» puussa on logn (+ 1) tasoa.

Jokaisessa juuresta k£ kutsun paassa olevassa
solmussa tuotetaan lomittamalla

n/2F-solmuista tuloslistaa. Toisaalta k kutsun
paassa juurisolmusta on 2k solmua

~» jokaisella kutsupuun tasolla suoritettavien
Merge-rutiinien tulosten yhteispituus on n.

~» kokonaisaika on
O((logn+1)(1+n)) =O0O(nlogn).
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Keskimaaraisen tapauksen analysointi

Pessimistista pahimman tapauksen analyysin
tulosta hyodyllisempia olisivat usein tulokset,
jotka kertoisivat kuinka algoritmi toimii
"tyypillisesti” tai keskimaarin.

Esim. Perakkaishaun keskimaarainen
analysointi

Yksinkertainen perakkaishaku listasta vaatii

selvasti lineaarisen ajan: pahimmassa
tapauksessa lista on kaytava kokonaan lapi.

Toisaalta haettu arvo voi |oytya heti listan
alusta.
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Oletetaan, etta etsitty arvo loytyy listasta ja
kaikki listan jarjestykset ovat yhta
todennakoisia. Talloin etsitty arvo x voi olla
kussakin listan paikassa 1,...,n yhta suurella
todenndkdisyydella 1/n. Tarvittavien
vertailujen (eli suoritusajan) odotusarvo
(matematiikan kurssilta
Todenndkdisyyslaskenta I) on eri
vaihtoehtojen todennakoisyyksilla painotettu
summa

Z 1n(n + 1) n—+1
2 2
Siis kesklmaarm noin puolet listan alkioista
joudutaan tutkimaan, joten perakkaishaulle

MyO0s kKeskimaaraisen tapauksen vaativuus on
O(n).

Keskimaaraisen tapauksen analysointi on
usein huomattavasti hankalampaa kuin
pahimman tapauksen analysointi.
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Joillain algoritmeilla voidaan keskimaaraisen
tapauksen vaativuus osoittaa pahimman
tapauksen vaativuutta pienemmaksi.

Eras tarkea tallainen algoritmi on yksi
kaytannossa parhaista lajittelumenetelmista,
pikalajittelu (quicksort).

(Ilman virittelyad) pikalajittelun pahimman
tapauksen vaativuus on O(n?), mutta sen
keskimadarainen aikavaativuus on O(nlogn)
(ja vakiokertoimet ovat pienia).

Lisaksi on ns. amortisoitu analyysi, jolla
arvioidaan pahinta tapausta kun tyo jakautuu
epatasaisesti. Esimerkiksi hajatuksessa
(hashing) yksi operaatio voi vieda kauan —
johtaa taulun kasvattamiseen — mutta
nopeuttaa seuraavia operaatioita.
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Ongelman vaativuuden rajat

Onko algoritmiselle ongelmalle |0ydetty
ratkaisualgoritmi riittavan hyva?

Olisiko mahdollista lIoytaa asymptoottisesti
tehokkaampi ratkaisu, vai onko algoritmi
optimaalinen?

Kysymyksiin vastaamiseksi meidan on
arvioitava laskentaongelman vaativuutta:

Kuinka paljon aikaa (tai tilaa) ongelman P
tapausten ratkaiseminen vaatii syotteen koon
funktiona?

Loydetyn algoritmin A vaativuus muodostaa
vlarajan ratkaistavan ongelman vaativuudelle:

Ongelma P voidaan ratkaista tarvitsematta
ainakaan enemman resursseja mita algoritmi

A vaatii.
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Toisaalta saatamme pystya todistamaan
ongelman vaativuuden alarajoja:

Kaikki (tietyntyyppiset, esim. kiinnitettyihin
perusoperaatioihin perustuvat) ongelman P
ratkaiset algoritmit vaativat vahintaan tietyn
maaran aikaa tai tilaa.

Ks. Harel kuva 6.6.

Useimmat tunnetut alarajatodistukset
koskevat jotakin rajoitettua laskentamallia
jossa sallitaan vain tietyt perusoperaatiot
tietoalkioille tai kontrollivuolle.

104



Esim. Jarjestetysta taulukosta etsinnan
alaraja

Voimme osoittaa, etta binaarihaku on
optimaalinen menetelma arvon etsimiseen
jarjestetysta taulukosta:

Rajoitumme algoritmeihin, jotka kohdistavat
syoOtteisiin, etsittavaan arvoon ja taulukon
alkioihin, ainoastaan kahden operandin valisia
vertailuja <, <, =, > ja >. Eli alkion
rakennetta (esim. bittihahmoa) ei saa
kayttaa!l

Osoitamme, etta jokainen tallainen algoritmi
A suorittaa pahimmassa tapauksessa
vahintaan logo n vertailua:

Oletetaan, etta haettava arvo Y esiintyy
kasvavassa jarjestyksessa olevassa taulukossa
L[1...n].
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Algoritmin A suorituksia yhdella taulukolla L
ja eri arvoilla Y voi kuvata paatospuulla.

Ks. Harel kuva 6.7.

Paatospuun haarautumasolmut vastaavat
algoritmin tekemia syotearvoihin kohdistuvia
vertailuja, lehtisolmut algoritmin tuottamia
tuloksia.

Vertailujen valissa algoritmi voi suorittaa
jonon muita operaatioita.

Suoritukset haarautuvat kahteen
vaihtoehtoon kunkin vertailun tuloksen
perusteella (jos algoritmi ei tee turhia
vertailuja), joten paatospuu on bindaripuu.
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Yksittainen suoritus = polku juuresta lehteen.

Paatospuussa on oltava ainakin n lehtea:
algoritmin on |0ydettava Y jokaisesta
taulukon L[1...n] paikasta.

Binaaripuussa, jonka korkeus on h, on
enintdsn 2 lehted (helppo induktio)
~» n-lehtisen binaaripuun korkeus on
vahintaan logs n.

~» Jokin algoritmin A suoritus vaatii
vahintaan log> n vertailua.

~» Binaarihaku on asymptoottisesti

optimaalinen algoritmi etsintaan jarjestetysta
taulukosta.
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Vastaavalla paatospuuhun perustuvalla
argumentoinnilla voidaan osoittaa, etta
arvojen vertailuun perustuva n-alkioisen listan
tai taulukon lajittelu vaatii vahintaan
©(nlogn) vertailua.

~» Lomituslajittelu on eras lukuisista
asymptoottisesti optimaalisista
lajittelumenetelmista.

Muita esim. pika- (quick-) ja kekolajittelut
(heapsort).

Monille ongelmille tunnetaan tehokkaita
algoritmeja, joista 0osa on optimaalisia
(vaativuus vastaa ongelman vaativuuden
alarajaa).

Jatkossa naemme, etta lukuisten ongelmien
tarkka vaativuus on avoin: emme o0saa
ratkaista niita tehokkaasti, vaikka tehokkaan
ratkaisun olemassaolo on periaatteessa
mahdollista.
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5. Tyolaat ongelmat
(Harel luku 7)

"Eika tata asiaa saa hoidetuksi padivassa tai parissa’”
[Esra 10:13]

e Riittaako algoritmien tehokkuus kaikkien
laskentaongelmien ratkaisemiseen?
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Esim. Hanoin tornien ratkaisemisen tyolays

Montako siirtoa Move(N,X,Y,Z)-proseduuri
tulostaa?

Tarkastellaan suorituksen Move(N,X,Y,Z)
kutsupuuta.

Puun jokaisessa solmussa tulostetaan yksi
siirto. Paljonko solmuja on?

Lasketaan solmut kussakin syvyydessa.

(Solmun syvyys puussa on juuresta siihen
johtavan polun pituus.)
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Syvyydessa 0 on vain juuri Move(N,A,B,QC).

Syvyydessa 1 on 2 solmua (Move(N-1,A,C,B)
ja Move(N-1,C,B,A).

Lehtitasolla, syvyydessid N — 1, on 2V—1
solmua.

~s» yhteensd 1 +2+ ... 4+ 2N-1 —oN _4
solmua.

Moves-algoritmin aikavaativuus on
eksponentiaalinen!
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Jos esim. sekunnissa voidaan suorittaa
miljoona Moves-kutsua, 64 kiekon ongelman
siirtojen laskenta vie yli puoli miljoonaa
vuotta!

Algoritmin eksponentiaalisuus on
vaistamaton, silla sen tulosteen pituus on
eksponentiaalinen.

Ongelman ratkaisu voi vaatia
eksponentiaalisen ajan, vaikka tuloste olisikin
lyhyt, esim. " kylla" /" ei”

(Ns. paatosongelmat.)
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Esim. " Apinapalapeli”

Jarjestettava n = m X m nelionmuotoista
korttia m-sivuiseksi nelioksi s.e. korttien
varilliset kuviot osuvat kohdakkain.

Ks. Harel kuva 7.1.

Oletetaan, etta kortteja ei saa pyorittaa
(niissa on vaikka taustana maisemakuva, joka

Kiinnittaa niiden ylds-alas-suunnan).

Apinapalapelin paatdosongelma: Voidaanko
kortit jarjestaa halutulla tavalla?
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Suoraviivainen ratkaisu:

Generoi kaikki mahdolliset jarjestykset (esim.
riveittain alkaen alueen vasemmasta
ylakulmasta). Ilmoita " kylla", jos 10ytyy
jarjestys, jossa kaikkien vierekkaisten korttien
reunat sopivat toisiinsa. Muuten ilmoita "ei" .

Pahimmassa tapauksessa kaytava kaikki n!
jarjestysta lapi.

Esim. 5 x 5-palapelin tapauksessa jarjestyksia
on 25! = 1*¥2% ... * 25 ~ 15 % 1024, Jos
tarkastetaan sekunnissa miljoona jarjestysta,
aikaa menee vli 491 * 1012 vuotta!

Apinapeliongelmaan (ja satoihin
samankaltaisiin) ei tunneta pahimmassa
tapauksessa oleellisesti tehokkaammin
toimivaa ratkaisua.
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Polynominen vs. yvlipolynominen aika

Algoritmisen tehokkuuden vedenjakajana
pidetaan sita, onko algoritminen ongelma

e ratkaistavissa polynomisella algoritmilla,
ajassa O(n*) jollain kiinteslld k, vai

e vaatiiko sen ratkaiseminen (pahimmassa
tapauksessa) eksponentiaalisen maaran (7,
c > 1, tai enemman) aikaa tai tilaa.

Ongelmia, joille on olemassa polynomisessa
ajassa toimiva ratkaisualgoritmi, sanotaan
kaytannossa ratkeaviksi (tractable).

Ongelmia, joille on olemassa vain
eksponentiaalisen ajan vaativia
ratkaisualgoritmeja, sanotaan tyolaiksi
(intractable).
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Polynomisuuteen /ylipolynomisuuteen
perustuva jako erottaa kaytannossa
kayttokelpoiset ja kayttokelvottomat
algoritmit selvasti, vaikka teoriassa
polynomisen algoritmin vaativuus voisi olla
esim. O(n1000),

Ks. Harel kuva 7.4.

Tarkastelujen perusteella algoritmiset
ongelmat voidaan siis jakaa kahteen luokkaan:
tyolaisiin ja kaytannossa ratkeaviin.

Ks. Harel kuva 7.6.

Valiin jaa rajavyohyke jonka ongelmille
tunnetaan vain eksponentiaalinen algoritmi
vaikka polynominenkin voi olla olemassa (ja
odottaa loytajaansa).
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NP-taydelliset ongelmat

Kukaan ei ole osannut todistaa vlipolynomista
alarajaa apinapalapelin vaativuudelle.

Toisaalta yhtaan polynomista
ratkaisualgoritmia ei tunneta.

Muita vastaavia NP-taydellisia ongelmia
tunnetaan satoja, useilta eri aloilta (mm.
verkkoteoria, suunnittelu ja skedulointi, pelit,
logiikka, ohjelmien optimointi).

Useat NP-taydelliset ongelmat ovat
kaytannossa esiintyvia keskeisia ongelmia.

Tutustutaan muutamiin tyypillisiin
NP-taydellisiin ongelmiin.
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Kauppamatkustajan ongelma
(TSP, travelling salesman problem)

Annettuna painotettu verkko
(" kaupungit ja niiden valiset etdisyydet”).

Mika on kokonaispituudeltaan lyhin reitti,
joka kay kertaalleen kussakin kaupungissa
(eli lyhin ns. Hamiltonin keha)?

Vastaava paatosongelma: annettuna verkon
lisaksi maksimipituus K, onko verkossa
kauppamatkustajan reittia pituudeltaan < K7

Harel kuva 7.9.

Huom: Kauppamatkustajan ongelma ei ole
"leikkiongelma'” — tarkea mm.
piirisuunnittelussa
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Kauppamatkustajan paatosongelma voidaan
ratkaista suoraviivaisesti kuten apinapalapeli:
Generoi kaikki N! kaupunkien jarjestysta ja
tarkasta kustakin, muodostaako se kehan,
jonka pituus < K.

Kuten apinapalapelin tapauksessa,
pahimmassa tapauksessa toivotonta esim.
kun N > 25.

Kauppamatkustajan ongelmalle laheista sukua
on toinen NP-taydellinen ongelma,
Hamiltonin polku -ongelma:

Onko annetussa verkossa polkua, joka kulkee
tasmalleen kerran kunkin solmun kautta?

Ks. Harel kuva 7.10.

Pinnallisesti samankaltaisen ongelmien

vaativuus voi kuitenkin erota huomattavasti:
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Eulerin polku -ongelmassa kysytaan, onko
annetussa verkossa polkua, joka kulkee
tasmalleen kerran jokaista verkon kaarta
pitkin.

Ks. Harel kuva 7.11.

Voisi vaikuttaa, etta tamankin ongelman
ratkaisemiseksi pitaisi pahimmillaan
tarkastella kaikkia mahdollisia polkuja.

Kuitenkin voidaan osoittaa, etta verkossa G
on Eulerin polku (Euler 1736) tasmalleen
silloin, kun

(1) G on yhtendinen ja

(2) jokaisesta solmusta (mahdollisesti
lukuunottamatta polun alkua ja loppua)
lahtee parillinen maara kaaria.

~» Eulerin polku -ongelma on ratkaistavissa
tehokkaasti (ajassa O(|E|), missa |E| on
verkon kaarien lukumaara).
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Lauselogiikan toteutuvuusongelma

Kenties keskeisin NP-taydellinen ongelma
liittyy vksinkertaisten loogisten kaavojen
toteutuvuuteen.

NP-taydellisyyden kasite maariteltiin

vuonna 1971 juuri taman ongelman kautta
Stephen Cookin artikkelissa " The Complexity
of Theorem Proving Procedures” joka jatkoi
loogikko Kurt Godelin (valilla unohdettua)
tyota.

Samalla nahdaan yksinkertainen esimerkki
kalvoilla 64—66 mainitusta loogisesta Kielesta
Muoto- ja merkitysoppeineen.
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Lauselogiikan formaalikieli koostuu
muuttujasymboleista X = {X;:i € N} ja
induktiivisista kaavanmuodostussaannoista:

Perustapaus: Jokainen muuttujasymboli on
kaava.

Konjunktio: Jos A ja B ovat kaavoja, niin
myos (A A B) on kaava.

Disjunktio: Jos A ja B ovat kaavoja, niin
myos (AV B) on kaava.

Negaatio: Jos A on kaava, niin myos —A on
kaava.

Implikaatio: Jos A ja B ovat kaavoja, niin
myos (A — B) on kaava.
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Merkitys annetaan
totuusarvojakeluilla f: X — {tosi, epatosi}
jotka vleistyvat induktiolla:

e f(ANB) on tosi jos ja vain jos seka f(A)
etta f(B) ovat tosia.

e f(AV B) on tosi jos ja vain jos edes
toinen arvoista f(A) tai f(B) on tosi.

e f(—A) on tosi jos ja vain jos f(A) on
epatosi.

e f(A— B) on epatosi jos ja vain jos f(A)
on tosi vaikka f(B) on epatosi.

(Ns. materiaalinen implikaatio, ei aina
sama kuin semanttinen
Ssyy-seuraus-suhde.)
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Toteutuvuusongelmassa (satisfiability,
SAT) kysytaan, onko annettu lauselogiikan
kaava toteutuva, s.o, tuleeko se todeksi
jollain totuusarvojakelulla.

Esim.
—(E — F)AN(FV (D — —F))

on toteutuva sijoituksella
{F := tosi, F' := epatosi, D := epatosi}.
Toisaalta

-((DANE) —- F)AN(FV (D — —F))

ei ole toteutuva. (Miksi?)

Jos kaavassa on n muuttujaa, sen
toteutuvuus on suoraviivaista tarkastaa
tutkimalla mahdolliset 2™ totuusarvosijoitusta.

Toisaalta pahimmassa tapauksessa oleellisesti
tehokkaampaa menetelmaa ei tunneta.
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Useat NP-taydelliset ongelmat liittyvat
skedulointiin tai sovittamiseen:

Esim. lukujarjestyksen laatiminen
~ NsS. kolmiulotteinen paritus.

NP-taydellisten ongelmien tyypillisia piirteita:

e Osaongelmien ratkaisemiseksi tehtava
valintoja, jotka estavat muita
jatkovalintoja

~» ahne lahestymistapa ei toimi.

e Osaongelmia on ylipolynominen maara,
esim. kaikki jarjestykset (n!) tai kaikki
osajoukot (2")
~» dynaaminen ohjelmointi (osaongelmien
ratkaisujen tallettaminen) ei toimi.

e Ei tunneta keinoja karsia osaongelmia
etukateen tutkimatta niita.

125



NP-taydellisen ongelman ratkeavilla (" kylla"-)
tapauksilla on kuitenkin yksinkertainen
(polynomisen tai usein lineaarisen kokoinen)
todiste, josta on helppo vakuuttua ogelman
tapauksen ratkeavuudesta.

Esimerkkeja todisteista: apinakorttien
jarjestys, polku, totuusarvosijoitus.

Todisteen tarkastamisen helppous tarkoittaa,
etta se on tehtavissa polynomisessa ajassa.

A onkin NP-ongelma jos ja vain jos on
polynomi p ja polynominen algoritmi B joilla
kysymys ""onko tapauksella x ongelman A
vastaus kylla” voidaan kaantaa kysymykseksi
"onko olemassa jokin y kokoa p(z:n koko)
jolla B(x,y) = kylla" .
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Luokka NP

NP-taydelliset ongelmat ovat tehokkaasti
(s.0. polynomisessa ajassa) ratkaistavissa
epadeterministisilla algoritmeilla.

Epadeterministisilla algoritmeilla on
kaytossaan (hypoteettinen) perusoperaatio
choose A or B, joka valitsee kaskyista A ja B
suoritettavaksi sen " oikean’” joka aikanaan
johtaa lopputulokseen kylla (jos mahdollista).

Sen avulla algoritmi voi tehda suorituksen
onnistumisen kannalta parhaita mahdollisia
ratkaisuja

mutta

se tarvitsee " kokonaisnakemysta” laskennan
tulevaisuudesta joten se ei enaa olekaan
paikallinen vain algoritmin nykytilan
Mmaaraama konekasky!
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Eraita tapoja ymmartaa choose:

Onnenlantti jota heitettaessa saadaan aina
oikea vastaus (jos sellainen on).

(Oikean valinnan n vaihtoehdon joukosta
voi tehda heittamalla lanttia logn kertaa.)

Jakaudutaan laskennassa A- ja B-haaroihin,
jotka etenevat toisistaan riippumatta ('eri
prosesseina’” ) ja riittaa, etta jokin haara
huutaa " kyllal”

(Saadaan epddeterministisen laskentapuun
kasite.)

Etsitaan rekursiivisesti vaihtoehdot A ja B
mutta suoritusajassa laskutetaan vain siita
vaihtoehdosta joka vastaa " kylla" .

(Vertaa todiste-ajatus.)
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NP-taydelliset ongelmat voidaan ratkaista
epadeterministisilla algoritmeilla seuraavalla
periaatteella:

1. Generoi epadeterministisesti todiste
ongelman tapauksen ratkeamisesta;

2. Tarkista, osoittaako todiste tapauksen
ratkeavan; jos kylla, palauta "vyes’, muuten
palauta ”

no .

Todisteen pituus polynominen ja se voidaan
tarkastaa polynomisessa ajassa ~ kumpikin
askel voidaan suorittaa polynomisessa ajassa.

(Polynomi ¢ polynomista p(n), g(p(n)), on
polynomi. Esim
5(3n3 4+ 15n)° 4+ 20(3n3 4 15n)2.)
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Esim. toteutuvuusongelma voidaan y.o.
periaatteella ratkaista epadeterministisesti
polynomisessa (itse asiassa jopa lineaarisessa
ajassa):

1. Generoi epadeterministisesti
totuusarvosijoitus annetun kaavan F
muuttujille.

2. Sovella sijoitusta kaavan F' muuttujiin ja
tarkista onko tulos tosi.
Jos on, tulosta "yes”, muuten tulosta

no .

Epadeterministisella polynomisessa ajassa
toimivalla algoritmilla ratkaistavat ongelmat
muodostavat ongelmaluokan NP.

Merkitsemme esim. SAT &€ NP.
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NP-taydellisten ongelmien "’ taydellisyys”

Luokassa NP on (luultavasti)* muitakin
ogelmia kuin NP-taydelliset ongelmat.

NP-taydelliset ongelmat ovat sikali erittain
mielenkiintoisia, etta

1. ne ovat tyolaydeltaan ekvivalentteja: joko
kaikki tyolaita tai kaikki polynomisessa ajassa
ratkeavia

2. ne ovat tyolaimpia luokan NP-ongelmista
(" taydellisia” ): jos yksikin NP-taydellinen
ongelma on ratkaistavissa deterministisella
(s.0. "normaalilla”) polynomisessa ajassa
toimivalla algoritmilla, niin kaikki luokan NP
ongelmat ovat kaytannossa ratkeavia.

*Vaativuusteoriassa on lukuisia konjektuureja, joita ei
ole pystytty todistamaan. Asioita tarkastellaan perus-
teellisemmin erityisesti kurssilla Laskennan vaativuus-
teoria.
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Edellisiin ominaisuuksiin liittyy
vaativuusteorian tunnetuin ja keskeisin avoin
ongelma: Pateek0 P = NP, missa P on
polynomisessa ajassa deterministisesti
ratkeavien ongelmien luokka. Emme tieda,
onko maaginen epadeterminismi
valttamatonta luokan NP ongelmien
tehokkaaseen ratkaisemiseen. Yleisesti
uskotaan, etta P£ENP.

Kuinka kaikkia luokan NP ongelmia koskevia
vaitteita (2. ylld) voidaan todistaa?

Cook osoitti v. 1971 SAT-ongelman
NP-taydellisyyden: Jos SAT osataan ratkaista
deterministisesti polynomisessa ajassa, niin
jokainen luokan NP ongelma osataan ratkaista
deterministisesti polynomisessa ajassa.

Sen jalkeen muita ongelmia on osoitettu
NP-taydellisiksi kayttaen polynomista
palautusta.
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Ongelmien palauttaminen toisiin(sa)

Miten kahden ongelman A ja B vaikeutta
voidaan vertailla?

Jos molempien tarkka vaativuus tunnetaan,
niin helppoa.

Mutta enta jos ei tunneta (kuten juuri
NP-ongelmille)?

Yleinen periaate: palautetaan ongelman A
ratkaiseminen toisen ongelman B
ratkaisemiseen, ja paatellaan siita ettei A ole
ainakaan vaikeampi kuin B.

Toisin sanoen, oletetaan etta B osattaisiin
ratkaista, ja osoitetaan etta silloin myos A
osattaisiin ratkaista " pienella lisatyolla” .

Lisatyota sallitaan vahemman kKuin ongelmien
oletettu vaikeustaso.
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Esimerkiksi ongelmat

A "Onko elamalla tarkoitus?” ja
B = "Onko Jumala olemassa?’

ovat sellaisia, joiden ratkaisemisen vaikeutta
emme tunne.

Mutta ongelma A voidaan palauttaa
ongelmaksi B jarkeilemalla " Jos Jumala olisi
olemassa, niin Han ei olisi luonut elamaa vain
huvin vuoksi, joten silloin elamalla olisi
tarkoitus.”

Siis A ei ole ainakaan vaikeampi kuin B.

Toisaalta voisi myos jarkeilla etta " jos
elamalla olisi tarkoitus, niin jonkin on pitanyt
se tarkoitus asettaa’.

Silloin ongelma B vuorostaan palautuisi
ongelmaksi A, eli ne olisivat yhta vaikeita.

(Lisavaivaa ei kaytetty liikaa, koska jarkeilyn
suoritti ihminen. . .)
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Polynomiset palautukset

Algoritmisen ongelman A palautuksella
ongelmaan B tarkoitetaan konstruktioa, joka
osoittaa, etta A on ratkaistavissa kayttamalla
apuna B:n ratkaisevaa algoritmia, mikali
sellainen on olemassa.

Polynominen palautus paatosongelmasta A
paatosongelmaan B on polynomisessa ajassa
laskettava muunnos f(), jolla sydte x on
ongelman A " kylla"-tapaus joss f(x) on
ongelman B " kylla" -tapaus.

Polynominen palautus ongelmasta A
ongelmaan B tarkoittaa, etta A on
ratkaistavissa polynomisessa ajassa mikali B
on.

Tarkastellaan esimerkiksi Hamiltonin polku
-ongelman palauttamista kauppamatkustajan
ongelmaan.
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Olkoon verkko G kasiteltava Hamiltonin polku
-ongelman tapaus; ratkaistavana siis, onko
verkossa jokaisen solmun kautta tasmalleen
kerran kulkevaa polkua.

Muutetaan G painotetuksi verkoksi G/, jossa
on kaari kaikkien verkon solmuparien valilla;
jos kaari kuuluu alkuperaiseen verkkoon G,
sen paino verkossa G’ on 1, muuten sen paino
on 2.

Ks. Harel kuva 7.12.

Muunnos voidaan ('selvasti”) tehda
polynomisessa ajassa.

Muunnos on palautus ongelmien valilla:
Olkoon n solmujen lkm verkossa (. Verkossa
G on Hamiltonin polku joss verkossa G’ on
kauppamatkustajan reitti, jonka pituus on
enintaan n + 1.
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Mikali T'S P-ongelmalla olisi tai sille Il0ydetaan
polynomisessa ajassa toimiva algoritmi,
palautus ja k.o. algoritmi yhdessa
muodostavat Hamiltonin polku -ongelman
polynomisessa ajassa ratkaisevan algoritmin.

Ks. Harel kuva 7.13.

Monet ongelmien valiset palautukset ovat
monimutkaisempia kuin edellinen, mutta
niiden periaate on sama.
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Yhteenvetona: Tekniselta kannalta ongelma
A on NP-taydellinen, jos

1. A kuuluu luokkaan NP eli on ratkaistavissa
epadeterministisella polynomisessa ajassa
toimivalla algoritmilla, ja

2. jokaisen luokan NP ongelman
ratkaiseminen voidaan palauttaa
polynomisessa ajassa ongelman A
ratkaisemiseen.

Jalkimmaisesta ominaisuudesta sanotaan,
etta A on NP-kova (NP-hard).

NP-kovuus osoitetaan vleensa palautuksella
jostain aiemmin NP-tdydelliseksi (eli -kovaksi)
tiedetysta ongelmasta.
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NP-taydellisten ongelmien approksimointi

Useat NP-taydelliset paatdsongelmat (esim.
TSP) ovat kylla/ei-versioita
kombinatorisista optimointiongelmista.

Optimointiongelmat eivat ole niita vastaavia
paatosongelmia helpompia, joten niitakin
kutsutaan NP-taydellisiksi.

NP-taydellisten optimointiongelmien tarkkoja
ratkaisuja pyritaan approksimoimaan.

Esim. Geometrinen TSP.

Piirisuunnittelussa esiintyva ongelma:
Annettuna n pistetta tasossa, mika on lyhin
kunkin pisteen kautta kertaalleen kulkeva
keha? (Jokaisen pisteparin valilla mahdollinen
yhteys, jonka pituus normaali geometrinen
etaisyys.)
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Ongelma voidaan osoittaa NP-taydelliseksi.

Polynomisessa ajassa voidaan (ns.
Christofidesin algoritmilla) I0ytda keha, joka
on enintaan 50% optimaalista pidempi

Enintaan 2 x optimaalisen pituinen keha C
voidaan loytaa seuraavalla periaatteella:

1. Muodosta annetun verkon pienin virittava
puu 7.

2. Muodosta polku P kulkemalla kukin
puun 7' kaari kahdesti.

3. Muuta polku P Hamiltonin kehaksi C
oikaisemalla jo vierailtujen solmujen ohi.
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Approksimoidun kehan pituus voidaan
arvioida seuraavasti:

Jos C* on lyhin mahdollinen Hamiltonin keha3,
virittavan puun T kokonaispituus L(T) on
enintaan sen kokonaispituus L(C™*): T on
halvin tapa yhdistaa kaikki solmut puuksi,
kukin (C* — yksi kaari) taas jokin tapa
vhdistaa ne poluksi.

Polun P pituus on 2L(T), ja koska polun P
oikaiseminen kehaksi C' ei voi pidentaa polkua,

L(C) < L(P) = 2L(T) < 2L(C")

Talla periaatteella 10ydetyn Hamiltonin kehan
C' pituus on siis enintaan kaksi kertaa
lyvhimman Hamiltonin kehan C* pituus.
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Todistettavasti tyolaat ongelmat

NP-taydellisten ongelmien tasmallinen
vaativuus on avoin ongelma, vaikka niiden
uskotaan melko yleisesti olevan aidosti
tyolaita.

Muita ongelmia on pystytty todistamaan
tyolaiksi osoittamalla niilla olevan
eksponentiaalisia aikavaativuuden alarajoja.

Tallaisia esimerkiksi yleistetyt (NxN-laudalla
pelattavat) lautapelit kuten shakki, tammi ja
Go.

Myos ohjelmien verifiointiin liittyva
dynaaminen lauselogiikka (PDL, propositional
dynamic logic).
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Ongelmien vaativuusluokat

Ongelmat, jotka ovat ratkaistavissa
deterministisesti tai epadeterministesti
polynomisessa ajassa seka NP-taydelliset
ongelmat muodostavat vastaavat
ongelmaluokat P (joskus PTIME), NP
(joskus NPTIME) ja NPC.

Ongelmaluokkien valisten suhteiden
selvittaminen muodostaa aktiivisen
laskennan vaativuusteorian tutkimuskentan.

Tarkastelemalla logaritmisella (LOG),
polynomisella (P) tai eksponentiaalisella
(EXP) maaralla aika- (TIME) tai
tilaresursseja (SPACE) ratkaistavissa olevia
ongelmia saadaan erilaisia ongelmien
vaativuusluokkia. Epadeterminismin salliminen
(N) saattaa lisdaksi muuttaa annetuilla
resursseilla ratkaistavissa olevien ongelmien
joukkoa.
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Vaativuusluokkien yleisia suhteita tiedetaan,
mutta monet kysymykset ovat avoimia.

Ks. Harel kuva 7.15.

Esimerkiksi on varsin selvaa, etta sallimalla
epadeterminismi polynomisessa ajassa
ratkeavien ongelmien joukko ei ainakaan
suppene, ja etta polynomisessa ajassa
ratkaistavat ongelmat eivat voi vaatia
vlipolynomista muistitilaa. Vaativuusluokkien
suhteina ilmaistuna

PTIME C NPTIME C PSPACE.

Kuitenkaan ei tiedeta, onko jompikumpi tai
kumpikaan y.o. sisaltyvyyksista aito.
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Kalvolla 126 esiteltiin NP todisteiden avulla:
A € NP jos ja vain jos on B € P ja polynomi p
siten, etta

x € A < 3 bittijono y. |y| < p(|z|) A {x,y) € B.

Negaatio eli komplementti synnyttaa luokan
co-NP: A € co-NP jos ja vain jos on B € P ja
polynomi p siten, etta

z€A & -y lyl <p(z|) A(z,y) € B

& Vy. lyl < p(lz]) — {(z,y) € B
BeP

Operaatio "on polynominen todiste” ja
komplementointi synnyttavat polynomisen
hierarkian luokkien P ja PSPACE
valimaastoon.
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Esimerkiksi

3z. |z| < q(Jz|) AVy. ly| < p(Jz]) — (x,y,2) € B
antaa ongelman joka on taman hierarkian
toisen tason positiivisella puolella Zg:

e Taso 0 on Pzzgzl‘lg.

e Tason n + 1 positiivinen puoli ZfH_l
saadaan edellisen tason n negatiivisesta
puolesta MY lisaamalla uusi polynominen
todiste. Siis NP = 4.

e Tason n + 1 negatiivinen puoli I‘Ig’;_l_1
saadaan saman tason n + 1 positiivisesta
puolesta Zfﬂ_l komplementoimalla. Siis
co-NP =Ny

Kiinnostava esimerkiksi peleissa: " minulla on
siirto, jonka jalkeen kaikilla sinun siirroillasi
mina olen voittanut’ .
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Vaativuusluokkien maarittelyt ja niita
koskevat tulokset (esim. Cookin teoreema)
perustuvat algoritmien mahdollisimman
vksinkertaisiin perusmalleihin, erityisesti ns.
Turingin koneisiin. Tutustumme naihin
myohemmin.

NP-taydellisia ongelmia ei siis osata ratkaista
tehokkaasti, ja

todistettavasti vaativia ongelmia ei pystyta
ratkaisemaan tehokkaasti.

Seuraavaksi kohtaamme hyvin maariteltyja
algoritmisia ongelmia, joita ei pystyta lainkaan
ratkaisemaan, vaikka resursseja olisi kaytossa
mielivaltaisesti.
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6. Ratkeamattomat ongelmat

(Harel luku 8)

"tama tyd on sinulle liian raskas” [2. Moos. 18:18]

e On myOs ongelmia, joita ei lainkaan pystyta
ratkaisemaan algoritmisesti!

Algoritmista rakeamattomuutta kasitellaan
perusteellisemmin matematiikassa

L askettavuuden teorian tai Rekursioteorian
nimikkeella.
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Suoraviivaisella laskenta-argumentilla voi
nahda, etta kaikilla laskentaongelmilla ei ole
ratkaisualgoritmia:

Tarkastellaan paatosongelmia.

Sekd syOtteet etta ohjelmat (algoritmit)
voidaan pohjimmiltaan esittaa binaarijonoina.

Algoritmeja/ohjelmia ja syotteita on siten
numeroituvasti (" yhta paljon kuin luonnollisia
lukuja').

Paatosongelmat ovat syotejonojoukkojen
osajoukkoja

{x € {0,1}" | z on ongelman " yes-tapaus}.
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Erilaisia paatdosongelmia on siten
yvlinumeroituvasti (" yhta paljon kuin
reaalilukuja™).

Siis kaikilla paatosongelmilla ei voi olla
ratkaisualgoritmia (vaikkei aika- tai
tilaresursseja rajoitettaisi lainkaan).

Onko ihmisen ongelmanratkaisukyky
rajallinen?

Onko ihminen algoritmi tai joukko
algoritmeja?

Ainakin ihmisen aika- ja muistiresurssit ovat
kovin rajalliset!
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Sama paattely " graafisesti’:

LLaaditaan aareton taulukko

syote 1 syote 2 syoOte 3

ohjelma 1 + + —
ohjelma 2 — F -+

ohjelma 3 -+ -+ F
Kaannetaan merkit sen diagonaalilla ympari.

LoytyykO tama kaannetty diagonaali taulukon
miltaan rivilta r?

Ei, koska rivin r syote r oli myos kaannetty!
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Algoritmisesti ratkeamattomia ongelmia siis
on valttamatta olemassa.

Ratkeamattomat ongelmat eivat pelkastaan
teoreettisia kuriositeetteja, vaan o0sa myos
kaytannossa relevantteja.

Tutustutaan muutamiin ratkeamattomiin
ongelmiin.

Tason kaakelointi
LLaajennus apinapalapeliongelmasta.

Annettuna joukko (kiintedsti suunnattuja, s.o.
ei pyoOriteltavia) kaakelilaattojen malleja.

Kaakeleissa kukin lavistajien erottamista
neljasta alueesta jonkin varinen (tai yhta
hyvin varillinen apinan puolikas, kuten
aiemmin).

Harel kuvat 8.1 ja 8.2.
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Voiko annetun tyyppisilla laatoilla peittaa
minka tahansa aarellisen alueen siten, etta
toisiaan koskettavien reunojen vari on sama??

Kaakelointiongelma (monine variaatioineen)
on algoritmisesti ratkeamaton
(noncomputable, undecidable):

Sen ratkaisevaa algoritmia ei ole (eika
voikaan olla olemassa).

Palaamme kaakelointiongelmaan Turingin
koneiden yhteydessa.

Kuvamme algoritmisten ongelmien kentasta
on laajentunut, ks. Harel kuva 8.3.
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Rajoittamattomuus ja ratkeamattomuus

Ratkeamattoman ongelman
ratkaisemisyritykset edellyttavat
rajoittamattoman monien tapausten
tutkimista: jos tapauksia olisi rajoitettu
maara, ratkaisualgoritmi voisi tutkia ne
aarellisessa ajassa.

Toisaalta rajoittamattomuudesta ei
valttamatta seuraa ratkeamattomuus.

Esim. Dominopolkuongelma.

Annettuna joukko kaakelityyppeja ja kaksi
tason pistetta V ja W, voidaanko muodostaa
V:sta W:hen "dominopolku', jossa
perakkaisten laattojen toisiaan koskettavat
reunat samanvariset?

Ks. Harel, kuva 8.4.
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Jos kaytettavissa aarellinen alue, ongelma on
selvasti ratkeava. (Miksi?)

Voidaan osoittaa, etta ongelma on
ratkeamaton, jos kaytettavissa on puolikas
taso, mutta ratkeava, jos "dominopolku” saa
kayttaa hyvakseen koko tasoa!
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Kontekstittomien kielten ekvivalenssi

Ohjelmointikielten syntaksi eli muotosaannot
maaritellaan usein kontekstittomilla
Kieliopeilla (tai jollain niiden variaatioilla)

Esim.

Statement — if ( Expr ) Statement
| while ( Expr ) Statement

Expr — ( Expr )
| Expr BinOp Expr

Annettuna kaksi kontekstitonta kielioppia,
kuvaavatko ne saman kielen?

Ongelma on algoritmisesti ratkeamaton.
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Pysahtymisongelma

Pysahtyykd annettu algoritmi/ohjelma
annetulla syotteella?

Keskeisin ratkeamaton ongelma — monien
muiden ongelmien ratkeamattomuus palautuu
pysahtymisongelman ratkeamattomuuteen.

Joskus terminoivuus on helppo nahda:
Esim. Algoritmi A:
(1) while X#1 do X:= X-2;

Pysahtyy jos ja vain joss syote X on pariton
positiivinen kokonaisluku.

Toisinaan erittain vaikeaa:
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Esim. Algoritmi B:

(1) while X#1 do
(1.1) If X parillinen then X:= X/2;
(1.2) else X:= 3*X+1;

endwhile

Algoritmi B paattyy kaikilla positiivisilla
kokonaisluvuilla X, joilla sita on kokeiltu.

Kukaan ei ole pystynyt todistamaan sen
paattymista kaikilla pos. kokonaisluvuilla X.

Osoitetaan seuraavaksi, etta yleinen
pysahtymisongelma on algoritmisesti
ratkeamaton.
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Tyypilliseen tapaan jonkin asian
mahdottomuus osoitetaan epasuorasti,
osoittamalla etta asian mahdollisuudesta
seuraa looginen ristiriita.

Tehdaan vastaoletus:
On olemassa algoritmi Pysahtyy(R,X), joka

e Saa syoOtteenaan algoritmin R ja sen
syotteen X

e palauttaa arvon true, jos R(X) pysahtyy,
ja muuten arvon false.
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Muodostetaan algoritmi S(W):
If Pysahtyy(W,W) then while true do
{ /* ei mitdan, pysytddn silmukassa! */ }
return false;
Paattyyko evaluointi S(S)?
S(S) pysahtyy tasmalleen, kun
Pysahtyy(S,S)=false, eli kun
S(S) ei pysdahdy!
Ristiriita ~ vastaoletus oli vaara.
Algoritmia Pysahtyy(R,X) ei voi olla

olemassa.
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Pysahtymisongelman vaihtoehtoinen
ratkeamattomuustodistus: Cantorin
diagonalisointiargumentti, ks. kalvo 151 tai
Harel sivut 210—211.

Ongelman Q NP-kovuus osoitetaan
polynomisella palautuksella jostain toisesta
NP-kovasta ongelmasta P. (Palautus
osoittaa, etta jos Q) osattaisiin ratkaista
polynomisessa ajassa, niin sama patisi myos
ongelmaan P.)

Vastaavasti ongelman Q ratkeamattomuus
osoitetaan rajoittamattomalla algoritmisella
palautuksella jostain ratkeamattomaksi
tiedetysta ongelmasta P

(usein juuri pysahtymisongelmasta).
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‘T assa palautus perustuu oletukseen, etta
meilla olisi (hypoteettinen) ongelman Q
ratkaiseva algoritmi AQ, jota voisi kayttaa ns.
oraakkelina eli aliohjelmana, joka muodostaa
osan ongelman P ratkaisevasta algoritmista.

(Polynominen palautushan oli kaannos
kielesta toiseen, ei aliohjelma jota voi kutsua
useasti ja jonka jalkeen voi jatkaa edelleen
padohjelmassa.)

Ongelmalle P hahmotellaan ratkaisualgoritmi
kayttaen algoritmia AQ aliohjelmana.

Jos P on ratkeamaton, ylla hahmoteltu
konstruktio osoittaa, etta myoskaan
ongelmalla @ ei voi olla ratkaisualgoritmia Ag.
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Verifiointiongelman ratkamattomuus

Aiemmin vaitimme, etta algoritmien
verifiointiongelma on ratkeamaton.

Perustellaan asia palautuksella
pysahtymisongelmasta:

Vastaoletus: On olemassa algoritmi
(oraakkeli) A, joka saa syodtteena ongelman
spesifikaation P ja ohjelman R. Suoritus
A(P,R) paattyy, ja sen paluuarvo on tosi joss
R on spesifikaafion P mukainen taysin
oikeellinen ohjelma.

Nyt pysahtymisongelman tapaus (R, X)

voidaan ratkaista verifiointioraakkelin A
avulla:
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(1) C:= A("Input=X; Output=anything”, R);
(2) if C = true return "R(X) pysahtyy";
(3) else return "R(X) ei pysahdy";

Rivilla (1) kaytetty spesifikaatio ei vaadi
osittain oikeellisuudelta mitaan, joten
oraakkeli A vain tarkistaa, pysahtyyko R
syOtteella X.

Koska pysahtymisongelma on ratkeamaton,
yllaoleva " algoritmi’” on mahdoton.

~» verifiointiongelmalla ei ole
ratkaisualgoritmia.
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Osittain ratkeavat ongelmat

Pysahtymisongelma ei tunnu taysin
ratkeamattomalta: Annettua algoritmia R
voidaan simuloida annetulla syotteella X ja
katsoa, pysahtyyko se. Jos suoritus paattyy,
vastaus on " kylla" .

Ongelmallista on tietaa, kannattaako
simulointia viela jatkaa vai onko ohjelma R
esim. ikuisessa silmukassa.

Pysahtymisogelman " kylla" -tapauksilla on siis
aarellinen ja aarellisessa ajassa tarkastettava
todiste (certificate), nimittain paattyvan
suorituksen jaljitys.

Ongelmat, joiden " kylla-tapauksilla on
tallainen todiste, ovat osittain ratkeavia
(partially decidable).*

*Rekursioteoriassa tallaisia ongelmia kutsutaan rekur-
siivisesti lueteltaviksi (recursively enumerable).
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Osittain ratkeavat ongelmat voidaa osoittaa
laskettavuuden kannalta ekvivalenteiksi:
jokainen niista on palautettavissa muihin
osittain ratkeaviin ongelmiin.

Huom: Verifiointiongelma on
"voimakkaammin ratkeamaton’” ongelma kuin
pysahtymisongelma:

Pysahtymisongelma voidaan palauttaa
verifiointiongelmaan, mutta ei painvastoin.

Verifiointiin sisaltyy pysahtymisongelmaa
vaikeampi terminointiongelma

(eli totaalisuusongelma):

PysahtyykO R kaikilla syOtteillaan?

Ratkeamattomat ongelmat muodostavat
vastaavan (mutta tasmallisemmin tunnetun)
monitasoisen hierarkian kuin tyolaat
ongelmat.
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7. Laskennan perusmallit

(Harel luku 9)

"Puhun viela sen jasenista, sen ihmeellisesta
rakenteesta.” [Job 41:4]

e Mika on yksinkertaisin mutta riittavan
voimakas malli algoritmien esittamiseen?

Algoritmien yksinkertaistettuja malleja
tarkastellaan perusteellisemmin kursseilla
Ohjelmoinnin ja laskennan perusmallit seka
[_askennan teoria.
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Kasiteltavan datan malh?

Ohjelmien tietokonetoteutuksissa kaikki data
(merkit, muuttujien arvot, tietorakenteet) on
pohjimmallaan perakkaiseen muistiin
sijoitettuja bittien jonoja.

~» Riittaa pystya kasittelemaan binaarijonoja.

Mukavuussyista kaytetaan laajempia
aakkostoja (esim. ASCII-merkkeja tai
Kymmenjarjestelman numeroita 0O,...,9).

Algoritmien kasittelemat arvot ja
tietorakenteet voivat kasvaa.

~» kasitellaan dataa rajoittamattoman
pituisella nauhalla (" potentiaalinen”, ei
"aktuaalinen” aarettomyys).

Nauhalla voi kussakin positiossa olla yksi

aakkoston merkki.
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HUOMI! Laskennan tehokkuuteen vaikuttaa
montako "datamerkkia” on kaytossa
tarvittavien " valimerkkien” lisaksi:
unaarilukujarjestelma (" tukkimiehen
Kirjanpito” ) on eksponentiaalisesti pidempaa
kuin binaari- ja muut.

Minimaalinen kotrollirakenne?

Tarkastelemissamme algoritmeissa (ja
normaaleissa tietokoneohjelmissa)
implisiittinen oletus, etta algoritmia suorittava
prosessori on kullakin hetkella jossain
kohdassa algoritmia.

Voidaan mallintaa tiloina: algoritmi on
kussakin vaiheessa tasmalleen yhdessa tilassa.

Kontrollin eteneminen riippuu muuttujien ja
tietorakenteiden arvoista: (if N=0 then .
else..., whilel < N do jne.)
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Mallinnetaan kontrollin ohjaus minimaalisella
tavalla: Algoritmeilla on kaytossaan yhta
nauhapositioa kerrallaan katsova lukupaa.

Algoritmin seuraava tila maaraytyy lukupaan
kohdalla olevan nauhamerkin perusteella,
samoin se, siirtyyko lukupaa seuraavaan vai
edelliseen merkkiin.

Harel kuva 9.3.

Lisaksi algoritmit muuttavat
tietorakenteitaan. Toteutetaan tama
sallimalla lukupaan ennen siirtymistaan
Kirjoittaa kohdalla olevan merkin tilalle uusi
merkki (eli se on luku- ja kirjoituspaa).

Kyseinen minimaalinen algoritmien esitysmalli
on Turingin kone (Alan Turing, 1936).
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Turingin kone

Hieman tarkemmin: Turingin kone (TM)
koostuu

e aarellisesta joukosta tiloja,

e aarellisesta aakkostosta,*

e adarettomasta nauhasta ja

e Nauhaa merkkipositio kerrallaan
kasittelevasta nauhapaasta

+ siirtymafunktiosta, joka tilan ja
nauhapaan kohdalla olevan merkin perusteella
maaraa 1) seuraavan tilan, 2) merkkipositioon
Kirjoitettavan uuden merkin ja 3) nauhapaan
siirron oikealle tai vasemmalle.

~ " Turingin koneen ohjelma”

Siirtymafunktio voidaan esittaa
tilasiirtymakaaviona (Ks. Harel kuva 9.4).

*Kaytetaan merkkia # esittamaan puuttuvaa tai pois-
tettua merkkia
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Tilat, joista ei siirtymia eteenpain, ovat
lopputiloja.

Suorituksen alku: kone nimetyssa alkutilassa
ja nauhapaa syotteen ensimmaisen merkin
kohdalla. Suoritus etenee siirtymafunktion
ohjaamana, kunnes saavuttaa lopputilan.
Kone hyvaksyy tai hylkaa syotteen sen
mukaan, onko lopputila YES vai NO.

Esim. Palindromien tunnistus
(Harel sivut 229-230).

Turingin kone ei ole rajoittunut
paatosongelmien ratkaisemiseen. VVoidaan
sopia, etta suorituksen paatyttya nauhalla
(esim. I-merkkien valissd) on sen laskema
tuloste.
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Esim. Kymmenjarjestelman lukujen
yhteenlasku (Harel sivu 232).

Nauhalla syotteena X'+'Y
Siirtymafunktion periaate erittain karkeasti:
Kirjoita X:n vasemmalle puolelle merkki "V
Kunnes jompikumpi luku loppuu, toista:

Paikanna ja poista luvun Y viimeinen numero
y (siirry sen arvoa vastaavaan tilaan nroy,

y € {0,...,9}).

Paikanna ja poista luvun X viimeinen numero
x seka siirry arvoa x 4 y vastaavaan tilaan
sumO, sumO-+muistinro, ... tai
sum9-+muistinro.
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Kirjoita summan numero syotetta lahinna
edeltavaan tyhjaan positioon.

Toista samaan tapaan, muistaen (tiloissa)
onko muistinumero otettava huomioon.

Jos toinen luku loppuu, toisen jaljelle jaaneet
numerot siirrettava yksitellen (tarpeen
vaatiessa muistinumero lisaten) keskeneradisen

tulosteen alkuun.

Lopuksi lisaa 'I'-merkki tulostetta edeltavaan
nauhapositioon.
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Esimerkkisuoritus (tila nauhan sisallon

vieressa):

. H H#H#H#HH#B89

. #

#

#

#

3 #

# #

# ...

. (nro3)

. (sum2+muistinro)

. (nro3; 2+muistinro)

. (suml+muistinro)

. (nro2; 1+muistinro)

. (luvut-loppu)

(YES)

Mahdollista, mutta ohjelmointina erittain

hankalaa!
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Miksi siis tarkastellaan Turingin koneita (tai
muita primitiivisia malleja)?.

Yksinkertaisissa malleissa mahdollista
keskittya algoritmien oleellisiin piirteisiin.

Laskettavuuden ja formaalikielten teorian
seka vaativuusteorian keskeiset tulokset
perustuvat Turingin koneiden tarkasteluun.

Esim. Cookin teoreema (SAT on
NP-taydellinen).

Vaativuusluokkien (P, NP, EXP jne.)
tasmallinen maarittely perustuu Turingin
koneisiin:

aikavaativuus = montako tilasiirtymaa
suoritettava

tilavaativuus = montako nauhapositiota
kaytettava.
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Church-Turingin teesi

Onko primitiivinen Turingin kone sitten
riittavan voimakas laskennan malli?

Algoritmien esittamiseen on esitetty lukuisia
malleja: mm. Churchin lambda-kalkyvli,
Postin produktiosysteemit, Kleenen
rekursiiviset funktiot ja nykyaikaiset korkean
tason ohjelmointikielet.

Voidaan osoittaa, etta etta kaikki algoritmien
esitystavat ovat yhta voimakkaita. (Tata
varten ohjelmointikielia idealisoitava siten,
etta muuttujien arvoina saa olla
rajoittamattoman suuria arvoja.)

Perustuu havaintoon, etta missa tahansa
mallissa esitetyn algoritmin toimintaa voidaan
simuloida jotain toista mallia kayttaen.
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~» Church-Turingin teesi (CT-teesi):
Intuitiivinen algoritminen laskettavuus =
laskettavuus Turingin koneella.

"Intuitiivinen algoritminen laskettavuus’ ei
ole tasmallinen kasite, mutta taysin erilaisten
algoritmisten mallien havaittu ekvivalenssi
tukee CT-teesia.

Huom: CT-teesin nojalla esimerkiksi korkean
tason kielella johtamamme
pysahtymattomyyongelman
ratkeamattomuustulos siirtyy kaikkiin muihin
(riittavan voimakkaisiin) laskennan malleihin.

Laskettavuuden kasite on robusti, kaytetysta
mallista riippumaton.
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Turingin koneen variaatiot

Turingin koneista on useita variaatioita, jotka
voidaan nahda laskentavoimaltaan
yhteneviksi: ainoastaan toiseen suuntaan
aareton nauha, useampia kuin yksi nauha,
kaksiulotteinen nauha, jne.

Harel, kuva 9.6.

Erityisen Kiinnostava on epadeterministinen
Turingin kone (NTM), jolla on
vksikasitteista siirtymafunktioita yleisempi
siirtymarelaatio: Yhdesta tilasta q voi lahtea
samalla nauhamerkilla a useampia siirtymia:

a/y

a/y,L
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Epadeterministisen Turingin koneen voi
jalleen ajatella valintatilanteissa " maagisesti”
arvaavan YES-lopputilaan lopulta johtavat
siirtymat, mikali sellaiset on olemassa.

Epadeterminismi ei kuitenkaan laajenna
periaatteellista laskettavuutta:
Deterministisella TM:lla voi (vaikkakin
tyolaasti) simuloida epadeterministisen TM:n
vaihtoehtoisia laskentoja ja tutkia, johtaako
joku niista YES-lopputilaan.

Jos kiinnitetaan (aakkosto sekd) esitystapa
Turingin koneiden (a) siirtymafunktioille ja
(b) konfiguraatioille (tilalle, paan paikalle ja
kasiteltyjen nauhapaikkojen sisalldille), niin
voidaan tehda Turingin kone, joka tuottaa
syOtteista (a) ja (b) joko (i) seuraavan
konfiguraation tai (ii) tiedon ettei sellaista
ole. Saadaan universaalikone tulkkaamaan
muita(kin) Turingin koneita!
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Mallien valiset simuloinnit

Perustellaan hieman korkean tason
ohjelmointikielten ja Turingin koneiden
laskentavoiman yhtenevyytta.

Kohtalaisen helppo uskoa, etta korkean tason
ohjelmointikielella voi simuloida Turingin
koneiden toimintaa — opetuskayttoon on
ohjelmoitukin Turingin koneiden tulkkeja.
(Taytta simulointia varten taytyy tietysti
olettaa idealisoitu ohjelmointikieli, jossa
muistia on kaytossa rajatta.)

Perustellaan hieman painvastaista suuntaa,

tietokoneohjelmien simulointia Turingin
koneella.
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Tietokoneohjelman suorituksen pohjana on
konekielinen ohjelma, joko jotain prosessoria
varten kaannetty versio ohjelmasta tai sita
tulkitsevan ohjelman (esim.
Java-virtuaalikoneen) koodi.

Konekieliohjelmat koostuvat yksinkertaisista
konekaskyista, jotka voivat kasitella koneen
muistipaikkojen sisaltoa.

Laskennan ns. RAM-malli. (Tarkemmin Ks.
esim. Aho, Hopcroft & Ullman: Design and
analysis of computer algorithms, luku 1.
Addison-Wesley 1974.)

Yksityiskohdat ohittaen:

RAM-koneen muistipaikkojen sisaltoja
voidaan yllapitaa TM:n nauhalla.
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RAM-koneen konekieliohjelmaa vastaava
siirtymafunktio simuloi yksittaisten kaskyjen
suoritusta ja kontrollin kulkua ohjelmassa.

Muistipaikkojen sisallon paikantaminen ja
muuttaminen nauhalla on hieman hankalaa,
mutta ei lilan tyolasta: voidaan osoittaa, etta
simulointi vie enintaan polynomisen ajan
suhteessa RAM-koneen kayttamaan aikaan.

Vastaava patee (tietyin oletuksin) muidenkin
algoritmisten mallien valisiin simulointeihin:
Jos algoritmi toimii jossain laskennan
perusmallissa polynomisessa ajassa, Sita
voidaan simuloida myos muiden mallien
mukaisilla algoritmeilla polynomisessa ajassa.
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Siis my0s ongelmien jako tydlaisiin
(eksponentiaalisen ajan vaativiin) ja
kaytannossa (eli polynomisessa ajassa)
ratkeaviin on robusti algoritmien esitystavan
suhteen.

Huom: " Alipolynomisissa’’ aikavaativuuksissa
voi olla eroja. Korkean tason kielella
lineaarisessa ajassa suoritettavan algoritmin
simulointi Turingin koneella voi vaatia esim.
ajan ©(n?).
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Cookin teoreema

Turingin koneiden paaasiallinen merkitys on
ongelmien alarajatarkasteluissa (tyolayden tai
ratkeamattomuuden osoittamisessa).

Kuinka esimerkiksi voidaan sanoa, etta jos
lauselogiikan toteutuvuusongelma SAT
voidaan ratkaista deterministisesti
polynomisessa ajassa niin mika tahansa
epadeterministisesti polynomisessa ajassa
ratkeava paatosongelma A voidaan ratkaista
deterministisesti polynomisessa ajassa?

(Ts. SAT-ongelman NP-kovuus; Cook 1971)

Miten lausekalkyylin kaavan toteutuvuus
liittyy sen ratkaisemiseen, onko syote x
ongelman A " kylla” -tapaus?

185



Jos A € NP niin ongelma "x € A” on
ratkaistavissa jollain epadeterministisella
Turingin koneella M polynomisessa
ajassa p(|x|).

Turingin koneen yksinkertaisuuden takia on
mahdollista (deterministisesti ja
polynomisessa ajassa) muodostaa kaava Fy,
joka kuvaa koneen M mahdollisia laskentoja
syOtteella x; suoritus paattyy tilaan " kylla”
jos ja vain jos F; on toteutuva.

Suoritusajan (ja -tilan) ylarajan p(|z|)
tunteminen " etukateen” sallii lauselogiikan
kayton; vastaava " ei-aarellinen” tekniikka
palauttaa pysahtymisongelman 1KL:n
toteutuvuuteen — ks. esim. G.S. Boolos &
R.C. Jeffrey: Computability and Logic

(3. painos), luku 10 (Cambridge University
Press 1989).

Siis mika tahansa NP-ongelma voidaan

palauttaa polynomisesti ongelmaan SAT (eli
SAT on NP-kova).
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Kaakelointiongelman ratkeamattomuus

Tason kaakeloimisen ja Turingin koneen
suorittamisen valilla on yllattava yhteys, jonka
avulla voidaan osoittaa kaakelointiongelman
ratkeamattomuus palautuksella
pysahtymisongelmasta.

Rajoitutaan kaakelointiongelman versioon,
jossa kysytaan, voiko koko aarettoman
puolitason kaakeloida annetuilla
laattatyypeilla siten, etta kiinnitetty laatta ¢
esiintyy alimmassa rivissa.

Palautus on seuraavanlainen:

Kukin kaakeloinnin vaakarivi saadaan sopivalla
laattavalikoimalla vastaamaan yhta Turingin
koneen M suorituksen vaihetta.

187



LLaattojen vareja kaytetaan koodaamaan
koneen nauha-aakkoston merkkeja seka tilojen
ja merkkien pareja. (Molempia on aarellisestil)
(Tassa varit esitetaan suoraan niiden
koodaamina symboleina tai symbolipareina.)

Alin kaakelirivi saadaan esittamaan laskennan
alkutilannetta syoOtteella aq,...,an Seuraavasti:

q0, a1
Laatta ¢: | O 1 | kuvaa alkutilan qg ja

tiedon, etta nauhapaa on ensimmaisen
syotemerkin a; kohdalla.

Loppuja syotteen merkkeja ao,...,an esittavat
laatat saadaan pakotettua oikeille paikoilleen

muodostamalla laattatyypit
an an
1 21, ..., |n—1 n
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Syotetta edeltavia ja seuraavia tyhjamerkkeja

7 7
esitetaan laatoilla | O Ol ja | n n

Ks. Harel kuva 9.10.

Seuraavia kaakeliriveja (eli suorituksen

tilanteita) varten suurin osa nauhamerkeista
sailyy ennallaan. Tama saadaan aikaan

C
laattatyypilla kutakin aakkoston
C
merkkia ¢ kohden.

Koneen tilan ja nauhapaan position esitys
saadaan siirrettya seuraavaan kaakeliriviin
b r,C
laatoilla r|ja |r jokaiselle
q, a C

: : .. .. a/b,R
nauhamerkille ¢ ja siirtymalle q /—> r.

Nauhapaan oikealle siirtava siirtyma esitetaan
oleellisesti ylla olevan peilikuvana.
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Muodostetuilla laattatyypeilla voidaan
kaakeloida koko puolitaso tasmalleen silloin,
kun Turingin koneen M suoritus syoOtteella
ai,...,an € paaty.

Konstruktio siis palauttaa
kaakelointiongelman pysahtymisongelmaan
(Harel, kuva 9.9) — tarkemmin sanoen sen
komplementtiin.

~» Kaakelointiongelma on ratkeamaton.
(Jos nimittdin seka ongelma itse etta sen

komplementti ovat osittain ratkeavia, niin se
onkin kokonaan ratkeava — HT.)
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Aarelliset automaatit

Turingin koneilla on myoskin
laskentavoimaltaan rajoittuneempia versioita,
jotka ovat silti hyodyllisia .

Jos rajoitetaan Turingin koneen nauhapaa
etenemaan vain oikealle pain, sen
Kirjoittamilla merkeilla ei ole laskennan
etenemisen kannalta merkitysta. (Miksi?)

Saatu yksinkertainen malli, aarellinen
automaatti siis vain kay syotemerkit
kertaalleen lapi ja suorittaa niiden ohjaamana
siirtymia tilasta toiseen.

Yksinkertaisuudestaan huolimatta aarellisilla
automaateilla on tietojenkasittelyssa
huomattava merkitys esim. merkkijonojen
tunnistusmenetelmana.
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Esim. Desimaalilukujen tunnistaminen

Airellisia automaatteja voi kayttida myods
reaktiivisten jarjestelmien esittamiseen ja
analysointiin; syotejonona talloin
jarjestelmaan vaikuttavat tapahtumat.

Ks. Harel kuva 9.14.

Turingin koneitten, aarellisten automaattien
seka laskentavoimaltaan naiden valiin
sijoittuvien mallien tarkastelu luo perustan
automaattien ja formaalikielten

tutkimukselle.
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8. Rinnakkaisalgoritmit
(Harel, luvun 10 sivut 265-281.)

"Monet harhailevat, mutta tieto lisaantyy”
[Daniel 12:4]

"Kaksin on parempi kuin yksin, silla kumpikin saa
vaivoistaan hyvan palkan” [Saarnaaja 4:9]

e Kuinka prosessorien lisaaminen vaikuttaa
algoritmiseen laskentavoimaan?
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Rinnakkaisuuden edut ja rajat

Rinnakkaisuudesta eli samanaikaisesta
yhteistoiminnasta on selvasti etua.

Esim. talon rakennus 4 tunnissa 200
tyontekijan voimin.

Algoritmisen toiminnan rinnakkaistaminen:
Vrt

ja

Ylempi rinnakkaistuu, jalkimmainen ei.

Esim. kymmenen metria pitkan ojan vs.
kymmenen metria syvan kuopan kaivaminen .
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Esim. Onko (1. luennolla kasitelty)
palkkalistan summaus vaistamatta
perakkadinen (inherently sequential) tehtava?

V: Ei; N luvun summaus voidaan tehda
O(log N) askeleessa kayttamalla N/2
prosessoria: Ensimmaisessa vaiheessa
prosessorit summaavat yhtaaikaisesti
lukupareja (ensimmainen, toinen), (kolmas,
neljas), ..., (N — 1:nen, N:s). Toisessa
vaiheessa summataan N/4 paria edellisen
vaiheen summia jne kunnes jaljella
kokonaissumma.

Harel kuva 10.1.

Vrt. N joukkueen turnaus, jossa ottelujen
havidjat karsiutuvat, voidaan jarjestaa N/2
kentalla O(log N) ottelupaivassa
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Kiintea ja laajeneva rinnakkaisuus

Keskitytaan toistaiseksi ongelman
rinnakkaisessa ratkaisemisessa tarvittavien
prosessorien lukumaaraan.*

Edella saimme aikaiseksi
kertaluokkanopeutuksen (O(N) ~ O(log N))
kayttamalla syotteen koon mukaan lineaarisen
madadran (IN/2) prosessoreita.

ns. laajeneva rinnakkaisuus
(expanding parallelism).

Jos kaytettavissa kiintea maara prosessoreja,
vain vakiokertoimella nopeuttaminen
mahdollista.

*Tiedonsiirto myos tarkea ongelma: miten syoOtteet jae-
taan prosessoreille, ja miten prosessorit valittavat tu-
loksensa toisilleen?
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Rinnakkaisalgoritmien tutkimuksessa
tarkastellaan suoritusajan ja muistitilan lisaksi
kolmatta suuretta ja sen tarvetta syoOtteen
koon funktiona:

prosessorien maaraa (''size complexity”).

Esim. N kokonaislukua voidaan laskea yhteen
ajassa O(v/N) kayttamalla v/ N prosessoria.

(HT?)
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Rinnakkainen lomituslajittelu

Palautetaan mieliin rekursiivinen
lomituslajittelualgoritmi:

1. iIf n=1 then return aq;

2. else

3. S1l.= I\/ISOrt(al,...,aLn/QJ);
4. S2:= MSOrt(aLn/2J+1,---,an);
5 return Merge(S1, S2);

Hajota-ja-hallitse-tyyppinen algoritmi
rinnakkaistuu helposti, jos aliongelmien
ratkaisujarjestyksella ei ole valia.

Merkitaan toimenpiteiden A ja B rinnakkaista
kaynnistamista (A||B). Lomituslajittelu
voidaan toteuttaa rinnakkaisena:
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ParMSort(aq,...,an):

1. iIf n=1 then return aq;

2. else

3. ( Sl:= PaI’MSOI’t(al,...,CLLn/QJ) ||
4. S2:= ParMSort(a|,/a|41,---»an) )
5 return Merge(S1, S2);

Suoritusta ParMSort(aq,...,an) kuvaa
binaarinen kutsupuu, jossa kutakin solmua
suorittaa oma prosessori.

Puussa lehtia n ja siten tasoja O(logn).

Tehtavansa (syvemmilla tasoilla) suorittaneita
prosessoreja voidaan kayttaa uudestaan ~ n
prosessoria riittaa.

Rinnakkaisuus ~» yhden tason suoritusaika =
vhden k.o. tasolla olevan kutsun suoritusaika.

Suoritusaikaa dominoi listojen S1 ja S2
lomittaminen.
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Oletetaan, etta n on kahden potenssi, ja
lasketaan lomittamisessa tehtavien vertailujen
lukumaarat. Yhden mittaisten listojen
lomittamiseksi tarvitaan yksi vertailu, kahden
mittaisten lomittamiseksi enintaan 3,
kahdeksan mittaisille enintaan 7 jne:

143474154+ 4+ (n—1)
= (2 -1+ @ -1+ -+ (29" -1)

logn logn—1
= 2(27’—1)=2 Z 2' —logn
1=1 1=0
= 2(2/°9" _ 1) —logn =2n — logn — 2 < 2n.

Siis lajittelun voi tehda ajassa O(n) kayttden
O(n) prosessoria.

Aiemmin naimme, etta alkioiden vertailuun
perustuvan lajittelun optimaalinen
perakkdistoteutus vaatii ©(nlogn) vertailua.
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Tulovaativuus ja tyooptimaalisuus

Merkitaan rinnakkaisalgoritmin tarvitsemaa
prosessorien maaraa p(n) ja aikaa t(n).

Mika on hyva/tehokas rinnakkaisalgoritmi?
Nopein? VVahan prosessoreja tarvitseva?

Rinnakkaisalgoritmin toimintaa voidaan

simuloida yhdella prosessorilla

e suorittamalla rinnakkaiset osuudet jossain
perakkaisjarjestyksessa, ja siten

e ajassa O(p(n) x t(n))
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Yleensa tavoitellaan mahdollisimman nopeaa
rinnakkaisalgoritmia, joka on
tyooptimaalinen:

Sen tulovaativuus p(n) x t(n) on samaa
kertaluokkaa kuin tehokkaimman
perakkaisalgoritmin aikavaativuus.

Esim. rinnakkaisella lomituslajittelulla
p(n) = O(n) ja t(n) = O(n), joten se ei ole
tyooptimaalinen:

p(n) x t(n) = O(n?) #= O(nlogn).

Ks. Harel kuva 10.2.
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Kiinteat laskentaverkot

Rinnakkaisalgoritmien suunnittelussa kaytetyt
prosessorimallit voivat olla vaikeita toteuttaa
kaytannossa.

Jos jokainen prosessori voi kasitella jokaista
muistipaikkaa, kuinka kytkennat toteutetaan?
Kuinka muistipaikan samanaikaisen lukemisen
tai Kirjoittamisen konfliktit ratkaistaan?

Kaytannossa suoraviivaisesti toteutettavia
ovat yksinkertaisista laskentaelementeista
koostuvat laskentaverkot (networks). Kukin
laskentaelementti/prosessori kytketty
kiinteasti muutamiin naapuriprosessoreihin.

Esim. Normaalin prosessorin perustoiminnot
toteutettu yksinkertaisista AND-, OR- ja
NOT-porteista (gate) koostuvina
logiikkapiireina.
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Lajitteluverkot

Lajitteluverkot laskentaverkkoja, joilla voidaan
jarjestaa n syoOtelukua kasvavaan
jarjestykseen.

Ne koostuvat yksinkertaisista
vertailuprosessoreista (comparator):

X4>

min(X,Y)

Y4>

max(X,Y)

Ns. odd-even-lajitteluverkko toteuttaa
lomituslajittelun idean kiinteasti kytketyilla
vertailuprosessoreilla.

Harel kuva 10.4.

Verkon alkuosa: kaksi rinnakkaista aliverkkoa
n/2 alkion lajittelemiseksi.

Verkon loppuosa: aliverkko jarjestettyjen
n/2-alkioisten jonojen lomittamiseksi.
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Lajitteluverkon suoritusaika ¢(n) = verkon
Syvyys: monenko prosessorin lapi lukujen on
pahimmillaan kuljettava.

Voidaan osoittaa: odd-even-lajitteluverkolla
t(n) = O((logn)?) ja p(n) = O(n(logn)?).

~» Odd-even-lajittelu ei ole tyooptimaalinen.
On olemassa myos tyooptimaalinen
lajitteluverkko, jolla p(n) = O(n) ja

t(n) = O(logn).

Se on kuitenkin monimutkainen ja
kaytannossa tehoton (vakiokertoimet suuria).
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Systoliset laskentaverkot

Numeerisessa tieteellisessa laskennassa
kasitellaan tyypillisesti kookkaita
lukuvektoreita ja -matriiseja.

laskutoimitukset usein tehokkaita ns.
systolisilla laskentaverkoilla, joissa laskenta
etenee jaksollisesti synkronoituina vaiheina
(vrt. veren pumppaus elimistdssa).

Esim. matriisin ja vektorin kertolasku.

Kurssilla N oppilasta, kukin osallistunut
pisteytettyihin osasuorituksiin, joita M kpl —
N X M-matriisi.

Oppilaan arvosana maaraytyy osasuoritusten
painokertoimilla (wq,...,wys) painotettuna
summana.
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Perakkaisratkaisu:

for opp:=1 to N do
Arv:= 0.0;
for suor:=1 to M do
Arv:= Arv 4+ Suor[opp][suor] * w][suor];
output " Oppilaan”, opp, "arvosana:’, Arv;

Aikavaativuus selvasti O(NM).

Ratkaistavissa ajassa O(N + M) systolisella
laskentaverkolla, jossa M liukuhihnaksi
kytkettya prosessoria.

Harel kuvat 10.5 ja 10.6.
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Rinnakkaisuuden voima~?

Kayttamalla tapauksen koon mukaan kasvava
maara prosessoreita ogelmille saadaan siis
kertaluokaltaan nopeampia
ratkaisualgoritmeja.

Auttaako rinnakkaisuus ratkaisemaan
ongelmia, jotka ovat perakkaisalgoritmeille
(i) ratkeamattomia tai (ii) tyolaita ongelmia?
Vastaus kysymykseen (i) on "ei":

Ongelman ratkaisua rinnakkaisalgoritmilla voi
simuloida yhdella prosessorilla, joka tekee
jossain jarjestyksessa kaikkien prosessorien
tyot.

Siis Church-Turingin teesi patee myos
rinnakkaisalgoritmeihin.
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Vastaus kysymykseen (ii) on "emme tieda":

Todistettavasti tyolaille ongelmille ei tunneta
polynomisessa ajassa toimivia
rinnakkaisalgoritmeja.

Toisaalta (tyoldiksi epdillyt) NP-taydelliset
ongelmat ovat rinnakkaisalgoritmeilla
polynomisessa ajassa ratkeavia:

Luokan NP paatosongelma A voidaan
ratkaista epadeterministisella algoritmilla Q4
jonkin polynomin p(n) rajoittamassa maarassa
askelia, tekemalla valintatilanteissa " maagisia
Oikeita arvauksia”.

Rinnakkaistoteutus voi simuloida y.o.
suoritusta deterministisesti allokoimalla
valintatilanteissa uuden prosessorin jatkamaan
kunkin vaihtoehtoisen valinnan mukaista

laskentaa.
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Jonkun prosessorin suoritus paattyy
lopputilaan " kylla” joss algoritmi @ 4 hyvaksyy
syotteen. Toisaalta jos mikaan prosessori ei
paddy hyvaksyvaan lopputilaan p(n) askeleen
sisalla, tiedetaan, etta algoritmi Q4 hylkaisi
syOtteen.

Huom: vllaoleva NP-laskennan simulointi voi
vaatia eksponentiaalisen maaran
prosessoreital

Tama on kalvon 128 " jakaudutaan” -idea:
NP on polynomiaikaista mutta muuten
rajoittamatonta rinnakkaisuutta jossa eri
prosessit kommunikoivat vain siten, etta
ensimmainen " kylla" -prosessi tappaa kaikKki
muut, ja vastaukseen " ei” paadytaan vasta
jos kaikki prosessit kuolevat itsekseen.
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Rinnakkaislaskennan vaativuusliuokat

Edellisen perusteella rinnakkaisalgoritmeilla
polynomisessa ajassa ratkeavien ongelmien
luokka Parallel-P (tai Parallel-PTIME)
tuntuu epakaytannollisen laajalta:
mahdollisesti eksponentiaalisesti kasvava
prosessorien lukumaara ei ole realistinen.

Kaytannollisesti mielekkaaksi
rinnakkaisvaativuuden luokaksi nimelta NC
(Nick’s Class*) on esitetty "erittdin nopeasti”
polynomisella maaralla prosessoreja
ratkaistavissa olevien ongelmien luokkaa.

"Erittain nopeasti”’: polylogaritmisessa
ajassa O((logn)*) jollain kiinteslla k.

Edes syotetta ei ole aikaa lukea annetussa
jarjestyksessa. . .

*Nicholas Pippengerin mukaan.
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Monet kaytanndlliset ongelmat (esim.
tarkasteltu palkkasummaus ja lajittelu)
kuuluvat luokkaan NC.

Voidaan osoittaa, etta luokan NC ongelmat
ovat ratkaistavissa deterministisilla
perakkaisalgoritmeilla polynomisessa ajassa.

Siten tiedetaan seuraavat ogelmaluokkien
suhteet:

NC C P CNP CPSPACE

Voidaan lisaksi osoittaa, etta
Parallel-P = PSPACE.
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Edellisten vaativuusluokkien sisaltyvyyksien
uskotaan (muttei tiedetd) olevan aitoja

Tama tarkoittaisi (jarjestyksessa vasemmalta
oikealle), etta

e joitain kaytannossa ratkeavia ongelmia

(e P) ei voida ratkaista erittdin nopeasti
kaytannollisella maaralla
rinnakkaisprosessoreja

(esim. suurimman yhteisen tekijan laskenta?)

e joitain epadeterminismin avulla tehokkaasti
ratkaistavissa olevia ongelmia ei voida
ratkaista deterministisesti kaytannollisessa
ajassa

e joitain rajoittamattomalla maaralla
rinnakkaisuutta ratkaistavissa olevia ongelmia
ei voida ratkaista perakkaisalgoritmeilla
kaytannollisessa ajassa edes
epadeterministisesti.
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NP-taydellisyys: " Uskomme etta
epadeterministinen polynominen aika on
aidosti deterministista vahvempaa. Silloin
ainakin nama ongelmat olisivat tyolaita.”

P-taydellisyys: " Uskomme etta luokassa P
on 'luonteeltaan sarjallisia’ ongelmia jotka
eivat rinnakkaistu merkittavasti. Naita
lienevat ainakin sen 'vaikeimmat’ ongelmat.”

Luokan P sisalla polynomiset palautukset
ovat lilan karkea valine ongelmien luokitteluun
(HT); niiden tilalla kaytetaan rajoittuneempia
kuten logaritmitilaisia palautuksia.
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Looginen esimerkki P-taydellisesta
ongelmasta on samastus (unification)

(C. Dwork, P.C. Kanellakis ja J.C. Mitchell:
On the sequential nature of unification,
Journal of Logic Programming 1 (1984),
sivut 35—-50):

Annettu kaksi lauseketta ¢ ja ¢ jotka
sisaltavat (yhteisida) muuttujasymboleita.
Voidaanko naille muuttujasymboleille valita
sellaiset arvot, etta lausekkeista tulee samat?

Jos esimerkiksi ¢ = f(x,z) ja v = f(g(y),x),
niin sijoitus =z = g(y) tuottaisi yhteisen

muodon f(g(y),9(y)).

Jos taas ¢ = f(h(x),x), niin yhteistda muotoa
ei ole koska h # g.

Tuntuu luontevalta, etta " patologisilla”™ ¢

Jja 2 tarvittavat muuttujasijoitusten valinnat
vaikuttavat toisiinsa niin, ettei niita voi tehda
toisistaan riippumatta eli rinnakkain.
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9. Satunnaistetut algoritmit

(Harel, luvun 11 sivut 309-310, 313-319 ja
322-331.)

......

"Heitetdan arpaa, etta saamme tietad” [Joona 1:7]

e HyodymmekO jotain sallimalla algoritmien
tehda satunnaisia valintoja?
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Alkulukujen tunnistus ja generointi

Alkuluvuilla on keskeinen asema paitsi
perinteisessa lukuteoriassa myos moderneissa
salausmenetelmissa. (Ks. myoh.)

Positiivinen kokonaisluku n on alkuluku
(prime), jos se on jaollinen positiivisista
luvuista ainoastaan yvkkosella ja itsellaan.

Muuten n on yhdistetty luku
(eli koosteinen luku; composite number).

YkkoOsta ei yleensa pideta alkulukuna, joten
alkulukuja ovat

23,5 7,11,13,17,19,23,29,31. ...

Alkulukuja on kaikkien lukujen joukossa
aarettomasti, epatasaisesti jakautuneina.
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Lukua n pienempien alkulukujen lukumaaraa
merkitaan n(n); Tiedetdaan n(n) = n/Inn.

Lukuteoreettisissa salausmenetelmissa
tarvitaan suuria, esim. 150-numeroisia
alkulukuja.

Kuinka naita voidaan tuottaa?

Alkulukujen lukumaarasta =(n) voidaan
arvioida, etta satunnaisesti valittu luku n on
alkuluku todenndakdisyydella 1/Inn.

~» 150-numeroisen alkuluvun loytamiseksi
riittaa testata keskimaarin.

In101°% = 150N 10 ~ 150 x 2,3 = 345

satunnaista 150-numeroista lukua.*

Alkulukujen generointi siis palautuu
alkulukujen tunnistamiseen.

Kuinka ratkaistaan, onko n alkuluku?
*Puolet vahemman kokeilemalla vain parittomia.
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Suoraviivainen menetelma: Kokeillaan, onko n
jaollinen millaan luvuista 2,3,...,n— 1. Jos ei,
n on alkuluku, muuten yhdistetty.

Ongelma: Eksponentiaalista luvun n
"tekstiesityksen” pituuden suhteen; toimii, jos
n pieni, mutta mahdotonta, jos n ~ 10190

Lievaa parannusta: Testataan jakajina
kakkosen lisdaksi vain alkulukuja < +/n

— naitakin eksponentiaalisen paljon. (Esim.
150-numeroisella luvulla paljon enemman
kuin mikrosekunteja alkurdjahdyksestal)

Alkulukujen tunnistamiseen ei tunneta
todistetusti oikein toimivaa tehokasta (eli
polynomisessa ajassa toimivaa)
deterministista algoritmia.

Toisaalta ongelma on suhteellisen helposti
ratkaistavissa satunnaistetulla algoritmilla.
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Satunnaistettu alkulukujen testaus

Ensimmaisia vaikeitten laskentaongelmien
satunnaistettuja ratkaisumenetelmia
(Solovay & Strassen, 1977).

algoritmityyppi pysahtyy nopeasti vastaa oikein

Monte Carlo aina todennakoisesti
LLas Vegas todennakoisesti aina

Menetelman periaate; sivuutamme
lukuteoreettiset yksityiskohdat.

Perustuu sen osoittamiseen, etta testattava
luku N suurella todennakoisyydella ei ole
yhdistetty (eli on alkuluku).

Koosteisuuden todiste: luku
Ke{l,...,N — 1}, joka osoittaa, etta N on
vhdistetty luku.
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Jos
Ssyt(K,N)* > 1, (1)

N on selvasti yhdistetty luku. Syt voidaan
laskea tehokkaasti Eukleideen algoritmilla.

Muuten tutkitaan, pateeko
Js(K,N) = KN=D/2(mod N), (2)

missa Js(K,N) € {—1,0,1} on ns. Jacobin
symboli. Seka Jacobin symbolien etta
modulaaristen potenssien laskenta voidaan
tehda tehokkaasti, O(log N) aritmeettisella
operaatiolla.

Voidaan osoittaa, etta jos (2) patee, N ei ole
alkuluku. Toisaalta, jos N on yhdistetty luku,
ainakin puolella mahdollisista
Ke{l,...,N—1} epayhtalo (2) patee.

*Eli gcd(K, N); lukujen suurin yhteinen tekija.
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Sen todennakoisyys, etta N on yhdistetty
luku, jolle yksi K ei toteuta testeja (1) ja (2),
on siis < 1/2. Kokeilemalla kaksi satunnaista
K saadaan tn < 1/4, ... kun on kokeiltu k
lukua, N on yhdistetty todennakoisyydella

< 1/2k, eli N on alkuluku todennikdisyydell3
>1—(1/2)%.

Harel, kuva 11.1.

50—200 todistajaa lapaissyt luku N on erittain
suurella todennakoisyydella alkuluku.

Alkulukuja ja yhdistettyja lukuja voidaan siis
tunnistaa tehokkaasti satunnaistetulla
algoritmilla.

osata tehda tehokkaasti edes satunnaisuutta
hyvaksikayttaen, vaikka ongelmaa on tutkittu

matematiikassa noin kolmesataa vuotta!
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Satunnaistetut vaativuusluokat

Satunnaisalgoritmien formaali malli:
probabilistinen Turingin kone, joka voi
tehda satunnaisia valintoja (" heittaa
kolikkoa™ ).

Vaativuusluokka RP (randomized polynomial
time): Ne paatosongelmat, jotka voidaan
ratkaista probabilistisella Turingin koneella,
joka

1) sanoo varmasti "ei"’, jos syote on
ongelman " ei” -tapaus, ja

2) sanoo todenndkdisyydella > 1/2 "kylla",
jos syote on ongelman " kylla" -tapaus.

~» Virheellisen vastauksen todennakoisyys
saatavissa mielivaltaisen pieneksi iteroimalla
suorituksia.

Esim. Sen testaaminen, onko syoteluku
yhdistetty, on luokan RP ongelma.
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Probabilistinen Turingin kone on
deterministisen yleistys. Toisaalta
epadeterminististen Turingin koneiden
"maagisesti” oikeaan johtava " kolikko” on
voimakkaampi kuin "normaali’ jollain
todennakoisyydella oikeaan johtava.

Siten tiedamme ongelmaluokkien suhteista:

P C RP C NP.

Taaskaan ei tiedeta, ovatko sisaltyvyydet
aitoja.

Huom. Koska epadeterminismi ei laajentanut
algoritmisesti ratkeavien ongelmien joukkoa,
sama patee sita heikompaan satunnaisuuteen,
eli Church-Turing-teesi patee myos
satunnaisalgoritmeihin.
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Julkisen avaimen salaus

Alkulukujen generoinnin helppoudella ja
lukujen tekijoinnin (arvellulla) tyodlaydella on
tarkeita sovelluksia verkossa tapahtuvassa
tiedonsiirrossa.

Tarvitaan menetelmia, joilla verkossa kulkeva
tietoliikenne voidaan salata asiattomilta.

Lisaksi tarvitaan keinoja digitaalisten
allekirjoitusten toteuttamiseen, joilla voidaan
varmistaa viestin lahettaja ja viestin
muuttumattomuus.

Menetelmilla ilmeisia sovelluksia sahkoisen
rahan ja kaupankaynnin toteuttamisessa.

Perinteiset menetelmat ovat symmetrisia:
Viestin salaus ja salauksen purku tapahtuvat
(oleellisesti) samalla avaimella.

Ongelmana salassa pidettavan avaimen
turvattu valittaminen kumppaneiden kesken.
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Julkisen avaimen salausmenetelmat ovat
epasymmetrisia.

Kullakin on kaksi avainta: julkinen
salausavain Encr ja henkilokohtainen
purkuavain Decr.

Viesteja kasitellaan jonoina kokonaislukuja M
(katkomalla ja tulkitsemalla niiden bitteja
sopivasti).

Henkilon A purkuavain (tai -funktio) Decry
avaa hanen salausavaimellaan (-funktiollaan)
Encr, salatun viestin M:

Decrp(Encra(M)) = M

Funktioiden oltava tehokkaasti laskettavia.

Lisaksi salainen purkufunktio Decr4 ei saa
olla helposti (eli polynomisessa ajassa)
laskettavissa julkisesta salausfunktiosta
Encry.
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Perinteinen menetelma on kuin yhteinen lipas,
jonka avaimesta on kopio kummallakin
kumppanilla — mutta toivottavasti ei
kenellakaan muulla. ..

LLahettaja laittaa viestinsa lippaaseen, lukitsee
sen ja lahettaa postipakettina
vastaanottajalle.

Julkisen avaimen menetelmassa vastaanottaja
antaakin lahettajalle avoimen lippaan, mutta

pitaakin itsellaan sen ainoan avaimen!

Avoin lipas on vastaanottajan Encr, sen avain
taas vastaava Decr.
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Jos salaus- ja purkufunktiot ovat bijektiivisia,
alkuperainen viesti voidaan ensin salata
purkufunktiolla Decr, ja sitten purkaa
salausfunktiolla:

Encry(Decrq(M)) = M.

Koska vain A tuntee purkufunktionsa Decry,
hanen julkisella salausfunktiollaan Encry
aukeavat viestit ovat valttamatta A:n
lahettamia

— digitaalinen allekirjoitus.

Esim. Harel kuva 11.4.
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RSA-menetelma
Tunnetuin julkisen avaimen salausmenetelma.
Rivest, Shamir & Adleman, 1978.

Alice (A) valitsee kaksi satunnaista (esim.
150-numeroista) alkulukua P ja @, kuten
edella kasiteltiin.

Lasketaan N=PxQjaR=(P—-1)x(Q—-1).

Seuraavaksi A valitsee suuren (esim.
300-numeroisen) luvun K, jolla syt(K,R) = 1.
Esim. molempia P ja Q suurempi alkuluku
kelpaa.

Lopulta A laskee luvun G, jolla

G x K =1(mod R).

Voidaan osoittaa, etta tallainen G on
olemassa ja vksikasitteinen.
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Julkinen avain on pari (G, N),
salainen avain on pari (K, N).

P ja Q voidaan havittaa, mutta ne on
pidettdava salassa. (Miksi?)

Kuinka lahetetaan viesti A:lle, jonka julkinen
avain (G4, N4) tunnetaan?

Kasitellaan viestia M numeroina valilta
O0...Ny— 1.

Salatun viestin E (M) tuottaminen:

E (M) = M%A(mod N,).

A purkaa vastaanottamansa salatun viestin:
DA(EA(M)) = E4(M)"4(mod Ny).

Voidaan osoittaa, etta tama on sama kuin
alkuperainen viesti M.
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Helpompi nahda, etta

DA(EA(M)) = Ep(M)"4(mod Ny)
(MCEA(mod N4))%4(mod Ny)
MEAXEAa(mod Ny)

= Es(Da(M))
— menetelma sopii digitaaliseen
allekirjoittamiseen.

Menetelman soveltamisessa tarvitut
laskutoimitukset ovat polynomisessa ajassa ja
kohtalaisen tehokkaasti laskettavia.
(Sivuutetaan.)

RSA-menetelmaa pidetaan turvallisena: kaikKki
sen murtamiseen kehitetyt mahdollisuudet
ovat vahintaan yhta tyolaita kuin lukujen

polynomista ratkaisumenetelmaa.

231



10. Algoritminen alykkyys

(Pohjana Harel, luku 12. Lisaksi materiaalia
Kirjasta S.J. Russell & P. Norvig, Artificial
Intelligence: A Modern Approach,
Prentice-Hall 1995.)

"What a piece of work is a man! how noble in reason!
how infinite in faculty! in form and moving, how
express and admirable! in action, how like an angel! in
apprehension, how like a god! the beauty of the world!
the paragon of animals!

And yet, to me, what is this quintessence of dust?”
[William Shakespeare: Hamlet (2. naytos, 2. kohtaus)]

Mita on teko- tai keinoaly?

Voiko mekaaninen laskenta tuottaa
alykkyytta?

Lisaa kurssilla Tekoaly.
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Spesisimin” synti

" Kysymys 'osaako tietokone ajatella?’ on kuin
kysymys 'osaako sukellusvene uida?'.”

Olisi epareilua maaritella " alykkyys” tyvliin
"se erityinen kyky jolla ihmiset ratkovat
menestyksekkaasti vastaantulevia ongelmia’.

Entd (omissa puuhissaan varsin
menestyksekkaat) elaimet? Tai Maapalloa
valloittamaan laskeutuvat avaruusoliot?

Alykkyyden mairitelm3 ei siis saa perustua
biologiaan, vaan yleiseen kykyyn kayttaa
informaatiota ongelmien ratkaisussa tms.

Mutta sitahan tietokoneetkin tekevat!
Voisivatko nekin siis olla alykkaita?
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Turingin testi

" Jos se nayttaa leijonalta, kuulostaa leijonalta
ja tuntuu leijonalta, niin se on leijona”’ — tai
minun on ainakin syyta toimia ikaan kuin se
olisi leijona. ..

Alan M. Turing (taas!) sovelsi tata
periaatetta ehdottaessaan vuonna 1950
nimeaan kantavaa maaritelmaa sille, milloin
tietokone olisi alykas.

Taustalla on silloin psykologiassa vallinnut
behavioristinen ajattelu: se on alykas jos se
kayttaytyy alykkaasti.
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Tentaattori A olkoon ihminen. Ihminen lienee
kyvykas arvioimaan muiden alykkyytta. ..

Valitaan tietokonekandidaatille
ihmisopponentti, ja annetaan niille nimet B
ja C tentaattorin A tietamatta kumpi on
kumpi.

Liitetaan B ja C tentaattoriin A pelkkaa
tekstia valittavilla tietoliikennelinjoilla. Nain
sokaistaan tentaattorin A biologiset
erityistaidot lajitoveriensa tunnistamiseen
kuuloaistilla, nakoaistilla,. . .

Harel, kuva 12.1.

A tekee tenttijoille B ja C Kirjallisia
kysymyksia, ja yrittaa vastausten perusteella
paatella kumpi on kumpi.

Tietokone on tunnustettava alykkaaksi jos A
ei tahan pysty. (Tai jos toistettaessa testia eri
tentaattoreilla A oikean vastauksen
todenndkdisyys ldhestyy lantinheittoa 3.)
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Kiinalainen huone

Filosofi John Searle on kaantanyt tilanteen
toisin pain:

Istun aani- ym. eristetyssa huoneessa jossa on
kaksi luukkua, "syote” ja 'tulos”.

Huoneessa on myos kirja, jonka jokaisella
sivulla on yksi kiinalainen Kirjoitusmerkki
(enka mina osaa kiinaa).

Aina kun syoteluukkuun ilmestyy
Kirjoitusmerkki, etsin sita kirjani aukeamien
vasemman puoleisilta sivuilta. Kun |oydan,
laitan tulosluukkuun oikean puoleisella sivulla
olevan merkin.

Huone kuulemma keskustelee ulkomaailman
kanssa alykkaasti kiinaksi — mutta missa
huoneen alykkyys on?

Huone on korkeintaan yksinkertainen Turingin
kone! Missa sen alykkyys sitten on?
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Neuroottista alykkyytta

Searle siis kieltaa Turingin perusidean etta
alykkyys voitaisiin maaritella " alykkaan
nakoisena” makrotason
syote-tulos-vastaavuutena. Enta
mikrotasolla?

Jos hermosoluverkon kytkentojen
voimakkuudet eivat muutu — eli aivot eivat
muista — voidaan verkon kokonaistoiminta
(= yksittaisten hermosolujen
syOte-tulos-operaatioiden yhdistelma) kuvata
loogisena operaationa (McCulloch & Pitts
1943) tai jopa aarellisena automaattina. ..

.. .Ja Turingin kone taas voidaan nahda
aarellisena automaattina jolla on muisti!

Eli muistimme malli ei saisi toisaalta olla
"Turing-tyyppinen” eika toisaalta liian
sidoksissa biologiamme yksityiskohtiin.
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Pelit

Kysymys tayden alykkyyden periaatteellisesta
ohjelmoitavuudesta on enemmankin filosofien,

Tietojenkasittelija taas yrittaa kehittaa
laskennallisia mentelmia jotka antavat
kaytannossa " alykkaita’” vastauksia
rajoitetuilla sovellusalueilla.

Yksi tallainen alue ovat pelit: maailmasta
tarvittava tieto mahtuu laudalle ja mahdollisia
siirtoja on rajallisesti, ja silti menestyksekasta
pelaamista pidetaan alykkyytta vaativana.

Peleja kuvaillaan pelipuilla joiden solmut ovat
pelitilanteita ja solmusta lahtevat kaaret
mahdollisia siirtoja.

Harel, kuva 12.2.

LLehdet ovat lopputilanteita joissa ratkeaa
voitto ja havio.
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3 x 3-jatkanshakin pelipuun juuressa on tyhja
ruudukko, ja silla on 9 lasta, eli eri
mahdollisuudet laittaa ensimmainen
ristimerkki. (R&N, kuva 5.1.)

Kussakin nain syntyneessa ruudukossa on 8
mahdollisuutta laittaa ensimmainen
ympyramerkki. Puuhun saadaan korkeintaan
9.8-7----- 1 = 362 880 solmua.
Kasiteltavissa helposti tietokoneella.

Tavallisen shakin haarautumisaste (=lasten
lukumaara) on noin 35 ja peli voi edeta
40-50 siirtoparia. Saadaan suunnilleen
kokoa 35100 oleva puu — suurempi kuin
tunnetun maailmankaikkeuden protonien
maara tai mikrosekuntien maara sitten
alkurajahdyksen!

Vaikka periaatteessa kasiteltavissa,
kaytannossa puusta karsitaan (= lapsia ei
tuoteta eika tutkita) mielenkiinnottomia
solmuja.
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Heuristiikat

(Kreikan " heurisko”, " keksia" ; vrt.
"heureka”, "olen keksinyt"”.)

Jos meilla olisi varmaa tietoa siita mika
lapsisolmuista on koko loppupelin kannalta
paras, niin emme tarvitsisi koko puuta:
laskisimme nykyisen solmun lapset,
valitsisimme niista parhaan, unohtaisimme
muut, ja jatkaisimme pelia silla siirrolla.
Saisimme klassisen algoritmin!

Vertaa operaatio choose, joka tietaa. Tama
on kalvon 128 etsintaajatus.

Vaan emme tieda, vaan joudumme tyytymaan
arviointifunktioon joka kertoo annetusta
solmusta

e pitaisikO sen lapset tuottaa ja tutkia

e ja jOS ei niin kuinka hyva se kannaltamme

on.
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Shakissa voisi heuristinen arviointifunktio olla
vaikkapa:

" Jos nykytilanteessa kukaan ei uhkaa ketaan,
niin tuota sen lapset tutkittaviksi — tilanne on
epaselva ja vaatii lisatietoa.

Muuten laske kummalle jaisi materiaalietu, jos
kaikki uhkaukset pelattaisiin nyt heti tyyliin
'mina syon taman — sina syot tuon — mina

sen — ... .

Esimerkki ahneesta heuristiikasta: ajatellaan
etta kannattaa syoda heti kun vain pystyy eika
mietia millainen tulevaisuus sen jalkeen on.

Altistaa tietenkin uhrauksille jossa tarjoamalla
syotavaa houkutellaan pelaaja Iyhytnakoisen
hyodyn toivossa lopulta tappioon johtavalle
tielle.

Horisonttiongelma: kuinka kauaksi
tulevaisuuteen pitaa kurkistaa?
(R&N, kuva 5.5.)
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Hyvassa arviointifunktiossa onkin aina seka
ahne etta konservatiivinen komponentti
SOopivassa suhteessa.

Jos ahneeseen luotetaan liikaa, niin havitaan
hurja/kaistapaisyyden vuoksi, koska puusta
tutkitaan lilan vahan vaihtoehtoja.

Jos konservatiiviseen, niin havitaan aikapulan
vuoksi, koska tutkitaan lilan paljon.

Arviointifunktio siis leikkaa pelipuun poikKi
(paljon) ennen kuin padstaan lehtiin, ja liittaa
kuhunkin katkaisukohtaan luvun, joka kertoo
(toivottavasti) kuinka lupaavaa olisi kulkea
ensin siihen, kun lopullisena tavoitteena on
paatya voittolehteen.

Samat periaatteet sopivat myos yksinpeleihin
kuten pasianssiin ja ongelmanratkaisuun.
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Ohjattu haku ongelmanratkaisussa

Haetaan esimerkiksi lyhinta reittia Aradista
Bukarestiin (R&N, kuva 4.2.) — joskin tahan
tehtavaanhan on " oikeakin” algoritmi. . .

Hakualgoritmi A* (R&N, luku 4.2.) antaa
kullekin viela tutkimattomalle solmulle
lupaavuusluvuksi " vaadittu tyo siirryttaessa
alusta solmuun + heuristinen arvio jaljella
olevasta tyosta jatkettaessa solmusta
loppuun’ , ja tutkii aina lupaavimman solmun.

Vaadittu tyo = |Ooydetty reitti teita pitkin
Aradista tahan kaupunkiin.

Arvio = etaisyys linnuntieta tasta
kaupungista Bukarestiin.

(R&N, kuva 4.4.)

Kun arvio ei ole pessimistinen, loydetaan
paras reitti.

Jos arvio on lilan optimistinen (esim. 0),
etsintaan kuluu liikaa aikaa.
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MinimaxXx-periaate
Miten katkaisuluvut nostetaan sisasolmuihin?

Omalla vuorollani teen minulle lupaavimman
siirron. Valitsen siis maksimin nykyisen
(Juuri)solmuni lasten luvuista.

Koska vastustajakin haluaa voittaa, niin han
valitsee omalla vuorollaan hanelle itselleen
lupaavimman eli minulle vahiten lupaavan
siirron. Han siis valitsee minimin.

Harel, kuva 12.3.

Vertaa kalvojen 145-146 polynomiseen
hierarkiaan: " Minullapa onkin sellainen (siirto
ja) lupaavuusluku, ettei mikdaan sinun
seuraava (siirtosi ja) lukusi pysty sita
pienentamaan!”

Minimax-periaate sallii puun pienentamisen
edelleen (esim.) ns. a-B-karsinnalla.

Harel, kuva 12.4.
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