Toinen kurssikoe

e Koe to 5.5 klo 9-12 salissa A111, koeaika normaalista poiketen 2h 45 min

e Kokeessa saa olla mukana A4:n kokoinen kaksipuoleinen kynalla tehty, itse
kKirjoitettu lunttilappu

e lunttilapun teossa ei siis saa kayttaad kopiokonetta eika tietokonetta

e kannattaa huomata, etta lunttilapun takia kokeen kysymyksissa padpaino on
kurssilla kasiteltavien asioiden soveltaminen

e koekysymykset ovat tyyliltdan esim. seuraavanlaisia
— minkalainen on tietorakenne x
— selita miten algoritmi x toimii
— kehita algoritmi ongelmaan x
— maadrita algoritmin x aikavaativuus

— todista, etta ...

e cli koetehtavat ovat pdaosin tyyliltaan laskaritehtavien kaltaisia



Tdrkedd ja vdhemmdntdrkedd

koealue monisteen sivut 277-525 ja laskuharjoitukset 8-12

Toisen periodin nelja ydinteemaa
— hajautus, keko, jarjestaminen ja verkot

— Kokeessa on kysymyksia kaikista ydinteemoista
Edellisten lisaksi aika- ja tilavaativuusanalyysi on edelleen osattava

Toisen kurssikokeen kannalta vahemman tdrkeda

— Java-spesifiset asiat

— Alaraja vertailuihin perustuvalle jarjestamiselle (s 375-379)
— jarjestaminen lineaarisessa ajassa (s 379-386)

— Union-find-tietorakenteen yksityiskohdat (s. 518-523)

B-+-puista tai A*-algoritmista ei tule kysymyksid toiseen kurssikokeeseen

seuraavilla kalvoilla on listattu tarkeimpa teemoja eri aihepiireista

teknista asiaa kalvoilla ei juuri ole, eli ne toimivat vain lukuohjeena ja
varsinainen asia l10oytyy luentokalvoista



Aika- ja tilavaativuusanalyysi

e Aikavaativuus: algoritmin kayttamad laskenta-"aika" syotteen koon funktiona
e Tilavativuus: algoritmin kdyttaman aputilan maara sydtteen koon funktiona

e Tarkastellaan lahes koko kurssin ajan pahimman tapauksen vaativuutta,
miten paljon aikaa/tilaa algoritmin suorituksessa kuluu enimmillaan

— poikkeuksena hajautus ja pikajarjestaminen, joissa kiinnostavaa on
keskimaddraisen tapauksen vaativuus

e Kiinnostavaa on mihin vaativuusluokkaan algoritmi kuuluu
— O(1), O(logn), O(n), O(n?), O2"), ...
e usein analyysissa riittavat seuraavan kalvon nyrkkisaannot

e joidenkin verkkoalgoritmien aikavaativuusanalyysissa nyrkkisaantdjen
suoraviivainen soveltaminen ei riita

e rekursiivisten algoritmien tilavaativuuden analysoinnissa on otettava
huomioon rekursion syvyys (ks. sivu 59)

— koealueeseen kuuluu paljon rekursiivisia algoritmeja, joten muista kerrata
tama asia!



Algoritmien aikavaativuusanalyysin nyrkkisddnn&ot

1. yksinkertaisten kdskyjen aikavaativuus on vakio eli O(1)

2. perakkdin suoritettavien kdskyjen aikavaativuus on sama kuin kdskyista eniten
aikaavievan aikavaativuus

3. ehtolauseen aikavaativuus on O(ehdon testausaika 4+ suoritetun vaihtoehdon
aikavaativuus)

4. aliohjelman suorituksen aikavaativuus on O(parametrien evaluointiaika +
parametrien sijoitusaika 4 aliohjelman kdskyjen suoritusaika)

5. looppeja sisdltavan algoritmin aikavaativuuden arvioiminen:
e arvioi sisimman loopin runko-osan aikavaativuus: O(runko)
e arvioi kuinka monta kertaa sisin looppi yhteensa suoritetaan: lkm

e aikavaativuus on O(lkm X runko)

6. rekursiota kdyttavien algoritmien aikavaativuuden arvioiminen:
e arvioi pelkdan rekursiivisen aliohjelman runko-osan aikavaativuus: O(runko)
e arvioi kuinka monta kertaa rekursiokutsu yhteensa suoritetaan: lkm

e aikavaativuus on O(lkm x runko)



Hajautus

e Kayttotarkoitus:
— abstrakti tietotyyppi joukko
— insert, delete ja search keskimdarin nopeita eli O(1)
— pahimmassa tapauksessa kuitenkin O(n)
— muut joukon operaatiot O(n)

— oikea tayttosuhde n/m, missa n talletettujen alkioiden mddra ja m
hajautusrakenteen koko, tarked!

e yhteentdrmays ja sen selvitysstrategiat
— ketjutus

— avoin hajautus

e hajautusfunktion valinta oleellinen tehokkuuden kannalta
— jakojaanndsmenetelma
— kertolaskumenetelma

— (kolmas, vahemman tdrkead: universaalihajautus)



milla perusteilla hajautusfunktion valinta tapahtuu?

— saadaanko hajautustaulun koko valita vapaasti
jos hajautettavat avaimet ovat muun tyyppisia kuin lukuja, esim. merkkijonoja,
miten talldin toimitaan?

— ensin muunnos avaimen tyypista etumerkittomaksi kokonaisluvuksi ja sitten
hajautus

— tai suoraan kuvaus esim. merkkijonolta hajautusalueelle

avoimen hajautuksen erilaiset kokeilustrategiat:

— lineaarinen kokeilu, nelidinen kokeilu, kaksoishajautus

entd jos hajautusalue tulee liian tayteen?
— uudelleenhajautus, vie aikaa suoritettaessa mutta kannattaa pidemman
paalle

missa tilanteessa hajautusta kannattaa kayttda ja missa ei? mika on
vaihtoehto?



Keko

e Kkaksi versiota: minimikeko ja maksimikeko

e muutama tehokkaasti eli ajassa O(logn) toimiva operaatio
— heap-insert
— minimikeossa heap-del-min, heap-dec-key
— maksimikeossa heap-del-max, heap-inc-key

— kekoehdon korjaava apuoperaatio heapify

e Kayttotarkoitus:
— prioriteettijono (minimikeko)

— kekojarjestaminen (maksimikeko)



keko ajatellaan binadaripuuna

kekoehdot
— vanhempi suurempi kuin lapset (maksimikeossa)
— "mahdollisimman'" taysi, lehdet mahdoillisimman vasemmalla

— katso tarkemmin sivulta 309
keko on melkein tdydellinen bindadripuu (s. 145 ja 147)

tasta seuraa, etta keko on tasapainoinen binadripuu ja sen korkeus
solmumaadran n suhteen on vain noin logn

operaatiot kulkevat pahimmassa tapauksessa keon juuresta lehteen tai lehdesta
juureen
— operaatioiden aikavaativuus O(logn)

— Kks. esimerkiksi heapify s. 324 tai heap-insert s. 329

vaikka keko ajatellaan puuna, se talletetaan taulukkoon

— eij tarvita viitteita: vie vahadn muistia ja liikkuminen keossa nopeaa



Jdrjestdminen

e Kiinnostavimpia tietysti ajassa O(nlogn) toimivat, eli
— kekojarjestaminen
— lomitusjarjestaminen
— pikajarjestaminen
e Kekojdrjestdminen
— tehdaan taulukosta maksimikeko, toimenpide vaatii n/2 heapify-operaatiota
— vieddan alkiot taulukkoon paikalleen kutsumalla n kertaa heap-del-max

— koska heapifyn ja heap-del-max:n aikavaativuus on O(logn), on
aikavaativuus kokonaisuudessaan O(nlogn)

— algoritmi ei vaadi kuin vakiomaaran aputilaa

e Lomitus- ja pikajarjestaminen perustuvat hajoita-ja-hallitse (engl.
divide-and-conquer) -tekniikkaan:

— hajoitetaan ongelma pienempiin osaongelmiin
— hallitaan, eli ratkaistaan osaongelmat rekursiivisesti

— Vyhdistetaan osaratkaisut siten etta saadaan ratkaisu koko ongelmalle



e Mmolemmat toteuttavat periaatetta hieman eri tavalla

e lomitusjarjestamisessa hajoittaminen tarkottaa taulukon puolittamista,
vhdistamisessa taas tehddan lomitusoperaatio merge

merge-sort(A,vasen,oikea)

1 if vasen<oikea

2 keski = | (vasen + oikea) /2|
3 merge-sort(A,vasen,keski)

4 merge-sort(A,keski+1,oikea)
5 merge(A,vasen,keski,oikea)

e pikajarjestamisessa hajoittamisessa siirrellaan alkiota siten, etta pienet menevat
vasemmalle ja isot oikealle puolelle, yhdistamisvaihetta ei tarvita!

quick-sort(A,vasen,oikea)

1 if vasen<oikea

2 jako = partition(A,vasen,oikea)
3 quick-sort(A,vasen,jako)

4 quick-sort(A,jako+1,oikea)

e hallintavaihe tarkoittaa (useimmiten) rekursiivista kutsua, jolla ratkaistaan
alkuperaisen ongelman osaongelma
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Lomitusjdrjestdminen

e hajoittaminen vaan etsii taulukonosan puolen valin, eli operaatio on kevyt O(1)

e yhdistamisvaihe eli merge kdy molemmat puolikkaat ldpi ja vie aikaa O(k) jos
yvhdistettavien puolikkaiden yhteenlaskettu koko on k&

e yhdistdamisvaihe tarvitsee aputaulukon eli vie tilaa O(k)
e algoritmin aikavaativuuden selvittamisessda kannattaa miettia rekursiopuuta (s.

354-357)

— lasketaan rekursiivisen funktion rungon vieva aika (joka on kdytanndssa
sama kuin mergeen meneva aika) yhteen tasoittain

— jokaisen tason merget vievadt yhteenlaskien aikaa O(n)

— huomioidaan ettd tasojen lukumaara on logn + 1 jos taulukon koko on n (s.
356)

— tastd pdddytddn aikavaativuuteen O(nlogn)
— nyrkkisaanndn 6 suoraviivainen soveltaminen ei tassa riita silla eri
rekursiokutsujen viema aikamadara ei ole sama

e tilavaativuus:
11



— rekursion takia O(logn)

— merge-operaation O(n) kuitenkin dominoi tilavaativuutta



Pikajdrjestdminen

e hajoittaminen eli partition vie jakoalkiota pienemmadt taulukon vasemmalle ja
suuremmat oikealle puolelle (s 361-363)

— jakoalkio ja sen kanssa samansuuruiset alkiot tulevat yleensa taulukon
oikealle puolelle

e partition-operaatio kdy koko taulukonosan ldpi eli sen aikavaativuus on O(k) jos
hajoitettavassa taulukonosassa k alkiota

e yhdistamisvaihetta ei siis tarvita koska rekursiivisten kutsujen jdlkeen seka
vasen etta oikea puoli taulukosta jarjestyksessa ja pienet alkiot ovat kaikki
vasemmalla ja isot oikealla puolella

e jakoalkion valinta
— ratkaisee kuinka tasan jako menee

— jaon tasaisuuden takia paras valinta olisi jaettavan taulukonosan alkioiden
mediaani

— mediaanin valinta ei kannata silla se hidastaisi algoritmia liikaa

— hyva valinta "kolmen mediaani", ks s. 374
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e aikavaativuus:

— pahin tapaus: jos partition jakaa alkiota Idhes aina huonosti (toiselle
puolelle vain yksi tai muutama alkio), toimii algoritmi ajassa O(n?) s. 367

— keskimaadrin algoritmi toimii ajassa O(nlogn), keskimddrdisen tapauksen
aikavaativuusanalyysi ei kuulu kurssille

— algoritmin pahin tapaus on erittdin harvinainen

e tilavaativuuden ratkaisee rekursion syvyys
— keskimadrin O(logn)

— pahimmassa tapauksessa algoritmin perusversiossa O(n)

e kaytdnnossa pikajarjestamista kannattaa viritella, s. 374

Jdrjestdminen algoritmien esiprosessointivaiheena

e jarjesta ensin kasiteltavad data niin algoritmin jatkotoimet helpottuvat, esim.
— |h10 tehtavat 1 ja 2

— Kruskalin algoritmi
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Verkot

e solmujen joukko V, kaarien joukko E

— kaarien lukumadrddstd kaytetddn merkintad |V| ja solmujen lukumadarasta
£

e Kasitteet:
— suuntaamaton verkko, suunnattu verkko
— kaaripainot vai ei
— vierussolmu
— polku, sykli
— Saavutettavuus
— syklitdon verkko
— vahvasti yhtenainen verkko

— yhtendinen verkko

e esitystavat
— vieruslista

— vierusmatriisi
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Verkon ldpikdynti

e idea siis kayda kaikissa verkon solmuissa tai kaikissa lahtosolmusta s
saavutettavissa olevissa solmuissa

e verkoilla ei kaaripainoja tai kaaripainoja ei huomioida!

e algoritmit toimivat seka suunnatuilla etta suuntaamattomilla verkoilla

e leveyssuuntainen ldpikdynti (breath first search eli bfs)

edetaan taso kerrallaan, ensin vieraillaan lahtosolmun vierussolmuissa,
sitten vierussolmujen vierussolmuissa, . ..

merkataan solmut vierailluiksi (musta vari) jotta algoritmi ei jaa looppiin
selvittaa lyhimmat polut Iahtosolmusta muihin solmuihin

polun pituudella tarkoitetaan kaarien maaraa, kaaripainoja ei siis huomioida
algoritmissal
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syvyyssuuntainen ldpikdynti (depth first search eli dfs)

— edetaan polku kerrallaan

— merkataan solmut ensin |10ydetyksi (harmaa) ja lopulta kasitellyksi (musta)

— harmaat solmut ovat niita joista saavutettavien solmujen tutkiminen on
viela kesken

syvyyssuuntaisen lapikaynnin sovellukset:

— verkon syklittomyyden tarkastus: verkossa sykli jos ja vain jos etsinnan
aikana kohdataan harmaa solmu

— syklittdomadn verkon solmut voidaan jarjestdd dfs:n avulla topologisesti: kun
solmu muuttuu mustaksi, laitetaan se pinoon

— vahvasti yhtenadisten komponenttien selvittaminen

leveys- ja syvyyssuuntaista algoritmia voidaan siis soveltaa suuntaamattomiin ja
suunnattuihin verkkoihin

topologinen jarjestaminen ja vahvasti yhtenaisten komponenttien selvittaminen
mielekasta vain suunnatuille verkoille
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Verkkoalgoritmien aikavaativuus

e algoritmien aikavaativuus riippuu yleensda sekd solmujen lukumdardstd |V | ettd
kaarien lukumdaardstd |E)|

e tarkastellaan syvyyssuuntaista ldpikayntia

DFS(G,s)
1 for jokaiselle solmulle u € V
2 color[u] = white

3 DFS-visit(G,s)

DFS-visit(G,u)

4  color[u] = gray

5 for jokaiselle solmulle v € vierus[u]

6 if color[v]==white // solmua v ei vield |0ydetty
7 DFS-visit(G,v)

8 color[u] = black

e riveilld 1-2 suoritetaan for-looppi jokaiselle solmulle, eli |V| kertaa, forin
runko-osan vaativuus O(1), eli nyrkkisdaannon 5 (ks. kalvo 4) perusteella rivien
1-2 aikavaativuus on O(|V])

e rivin 3 aikavaativuus on nyrkkisaannon 4 perusteella sama kuin rekursiivisen
kutsun DFS-visit aikavaativuus
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e Mika on rekursiivisen kutsun DFS-visit aikavaativuus?

nyrkkisaantd 6 neuvoo laskemaan rekursiivisten kutsujen lukumadran ja
arvioimaan runko-osan suorittamiseen menevan ajan

rekursiivinen kutsu suoritetaan enimmillaan kerran jokaiselle solmulle, eli
kutsuja on |V| kappaletta

kutsu nimittain suoritetaan vain jos solmu on valkoinen ja jokainen
valkoinen solmu muuttaa heti kutsun tapahduttua varinsa

enta rekursiivisen metodin runko-osan vaativuus?

runko-osassa on kaksi vakioaikaista kdskya (rivit 4 ja 8) seka for-looppi,
jossa tutkitaan kasiteltavan solmun u vierussolmut

for-loopin suorituskerrat vaihtelevat jokaisen rekursiivisen kutsun osalta

yhteenlaskettuna kaikkien rekursiivisten DFS-visit-kutsujen aikana kdyddan
lapi jokaisen solmun jokainen vierussolmu

toisin sanoen for:eissa kayddan kaikki rekursiiviset kutsut huomioiden lapi
kaikki verkon kaaret

e jOS verkko on suuntaamaton, kaydaan jokainen kaari lapi molempiin suuntiin
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e kaikkien rekursiivisten DFS-visit-kutsujen runko-osien yhteenlaskettu
aikavaativuus on siis O(|V| + |E])

— |V| tulee rekursiivisten kutsujen lukumaddrastd

— |E| taas tulee kaikkien rekursiivisten kutsujen for-lauseiden runkojen
yhteenlasketusta suoritusmaardsta

— nyrkkisdaantda 6 ei voitu soveltaa suoraan, silla rekursiivisten kutsujen
vaativuus vaihtelee kutsuittain

e algoritmin rivit 1-2 siis vievdt aikaa O(|V]) ja rivi 3, joka sisdltda rekursiivisen

kutsun vie aikaa O(|V| + |E|)

e nyrkkisdannon 2 perusteella tamad on yhteensa O(|V| + |E|)
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jos verkon jokaisen solmun valilld on kaari, niin |E| = |V|?

— tdlldisessa tilanteessa leveyssuuntaisen lapikdynnin aikavaativuus voidaan
ilmaista pelkkien solmujen lukumaaran suhteen ja se on
O(VI+IE)) = o(VI+|V[]*) = O0(V]?)

tilanne on sama, jos verkossa on esim. jokaisesta solmusta kaari kolmasosaan
muita solmuja:
— nyt |B| = 3|V|?
— ja lapikaynnin aikavaativuus solmujen maadran suhteen on
O(V|+ |E]) = O([V|+3IV]?) = O(|[V]?)
jos taas kaaria on vahan, esim. korkeintaan 3 kaarta jokaisesta solmusta, on
[E| <3-[V]eli |[E|=0(V])
— lapikaynnin aikavaativuus voidaan ilmaista pelkkien solmujen maaran
suhteen ja se on O(|V| + |E|) = O(|V|+3-|V|]) =0O(V])

usein kaarten ja solmujen lukumadardn suhdetta ei tiedetd ja sen takia
aikavaativuus ilmaistaan molemmista riippuvalla ilmaisulla O(|V| + |E|)

lahes kaikkien kurssin verkkoalgoritmien aikavaativuusanalyysi etenee samaan
tyvliin, eli rekursion tai loopin analysoinnissa joudutaan huomioimaan kaikkien
kaarten lapikaynti
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Lyhimmadt polut

e Dijkstran algoritmi
— algoritmi tarkoitettu kaaripainollisille verkoille

— laskee lyhimman etaisyyden ja selvittaa lyhimman polun lahtosolmusta s
jokaiseen muuhun solmuun

— polun pituudella tarkoitetaan kaaripainojen summaa

— ei toimi jos kaaripainot negatiivisia

— toimii seka suunnatuilla etta suuntaamattomilla verkoilla

— nodattaa ahnetta periaatetta: etenee aina lahimpdan solmuun
— toteutuksesta saadaan tehokas kayttamadlla minimikekoa

— aikavaativuusanalyyssa tarkea muistaa, etta keko-operaatioiden vaativuus
on O(log|V]) jos keossa pahimmillaan |V| solmua
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e Floyd-Warshallin algoritmi
— algoritmi tarkoitettu kaaripainollisille verkoille

— laskee Ilyhimman etaisyyden ja selvittaa lyhimman polun kaikkien solmujen
valilla

— verkossa saa olla myds negatiivisia kaaripainoja

— verkossa ei kuitenkaan saa olla negatiivisia sykleja

— toimii seka suunnatuilla etta suuntaamattomilla verkoilla

— toimintaperiaate eroaa radikaalisti muista verkkoalgoritmeista

— kolme sisakkdista for-lausetta solmujoukon vyli, eli aikavaativuus ilmiselvasti
O(V®)

— kdyttdsd aputilaa O(|V]?)
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Minimaaliset virittdvdt puut

Mita tarkoitetaan virittavalla puulla? Enta minimaalisella virittavalla puulla?

Kasite minimaalinen virittava puu on mielekas vain yhtenaisille
suuntaamattomille kaaripainollisille verkoille

Primin algoritmi
— aloitetaan jostain solmusta

— lisataan virittavaan puuhun solmu kerrallaan toimien niin, etta aina
lahimpana puun ulkopuolella oleva solmu ja sen puuhun yhdistava kaari
lisataan seuraavaksi virittavaan puuhun

— aputietorakenteena minimikeko

Kruskalin algoritmi
— jarjestetdan kaaret painonmukaiseen jarjestykseen, kevein ensin

— otetaan kaaria mukaan jarjestyksessa siten, etta kaari hylataan jos se
muodostaa syklin (eli pdadtepisteet eivdt ole eri palassa)

— aputietorakenteena union-find (joka ei kovin tarked kokeen kannalta)

aikavaativuus molemmissa suunilleen sama, eli Prim O(|E|log |V|) ja Kruskal
O(|Ellog |E])
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Verkkoalgoritmit ongelmanratkaisussa

e Monet verkkoalgoritmeista ovat aika kompakteja ja niiden toimintaperiaate on
suhteellisen helppo ymmartaa

e aina ei ole kuitenkaan taysin selvaa, etta algoritmi toimii kuten halutaan ja
tarvitaan matemaattista analyysia algoritmien oikeellisuuden osoittamiseen

e toinen haastava asia on se, kuinka verkkoalgoritmeja sovelletaan
ongelmanratkaisuun

e Vvalilla soveltaminen on melko suoraviivaista

e joskus ongelman muuttaminen verkko-ongelmaksi vaatii jonkin verran
miettimista

e ja valilla vaaditaan epatriviaalia matematiikkaa
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