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Ldhdemateriaali

e [ama luentomateriaali on uudistettu painos kevdan 2010 kalvoista

e Viime kevaan kalvot perustuivat monilta osin kevaalla 2004 Kirjoittamaani
luentomateriaaliin, sen Matti Nykasen 2005-06 taydentamaan versioon seka
Jyrki Kivisen 2008 kirjoittamaan luentomateriaaliin

e (Osa kasiteltavista asioista perustuu Kirjaan

T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest, C. Stein: Introduction to
Algorithms. 3rd ed. MIT Press, 20009.

MyOs kirjan toinen painos on kayttokelpoinen.

e Cormenin kirja kattaa suurimman osan kurssilla kasiteltavista asioista ja onkin
suositeltavin teos, jos olet aikeissa ostaa jonkun Kirjan

e Suurin ero Cormenin painosten 2 ja 3 vadlilla on pseudokoodin esitysmuodossa.
Tdssa monisteessa kdytetadn kolmannen painoksen pythonmaista pseudokoodia



e T adrkein kurssilla kasiteltavista asioista jota Cormenissa ei ole ovat AVL-puut,
joihin hyva lahde on

M. A. Weiss: Data Structures and Algorithm Analysis in Java, 2nd ed.,
Addison-Wesley, 2007.

e Cormenin ulkopuolelta kurssilla kasitelladan myos ns. B4-puu, joka poikkeaa
jonkin verran Cormenissa esiteltavdsta B-puusta

e Joitakin lahinna verkkoalgoritmeihin liittyvia todistuksia on muotoiltu uudelleen
hiukan Cormenin raskaahkosta esitystavasta poikkeavasti, kdyttaen lahteina
mm. Seuraavia

A. Levitin: Introduction to The Design and Analysis of Algorithms,
Addison-Wesley, 2003.

J. Kleinberg, E. Tardos: Algorithm Design, Pearson Addison-\Wesley,
2006.

A. Aho, J. Hopcroft, J. Ullman : Data Structures and Algorithms,
Addison-Wesley, 1983.

e [3dssa mainittujen ohella aihepiirista 10ytyy runsaat maarat Kirjallisuutta ja
vaihtelevatasoista materiaalia internetista



1. Johdanto

e Kaikki epatriviaalit ohjelmat joutuvat tallettamaan ja kasittelemadan tietoa
suoritusaikanaan
e Esim. "puhelinluettelo":
— numeron lisays
— numeron poisto
— numeron muutos
— numeron haku nimen perusteella
— nimen haku numeron perusteella

— nimi-numero—parien tulostaminen aakkosjarjestyksessa

e sSuoritusaikana tiedot tallennetaan tietorakenteeseen



Tietorakenne

e tietorakenteella tarkoitetaan
— tapaa miten tieto tallennetaan koneen muistiin, ja

— oOperaatioita joiden avulla tietoa paastaan kayttamaan ja muokkaamaan

e joskus ldhes samasta asiasta kdytetddan nimitysta abstrakti tietotyyppi (ADT)

— tietorakenteen sisainen toteutus piilotetaan kayttajalta

— abstrakti tietotyyppi nakyy kayttdjille ainoastaan operaatioina minka avulla
tietoa kaytetaan

— abstrakti tietotyyppi ei siis ota kantaa siihen miten tieto on koneen muistiin
varastoitu



Esim. puhelinluettelo-ohjelmiston tietorakenne

e T[ietorakenteen operaatioita ovat ainakin seuraavat:

add(n,p) lisdd luetteloon nimen n ja sille numeron p
del(n) poistaa nimen n luettelosta

findNumber(n) palauttaa luettelosta henkildn n numeron
findName(p) palauttaa luettelosta numeron p omistajan
update(n,p) muuttaa n:lle numeroksi p:n

list() listaa nimi-numero -parit aakkosjarjestyksessa

e Seuraavassa oletetaan, etta yhdella henkilolla voi olla ainoastaan yksi
puhelinnumero



e tieto voisi olla talletettu suoraan taulukkoon
nimil nimi2 o nimix
numero numero numer

e tai taulukosta voi olla viitteitd varsinaisen nimi/numero-parin tallettavaan

Mmuistialueeseen
/ | \ \

nimil nimi2 nimix
numerol | numero2 numero

e Javaa kdytettdessa olisi luonnollista toteuttaa yksittdinen nimi/numero-pari
omana luokkana ja itse puhelinluettelo omana luokkana

Puhelinluettelon metodeina olisivat edellisen sivun operaatiot ja yhtena
attribuuttina taulukko viitteitda nimi/numero-pari-olioihin

e Taulukkoon perustuvat tietorakenteet ovat tehottomia puhelinluettelon
toteuttamiseen. Opimme kurssin kuluessa useita parempia tietorakenteita
(mm. hakupuut ja hajautusrakenteet) ongelman ratkaisemiseen.



Esim. miten 18ydetddn lyhin kahden kaupungin vdlinen reitti?

e tarkastellaan toisena esimerkkina aivan toisentyyppistda ongelmaa

Annettu: Suomen paikkakuntien valiset suorat maantie-etaisyydet
Kysymys: paljonko matkaa Helsingista Nuorgamiin?
Jatkokysymys: mikd on lyhin reitti Helsingista Nuorgamiin?

Helsinki
Helsinki—Lahti 106 km — Lahti
Helsinki—Turku 166 km — Heinola

Turku—Pori 138 km

Lahti—Tampere 127 km ;.Sodankyl'a

— Nuorgam

yht. 1328 km

Sodankyla—Nuorgam 368 km



e T[ilanteeseen sopiva tietorakenne on painotettu suuntaamaton verkko

Sodankyla

e Kysymyksessda on lyhimman polun etsiminen verkosta

e Jos puhelinluettelo toteutetaan taulukkoon perustuen, on kaikkien
operaatioiden toteuttaminen suoraviivaista

e sSen sijaan ei ole ollenkaan selvaa, miten l0ydetaan verkosta lyhin polku
tehokkaasti



Ongelma voitaisiin ratkaista raa’alla voimalla

kdyddan jdrjestyksessa lapi kaikki mahdolliset reitit kaupunkien valilla (eli
kaupunkien permutaatiot) ja valitaan niista lyhin

Ratkaisu on erittain tehoton: oletetaan etta on olemassa 30 paikkakuntaa =
30! =~ 2,7 - 1032 mahdollista reittig!

oletetaan, ettd kone testaa miljoona reittid sekunnissa = tarvitaan 8,5-1018
vuotta

Raakaan voimaan perustuva ratkaisu on siis kaytannossa kayttokelvoton

Kurssin loppupuolella esitetaan useampikin tehokas algoritmi lyhimpien
polkujen etsimiseen

Eras nadistd, ns. Dijkstran algoritmi kayttda itsessaan suorituksen apuna
keko-nimista tietorakennetta
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Y hteenveto

e T[ietorakenteita tarvitaan
— suurten tietomadrien hallintaan (puhelinluettelo)
— ongelmien mallintamiseen (kaupunkien vdliset minimaaliset etdisyydet)
— sekd myos algoritmien laskennan vdlivaiheiden kasittelyyn (minimaalisten
etdisyyksien etsimisessa Dijkstran algoritmin apuna keko)
e [ietorakenteet ja algoritmit liittyvat erottamattomasti toisiinsa:
— tietorakenteiden toteuttamiseen tarvitaan algoritmeja
— oikeat tietorakenteet tekevat algoritmista tehokkaan

e Tietty ongelma voidaan usein ratkaista eri tavalla, voi olla joko vaihtoehtoisia
tietorakenteita tai tiettyyn operaatioon vaihtoehtoisia algoritmeja

e Tilanteesta riippuu, mika ratkaisuista on paras
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Miksi pakollinen kurssi Tietorakenteet?

e Puhelinluettelo on erittain helppo toteuttaa Javan valmiiden
tietorakennetoteutusten (esim. Arraylist, HashMap, TreeMap) avulla

Miksi siis vaivautua opiskelemaan tietorakenteita 8 op:n verran?

e Vaikka tietorakennetoteutuksia on olemassa, ei niita valttamatta osata
hyodyntaa tehokkaasti ilman teoreettista taustatietamysta

Esim. kannattaako valita puhelinluettelon toteutukseen Arraylist, HashMap,
TreeMap vai joku muu Javan kokoelmakehyksesta |10ytyva tietorakennetoteutus

e Kaikiin ongelmiin ei |I0ydy suoraan valmista tietorakennetta tai algoritmia
ainakaan kielten standardikirjastojen joukosta

Esim. kaupunkien valisten lyhimpien reittien tehokas etsiminen ei onnistu Javan
valmiiden mekanismien avulla

e On siis hyva omata yleiskasitys erilaisista tietorakenteista ja algoritmeista, jotta
vastaantulevia ongelmia pystyy jasentamadan siina maarin, etta ratkaisun
tekeminen onnistuu tai lisdinformaation [6ytyminen helpottuu
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Voisi myos kuvitella, ettad tietokoneiden jatkuva nopeutuminen vahentaa
edistyneiden tietorakenteiden ja algoritmien merkitysta

Kuten lyhimpien polkujen esimerkista jo havaittiin, pienikin ongelma typerasti
ratkaistuna on niin vaikea, ettei nopeinkaan kone siihen pysty

Vaikka koneet nopeutuvat, kasiteltavat datamaarat kasvavat suhteessa jopa
enemmadn silla koko ajan halutaan ratkaista yha vaikeampia ongelmia (tekoadly,
grafiikka, ...)

Paradoksaalisesti laitetehojen parantuminen saattaa jopa tehda algoritmin
tehokkuudesta tarkeampaa:

algoritmien tehokkuuserot nakyvat yleensa selvasti vasta suurilla syotteilla ja
tehokkaat koneet mahdollistavat yha suurempien sydtteiden kasittelemisen.

Muuttuva ymparistd tuo myds uusia tehokkuushaasteita:

— moniytimisyyden vleistymisen mydta syntynyt kasvava tarve rinnakkaistaa
laskentaa

— mobiililaitteiden rajoitettu kapasitetti

— muistihierarkiat

— jne.

Talla kurssilla keskitytaan kuitenkin klassisiin perusasioihin
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Tietorakenteiden opiskelu on monella tavalla "opettavaista”

e Perustietorakenteet ovat niin keskeinen osa tietojenkadsittelytiedetta, etta ne
pitaa tuntea pintaa syvemmalta

e Tietorakenteisiin liittyvat perusalgoritmit ovat opettavaisia esimerkkeja
algoritmien suunnittelutekniikoista

e Tietorakenteita ja algoritmeja analysoidaan tasmallisesti: eli kaytetdan
matematiikkaa ja samalla myos opitaan matematiikkaa

e Nadistd taidoista hyodtya toisen vuoden kurssilla Laskennan mallit seka kaikilla
Algoritmit ja koneoppiminen -linjan kursseilla, joista erityisesti kurssia
Algoritmien suunnittelu ja analyysi voi pitaa Tiran "jatkokurssina"

e Algoritmeihin liittyvasta tasmallisesta argumentoinnista on hyotya tietysti myos
normaalissa ohjelmoinnissa, testaamisessa ym.

e Teoreettisesta lahestymistavasta huolimatta kurssilla on tarkoitus pitada myds
kaytantdo mielessa:

— miten opitut tietorakenteet ja algoritmit voidaan toteuttaa esim. Javalla?

— mika ohjelmointikielen tarjoamista valmiista tietorakenne- ja
algoritmitoteutuksista kannattaa valita oman ongelman ratkaisuun?
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Kurssin sisditd ja tavoitteet

e Ennen kuin menemme asiaan, tarkastellaan kurssin sisaltoa ja tavoitteita viela
korkealla tasolla

e Sisdltd ja asioiden kasittelyjdrjestys

Johdanto: algoritmien oikeellisuus, vaativuus, matemaattisia tyokaluja

. Perustietorakenteita: pino, jono ja lista, niiden toteutus ja kdayttaminen

. Hakupuut: eras tehokas tapa suurten tietomadrien organisoimiseen

. Hajautus: toinen tehokas tapa suurten tietomaddrien organisoimiseen

Keko: monien algoritmien kayttama hyodyllinen aputietorakenne

Jarjestaminen

No o r W N e

Verkot: tallettaminen, perusalgoritmit, polunetsintd, virittavat puut
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e Yleisemmin voidaan todeta, etta kurssilla etsitaan vastauksia seuraavanlaisiin
kysymyksiin:

— miten laskennassa tarvittavat tiedot organisoidaan tehokkaasti?
— miten varmistumme toteutuksen toimivuudesta?
— miten analysoimme toteutuksen tehokkuutta?
— millaisia tunnettuja tietorakenteita voimme hyddyntda?
e Oppimitavoitematriisi (ks. kurssisivu) madrittelee tarkemmin, mikd on
oleellisinta kurssilla.

— Sarake ldhestyy oppimistavoitetta maarittelee suunilleen arvosanaan 1
vaadittavan osaamisen tason

— Sarake saavuttaa oppistavoitteet maarittelee korkeimpiin arvosanoihin
vaadittavan oppimisen tason

e Osa asioista (erityisesti algoritmien ja tietorakenteiden toteuttaminen Javalla)
on sen luonteista, etta niiden hallinta osoitetaan kokeiden sijasta vain
laskareissa
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Algoritmien oikeellisuus

e yksi tapa toteuttaa puhelinluettelon operaatio add (taulukkototeutuksessa) on
lisdata uusi nimi-numero-pari aina taulukon ensimmaiseen tyhjaan paikkaan

e talloin operaation list yhteydessa nimet taytyy jdrjestdaa aakkosjdrjestykseen

e jarjestaminen on vleisemminkin tarkeadassa roolissa tietojenkasittelyssa ja
myohemmin kurssilla tarkastellaan muutamia tehokkaita jarjestamisalgoritmeja

e tarkastellaan nyt esimerkkina kurssilta Ohjelmoinnin Perusteet ehka tuttua
lisdysjarjestamista (insertion sort), pseudokoodina:

insertionSort(A)
for j = 2 to A.length
X = Al[]]
// viedaan A[j] paikalleen jarjestettyyn osaan A[1,... ,j-1]
= j—1
while i>0 and AJi]>x
Ali+1] = A[i]
= i—-1
Ali4+1] = x

oO~NOOT P~ WN

e huom: toisin kuin esim. Javassa, alkaa taulukon indeksdinti ykkosestad
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e toimintaideana algoritmissa on pitdda koko ajan taulukon alkupda A[1,...,7 — 1]
jarjestyksessa:

— alussa j == 2 eli alkupda sisdltaa vain yhden luvun

— while-loopissa siirretdan kohdassa j oleva luku oikeaan kohtaan alkupddn
jarjestyksessa olevaa osaa

— nain taulukon loppupaan luvut viedaan yksi kerrallaan alkupaan jarjestettyyn
osaan ja lopulta kaikki luvut ovat jarjestyksessa

e algoritmin toiminta esimerkkisyotteelld, keltaisella merkitty alkio A[j] = x jolle
etsitaan taulukon alkupaasta oikea paikka

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3
5| 2| 4] 6] 1| 3 2 5 4| 6| 1| 3 2 4| 5

N ) S

5 6
1| 3
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algoritmin toimintaidea voidaan ilmaista viela hiukan tasmallisemmin ns.
invariantin avulla:

for-lauseen jokaisen suorituksen alussa taulukon osa A[l,...,7 — 1] on
jarjestyksessd ja sisaltda alunperin taulukon osassa A[l,...,j — 1] olleet
alkiot

invariantteja voidaan kayttda algoritmin oikeellisuustodistuksissa

Jokin yllaolevan kaltainen vadittama osoitetaan invariantiksi nayttamalla, etta
1. invariantti on voimassa tultaessa ensimmaista kertaa toistolauseeseen

2. invariantti pysyy totena jokaisen toistolauseen rungon suorituksen jalkeen

askelien 1 ja 2 voimassaolosta seuraa se, etta jos invariantti on aluksi tosi,
pysyy se voimassa koko loopin suorituksen ajan

erityisesti invariantti on viela totta siinakin vaiheessa kun loopin suoritus loppuu

Jos invariantti on valittu jarkevasti, niin toistolauseen loppuminen yhdessa
invariantin voimassaolon kanssa takaa halutun lopputuloksen
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for-loopin alussa 3 = 2, joten invariantti

for-lauseen jokaisen suorituksen alussa taulukon osa A[l,...,j — 1] on
jarjestyksessd ja sisaltda alunperin taulukon osassa A[l,...,j — 1] olleet
alkiot
on voimassa, koska taulukon tarkasteltavassa osassa A[1l,...,1] on ainoastaan
yksi alkio.

for:in sisdlla oleva while vie taulukon alkion A[j] oikealle paikalleen taulukon
alkuosaan

— whilen jdlkeen alkuosa A[1,...,7] on jarjestyksessa

— taulukon loppuosaan A[j + 1,..., A.length] ei kosketa, eli alkuosassa ovat
selvasti tasmalleen ne alkiot, jotka olivat taulukossa alunperin osassa
All,..., 7]

for-lauseen rungon suorituksen jdlkeen siis on voimassa

taulukon osa A[1,...,j] on jarjestyksessa ja sisdltda alunperin taulukon
osassa Al[l,...,j] olleet alkiot

ja koska for lopussa kasvattaa j:n arvo yhdelld, on invariantti jdlleen voimassa

for-lauseen suorituksen loputtua 5 = A.length 4+ 1 ja koska invariantti pysyy
voimassa seuraa tdsta ettd A[1,..., A.length] on jdrjestyksessa ja sisdltaa
alunperin taulukossa olleet alkiot eli algoritmi toimii oikein
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koska kyseessa on for-lause, tieddmme varmasti, ettd sen suoritus paattyy (silla
oletuksella etta runko-osa ei jda silmukkaan!), sensijaan while-toistolause
saattaisi jaada ikuiseen silmukkaan

yvleisen toistolauseen tapauksessa on siis invariantin voimassa pysymisen lisaksi
naytettdva etta toistolause pysahtyy

edellisen sivun oikeellisuustodistuksen argumentaatio, erityisesti sen osalta
miksi invariantti sailyy totena for:in rungossa olevan while:n ansiosta, olisi
voitu tehda formaalimmin muotoilemalla while:lle oma invariantti

lilan detaljoidulla tasolla tapahtuva argumentaatio ei kuitenkaan liene tarpeen,
tarkeinta on ymmartaa tarkasti mita algoritmi tekee ja tehda paattelyt
tarvittavalla formaaliuden tasolla

Jos algoritmi koostuu perdkkaisita osista, joissa kaikissa on oma looppinsa,
tarvitaan kaikille loopeille omat invariantit. Yleensa myohempien looppien
invariantit perustuvat oleellisesti siihen tilanteeseen, johon algoritmin syote on
muotoutunut ensimmaisten looppien suorituksessa

21



Invariantin I8ytdminen

Invariantti siis ilmaisee jonkin asiain tilan, joka on voimassa koko loopin
suorituksen ajan

Invariantti tavallaan Kiteyttaa koko loopin toimintaidean

Algoritmin keksijalla onkin yleensa ensin mielessa invariantin kaltainen idea,
joka sitten ilmaistaan koodimuodossa

Jos halutaan todistaa algoritmin oikeellisuus invariantin avulla, on oleellista
|0ytaa sellainen invariantti, jonka avulla oikeellisuus voidaan paatella

Voitaisiin esim. nadyttdd, etta seuraava on lisdysjarjestamisen invariantti:

Jjokaisen for:in jokaisen suorituksen alussa taulukon osa A[l,...,7 — 1]
sisdltda alunperin taulukon osassa A[l,...,7 — 1] olleet alkiot

Tama invariantti ei kuitenkaan auta todistamaan ettd lisaysjarjestaminen
jarjestaa taulukon, joten se on lahes hyodytyn

Invarianttitodistuksissa lahes suurimmaksi haasteeksi osoittautuukin sopivan
invariantin loytaminen

Ilman syvallista ymmartamysta algoritmin toimintaperiaatteesta, on sopivaa
invarianttia lahes mahdoton |0ytaa
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Toinen invarianttiesimerkki

e tarkastellaan algoritmia tai metodia, joka etsii parametrina saamansa taulukon
suurimman arvon

suurin(A)

1 s = Al[1]

2 fori = 2 to A.length
3 if A[i] > s

4 s = A[i]

5 return s

e metodin toiminta perustuu sille, ettda muuttuja s muistaa taulukon alkuosan
alkioista suurimman

— alussa s saa arvokseen taulukon ensimmaisen alkion

— toistolauseessa verrataan tunnettua suurinta arvoa aina tutkittua aluetta
seuraavassa paikassa olevaan ja paivitetaan s:n arvo tarvittaessa

— lopulta on kayty lapi kaikki taulukon alkioit ja palautetaan s joka sisaltaa
koko taulukon suurimman alkion

e algoritmin ytimena olevan for-lauseen toimintaa siis kuvaa invariantti

s:n arvo on sama kuin suurin arvo taulukon osasta A[l,...,1— 1]
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e jOS haluttaan olla tasmallisia, pitaa viela todistaa etta edellinen todellakin on
invariantti:

— invariantti on for:in alussa tosi koska s = A[1] ja for:iin mentdessad i = 2 eli
tarkasteltava vdli on A[1,...,1]

— invariantti pysyy silmukan aikana totena silld jos uusi tarkasteltava alkio A[7]
on pienempi kuin s, on s:n edelleen suurin tunnettu, tai jos A[i] > s,
paivitetaan myos s

e kun for lopetetaan, on 7:n arvo A.length41, ja koska invariantti on edelleen
voimassa, seuraa siita, etta s:n arvo on sama Kuin suurin arvo taulukon osasta
A[l,...,n] missda n on taulukon pituus eli A.length, eli koko taulukosta

e Invarianttien idea saattaa tuntua aluksi kasittamattomalta. Invarianttien takia
el kuitenkaan kenenkaan kannata ruveta panikoimaan
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Invarianttitodistuksen ja matemaattisen induktion
samankaltaisuus

e Invarianttitodistus on melkein kuten induktiotodistus matematiikassa

1. Induktiotodistuksessahan naytetddn ensin ettd jokin vadittama P(n) pdtee
alussa, eli esim. arvolla n =0

2. Sen jdlkeen todistetaan, etta oletuksesta, ettda P(k) patee mielivaltaiselle
arvolle k seuraa P(k+ 1), eli vaittama patee my0Os arvolle k + 1

e Siis P(0) on tosi ja induktioaskeleen perusteella myds P(1). Tdsta taas seuraa
induktioaskeleen perusteella, ettda P(2) on tosi, jne. ..

e induktiotodistuksessa ei ole invarianttitodistuksen kolmatta osaa, joka sanoo,
etta loopin lopussa paadytaan haluttuun tulokseen silla induktiossahan
halutaan todistaa, etta tietty vaittama patee kaikilla arvoilla

e Esim. jarjestamisalgoritmin taas taytyy toimia oikein tietyn kokoiselle
taulukolle. Taulukon koon ei sindansa tarvitse olla rajattu.
Invarianttitodistuksessa kuitenkin tiedetdaan, etta taulukolla on joku koko, eli
"taulukon ulkopuolella" olevia lukuja ei tarvitse jarjestaa ja on oleellista, etta
loopin suorittaminen loppuu jossain vaiheessa
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Huomautuksia monisteessa kdytettdvdstd pseudokoodista

e Pseudokoodin kirjoitustapa on omaksuttu Cormenin Kirjan 3. painoksesta

e Kirjan toisen painoksen pseudokoodinotaatio poikkeaa paikoin uudesta
Kirjoitustavasta

e Pseudokoodin pitaisi olla ymmarrettavaa kaikille esim. Javaa opiskelleille
— kontrollirakenteina mm. tutut if, for ja while
— taulukon alkioita indeksoidaan []-merkinnadlld: A[:]

— monimutkaiset asiat esitetaan "oliona", jonka attribuutteihin viitataan
pistenotaatiolla tyyliin A.length, henkilo.nima,. ..

— metodien parametrien kdyttdytyminen kuten Javassa, eli yksinkertaiset (int,
double) arvona, monimutkaisista valitetaan viite

Tadstd seurauksena se, ettd monimutkaiseen parametriin (taulukko tai olio)
metodissa tehty muutos nakyy kutsujalle
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e Pseudokoodin eroavuuksia Javaan:
— taulukon paikkojen numerointi alkaa ykkdsesta
— loogiset konnektiivit kirjoitetaan and, or, not

— pseudokoodin for muistuttaa enemman Javan for eachia kuin normaalia
for-lausetta

— muuttujien, metodien parametrien tai paluuarvon tyyppeja ei maaritella
eksplisiittisesti

— lohkorakenne esitetaan sisennyksen avulla aivan kuten Pythonissa,
Javassahan lohkorakenne esitetdadan merkeilla { ja }

— pseudokoodi on epaolio-orientoitunutta: eli olioihin liittyy vain attribuutteja,
kaikki metodit ovat Javan mielessa staattisia eli saavat syotteet
parametreina

— Modernien skriptikielien tyyliin return voi palauttaa monta arvoa

— pseudokoodissa joitakin komentoja kirjoitetaan tarvittaessa englanniksi tai
suomeksi, tyvliin: vaihda muuttujien x ja y arvot keskenaan
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Algoritmien vaativuus
e Algoritmin tehokkuudella tai vaativuudella tarkoitetaan sen suoritusaikana
tarvitsemia resursseja, esim.
— laskentaan kuluva aika
— laskennan vaatima muistitila

— levyhakujen maara, tarvittavan tietoliikenteen maara, ...
e talla kurssilla tarkastellaan Iahinna aikavaativuutta ja joskus tilavaativuutta

e yleensa algoritmin suoritukseen kuluu sita enemman resursseja mita suurempi
syote on, esim. jarjestaminen vie ilmiselvasti aikaa enemman miljoonan kuin
tuhannen kokoiselle taulukolle

e resurssintarvetta kannattaakin tarkastella suhteessa algoritmin syotteen
kokoon, esim taulukkoja kasittelevien algoritmien tapauksessa syOtteen koko on
yvleensa taulukon koko

e Ei ole aina itsestaan selvad, mika on hyva valinta algoritmin syotteen kooksi

Myohemmin kurssilla huomaamme, etta Iyhimpien polkujen etsinnassa hyvaksi
arvioksi syOtteen koosta osoittautuu maantiekartastossa olevien kaupunkien
lukumaara seka kaupunkien valisten yhteyksien maara. Algoritmin vaativuus
riippuu siis molemmista naista.
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Ailkavaativuus tarkemmin ilmaistuna

e Algoritmin aikavaativuudella tarkoitetaan sen kayttamaa laskenta-aikaa
suhteessa algoritmin syOtteen pituuteen

— laskenta-aikaa mitataan kaytettyjen "pienehkojen'" aikayksikdiden maaralla

— yksinkertaisen komennon (esim. vertailu, sijoituslause, laskutoimitus tai if-,
while ja for-lauseiden ehdon testaaminen) suorittaminen vie vakiomaaran
tallaisia aikayksikoita

— sen Sijaan esim. mielivaltaisen kokoisen taulukon jarjestaminen ei onnistu
vakiomaadradlla aikayksikoita

e Aikavaativuus voidaan ilmaista funktiona, joka kuvaa sydtteen pituuden
algoritmin kayttamien aikayksikoiden maaraksi

e Jonkun algoritmin aikavaativuus syoOtteen pituuden n suhteen voisi olla esim.
T(n) = 2n?% 4+ 3n + 7, eli jos sydtteen pituus on 2, kuluttaa algoritmi aikaa 21
yksikkOa, jos taas syOtteen pituus on 100, kuluttaa algoritmi aikaa 20307
yksikkoa

e Kuten pian naemme, ei laskenta-aikaa yleensa ole mielekasta mitata talla
tarkkuudella
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Tilavaativuus tarkemmin ilmaistuna

e Algoritmin tilavaativuudella tarkoitetaan sen laskennassa kayttaman aputilan
maaraa suhteessa algoritmin syotteen pituuteen

Kaytettya aputilaa mitataan muistipaikoissa

Voidaan ajatella, etta muistipaikka on sen kokoinen tila, johon voidaan
tallettaa totuusarvo, merkki, joku luku (int, long, double ) tai olioviite (eli
kdytdnndssa muistiosoite)

oleellista on, etta tallainen muistipaikka on rajatun kokoinen, esim.
tietokoneessa 64:lla bitilla esitettava

esim. taulukkoa ei voi tallentaa yhteen muistipaikkaan

yhteen taman maaritelman mukaiseen muistipaikkaan ei voi tallettaa
mydskaan esim. Javan tarjoamaa rajattoman kokoista BigInteger-tyyppista
arvoa

rajattoman kokoisen luvun viema talletustila nimittain riippuu luvun
pituudesta, eli mielivaltainen tadllainen luku ei voi mahtua mihinkdaan
kiintean kokoiseen muistipaikkaan
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e Aikavaativuuden tapaan myds tilavaativuus voidaan esittaa funktiona, joka
kuvaa syOtteen pituuden algoritmin laskennan apuna kayttamien
muistipaikkojen maaraksi

e Algoritmin syOtetta ei lasketa mukaan tilavaativuuteen, eli jos algoritmi saa
syOtteenkseen taulukon jonka koko on n, ei taulukon koolla sinansa ole
merkitysta algoritmin tilavaativuuteen

e MyOskaan algoritmin koodia ei huomioida tilavaativuuteen millaan tavalla
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Voimme analysoida algoritmin resurssien tarvetta
— parhaassa tapauksessa

— keskimaaraisessa tapauksessa

— pahimmassa tapauksessa

Paras tapaus ei yleensa kiinnosta, silla lahes kaikki algoritmit toimivat
parhaassa tapauksessa hyvin

Keskimaadraisen tapauksen analyysi taas on teknisesti usein vaikea suorittaa ja
vaatii tekemaan algoritmin syOtteesta oletuksia, jotka eivat ehka ole voimassa
Keskitymmekin kurssilla pahimman tapauksen analyysiin

— tiedamme ainakin mihin on varauduttava

— usein keskimaaraiset tapaukset suunnilleen yhta vaikeita kuin pahimmatkin
(esim. lisdysjdrjestamiselld)

— monilla algoritmeilla pahimmat tapaukset yleisia

Pahimman tapauksen analyysi antaa useimmiten varsin hyvan kuvan algoritmin
vaativuudesta. Muutamia poikkeuksiakin on, kuten tulemme huomaamaan
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Taulukon suurimman alkion selvittdvdn algoritmin aikavaativuus
monimutkaisesti laskettuna

e Oletetaan etta rivin 7 suorittaminen kestaa c¢; aikayksikkda. Seuraavassa on
merkitty kullekin koodiriville sen vievien aikayksikdiden maara seka tieto kuinka
monta kertaa rivi suoritetaan

aika suorituskertojen maara

1 s = A[1] c1 1

2 // s taulukon alkuosan pienin 0 1

3 fori= 2 to A.length c3 n

4 if A[i] > s ca n—1

5 s = Ali] cs 0...n—1
6 return s C6 1

e huom: rivi 3 suoritetaan n kertaa, silla for-ehndon meneminen epatodeksi (2
kasvaa arvoon A.length-+1) aiheuttaa yhden suorituskerran

e rivin 5 suorituslukumaara siis riippuu algoritmin syOtteesta
— jos jo ensimmainen luku on suurin, ei rivia suoriteta kertaakaan

— pahimmassa tapauksessa, eli jos alkiot ovat suuruusjarjestyksessa,
suoritetaan rivi n — 1 kertaa

e nyt voimme laskea kuinka kauan suoritukseen kuluu summammalla rivit
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kaytetdadan merkintdd T'(n) suoritusajasta syotteelld, jonka pituus on n

laskemalla kuvasta rivien suoritusaikojen summa saamme:

T(n)=ci1+can+ca(n—1) 4+ csx + co
rivin 5 suorituskertoja on merkattu x:lla, ja siis patee 0 <x<n-—1

Yleensa algoritmien analyysissa ollaan kiinnostuneita pahimmasta tapauksesta,
talloin rivi 5 suoritetaan n — 1 kertaa, eli edellinen sievenee muotoon

T(n) =(ca+ca+cs)n+c1+cs—ca—cs

Jjos ajatellaan toteutetun algoritmin suorittamisen viemda aikaa, vakiot c1,...,ce
riippuvat ohjelmointikielestd, kaytettdvasta laitteistosta, laitteiston
kuormituksesta ym. itse algoritmin tehokkuutta ajatellen toisarvoisista seikoista

unohdetaan konkreettiset vakiokertoimet ja merkitdadn T'(n) = an + b joillain
vakioilla a ja b eli T(n) on lineaarinen funktio syOtteen pituuteen n ndhden

Taulukon suurimman alkion etsiminen toimii lineaarisessa ajassa syoOtteen
pituuteen nahden:

syOtteen koon kaksinkertaistuminen kaksinkertaistaa algoritmin suoritusajan

Kuten pian naemme, on ikavat vakiot tapana "unohtaa" kokonaan ja merkita
aikavaativuus seuraavasti: T'(n) = O(n).
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Algoritmien vaativuusluokat

e Algoritmien vaativuuden arvioinnissa vakiot, kuten edellisten sivujen a, b ja
c,ci,...,c6 Ovat ohjelmointikieli- ja suoritusympadaristOkohtaisia

e jatkossa arvioimmekin algoritmien vaativuutta karkeammin, ainoastaan
luonnehtimalla mihin vaativuusiuokkaan algoritmi kuuluu

e Edella totesimme etta taulukon suurimman alkion etsiminen toimii lineaarisessa
ajassa syotteen pituuteen nahden, merkitsimme tata T'(n) = O(n)

e [apana on siis "unohtaa" vakiokertoimet seka vahemman merkitsevat osat ja
olla kiinnostunut ainoastaan onko algoritmin vaativuus esim. lineaarinen,
neliollinen, . ..

e Maarittelemme hetken kuluttua tarkemmin mita vaativuusluokilla
Mmatemaattisessa mielessa tarkoitetaan. Ennen sita viela perustellaan, miksi
tallainen karkea jaoittelu on mielekasta
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e Yleisesti esiintyvia vaativuusluokkia joihin algoritmien tehokkuus luokitellaan ei
itseasiassa ole kovin suurta maaraa

Mielenkiintoiset vaativuusluokat helpoimmasta vaativimpaan
— O(1) vakio
— O(logn) logaritminen
— O(n) lineaarinen
— O(nlogn)
— O(n?) nelidllinen
— O(n3), O(n*) jne. polynominen
— O(2"), O(3") jne. eksponentiaalinen
e Polynomisten ja eksponentiaalisten algoritmien skaalautuvuudessa on
merkittava ero:

— Eksponentiaaliset ovat kdaytanndllisia vain pienillda (n suunnilleen joitakin
Kymmenia tai maksimissaan satoja) syotteilld. Esim. nelidllinen algoritmi
selvida viela miljoonienkin kokoisista syOtteista

e Huom: kun tietojenkasittelija merkitsee logn tarkoitetaan silloin yleensa
kaksikantaista logaritmia eli log>, n
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Onko algoritmien vaativuuden luokittelu vaativuusluokkiin
perustuen mielekds?

e Kuten pian naemme, asken esitelty lisaysjarjestaminen toimii pahimmassa
tapauksessa nelidllisesti eli ajassa T'(n) = O(n?)

e Kurssin aikana tutustumme muutamiin pahimmassa tapauksessa ajassa
T(n) = O(nlogn) toimiviin jarjestamisalgoritmeihin (lomitus- ja
kekojdrjestaminen)

e Vaativuusluokka siis "unohtaa'" kertoimet algoritmin vaativuutta kuvaavasta
funktiosta. Onko ndin saatu luokittelu mielekas?

e Oletetaan, etta lisaysjarjestaminen on toteutettu erittain optimaalisesti ja sen
tarkkaa suoritusaikaa kuvaa funktio T}, = 2n2, eli vaikiokerroin olisi vain 2

ja ettd aloitteleva ohjelmoija on toteuttanut ajassa O(nlogn) toimivan
lomitusjarjestamisen melko epdoptimaalisesti, ja toteutuksen tarkkaa
suoritusaikaa kuvaa funktio 1j,, = 50nlogn

e Jos sydte on pienehkd (luokkaa n<200), toimii lisdysjdrjestaminen nopeammin

e Koska nykyiset tietokoneet ovat erittdin nopeita, ei pienen sydbtteen (n<200)
suoritusajalla ole merkitysta edes huonosti toteutetulla algoritmilla
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Entd isot syotteet? Oletetaan, ettd jarjestettavana on miljoonan kokoinen
taulukko

Oletetaan, etta lisaysjarjestaminen suoritetaan koneella NOPEA, joka suorittaa
10° komentoa sekunnissa

ja lomitusjarjestaminen suoritetaan koneella HIDAS, joka suorittaa ainoastaan
10°% komentoa sekunnissa. NOPEA on siis 1000 kertaa nopeampi kone kuin
HIDAS

Nyt kone NOPEA jarjestda hyvin toteutetulla O(n?) ajassa voimivalla
lisaysjarjestamisella luvut 20000 sekunnissa eli reilussa 5.5 tunnissa

Tuhat kertaa hitaampi kone HIDAS jdrjestaa epaoptimaalisesti toteutetulla,
mutta ajassa O(nlogn) toimivalla lomitusjarjestamiselld 1163 sekunnissa, eli
alle 20:ssa minuutissa

Jos jarjestettavan taulukon koko olisi 100 miljoonaa, olisi ero viela radikaalimpi,
lisaysjarjestamisella kuluisi aikaa 23 paivaa mutta lomitusjarjestaminen selviaisi
alle neljassa tunnissa

Eli kuten huomaamme, suurilla sybtteilld kahden vaativuusluokan vdlilld on
ratkaiseva ero vakiokertoimista huolimatta
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Funktioiden kertaluokat

e Maaritellaan nyt matemaattisesti, mita tarkoitetaan esim. merkinnalla
T(n) = O(n?).

e Tarkastellaan funktioita f .:N—R jag: N—=R

e Sanotaan ettd f kuuluu kertaluokkaan O(g) jos on olemassa vakiot d > 0 ja ng
siten ettd kaikilla n > ng ehto 0 < f(n) < dg(n) on voimassa.

e eli f kuuluu kertaluokkaan O(g) jos ja vain jos voimme valita
— jonkin kertoimen d
— ja kohdan ng lukusuoralta
siten ettd tdman kohdan jalkeen funktion f(n) kuvaaja pysyttelee funktion
dg(n) kuvaajan alapuolella

e tdlloin merkitddan f = O(g)
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e intuitiivinen tulkinta: jos f on ohjelman resurssitarvetta kuvaava funktio ja
f = 0O(g), niin

— tarpeeksi suurilla syotepituuksilla n > ng
— toteutuskohtaisiin vakioihin d menematta

resurssitarpeiden yldaraja on g

e Esim. 2n° +3n+7 = O(n?) sillda 2n? + 3n + 7 < 2n? + 3n? + 7n? = 12n? jos
n > 1. Eli maaritelman mukaisiksi vakioiksi voidaan valita d = 12 ja ng = 1.

e Palataan sivun 33 taulukon suurimman alkion selvittavaan algoritmiin.

— pahimmassa tapauksessa algoritmi kulutti aikaa

T(n) (ca+ca+cs)n~+c1+ce —ca—cs

< (ea+ca+cs+c1+cs—ca—cs)n
= O(n)

silla vakioksi voidaan valita d =c3+ca+cs+c1+cg—ca—cs5 jang=1

e Jatkossa tulemme analysoimaan algoritmeja O-merkinnan tarkkuudella
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e Kannattaa huomata, etta maaritelman mukaan mille tahansa vakioarvoiselle
funktiolle f(n) on voimassa f(n) = O(1).

Jos esim. f(n) = 123, niin f(n) <123 x 1, eli vakiot on valittu seuraavasti:
d= 123 jang =20

e O-merkintaa kaytetdan ylarajan esittamiseen

— jos jonkin algoritmin pahimman tapauksen vaativuus on esim. O(n3) ei se
valttamatta tarkoita ettd pahin tapaus toimii ajassa dn3 jollekin d, vaan
ettd algoritmi ei toimi ainakaan huonommin kuin ajassa dn3

— Esim: koska n = O(n®), voidaan merkitd ettd taulukon suurimman alkion
etsivdn algoritmin aikavaativuus on esim. O(n°) mutta tama ei tietenkddn
ole kovin jarjevaa

— mielekdsta onkin etsia pieninta mahdollista argumenttifunktioita f, jolla
algoritmin vaativuus on O(f)
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vaihtoehtoisesti voidaan esittad vaativuudelle alaraja, ja talloin kaytossa
merkinta 2

f = (g) jos on olemassa vakiot d > 0 ja ng siten ettd kaikilla n > ng ehto
0 <dg(n) < f(n) on voimassa

Esim: 2n? 4+ 3n+7 = Q(n?) silla kun n >0, on 2n?+3n+7 > 2n? jos n > 1.
Eli voidaan valita madritelman mukaisiksi vakioiksi d =2 ja ng =1

n? on siis funktion 2n2 + 3n 4+ 7 ala- ja ylaraja

Jos algoritmin yla- ja alaraja vaativuudelle on sama, eli kyseessa on tarkka
arvio, voidaan kdyttad omaa merkintatapa:

g on seka yla- ettd alaraja f:lle, merkitaan f = ©(g), jos ja vain jos f = O(g) ja
f=(g)

— nyt olemassa vakiot di ja do siten ettda funktio f(n) jaa kuvaajien dig(n) ja
drg(n) valiin

— f kayttaytyy oleellisesti samoin kuin g, toisin sanoen f:lla sama
asymptoottinen kasvunopeus kuin g:lla

seuraavat kuvat valaisevat asymptoottisten merkintdjen eroja

42



f(n) = O(g(n)) f(n) =Q (9(n)) f(n) = (g(n))

d g(n) d,9(n)
| f(n) | f(n) | f(n)
| . . d, g(n)
: n : n : n
n0 n0 n0

valtaosassa algoritmikirjallisuutta algoritmien vaativuudet ilmaistaan "ison
oon'", eli merkinnan O avulla

Kuten pari sivua sitten todettiin, O ilmaisee oikeastaan ainoastaan funktion
kasvun asymptoottisen yldrajan, ja merkintda voidaan '"vaarinkayttaa'", esim.
sanomalla etta lisdysjarjestamisen aikavaativuus on O(n>)

tallaisen harhaan johtavan kayton voi ehkaista kayttamalla tarkempaa
merkintaa ©, joka siis rajaa funktion seka yla- etta alapuolelta. Cormenin
Kirjassa on tapana kdyttad pdaosin ©-merkintad

Alarajaa merkitseva 2 ei esiinny kdytanndssa kovinkaan usein
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Aika- ja tilavaativuusanalyysi kdytdnnossd

e Kaytannon algoritmianalyysissa seuraavassa esiteltavien nyrkkisadantdjen
soveltaminen on avainasemassa

— saannoOt perustuvat s. 39-43 matemaattiseen kalustoon, ja
— tuottavat saman vastauksen kuin s. 33-34 tyylinen tarpeettoman tarkka
analyysi
e kolme ensimmaista aikavaativuusanalysoijan nyrkkisaantod

— yksinkertaisten kaskyjen (sijoitus, vertailu, tulostus, laskutoimitukset)
aikavaativuus vakio eli O(1)

— perakkadin suoritettavien kaskyjen aikavaativuus on sama kuin kaskyista
eniten aikaavievan aikavaativuus

— ehtolauseen aikavaativuus on O(ehdon testausaika + suoritetun
vaihtoehdon aikavaativuus)
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e tarkennus ja perustelu edellisen sivun toiselle saannolle:

Jos Si:n aikavaativuus on fi(n) ja Sz:n aikavaativuus on fz(n), niin
perdkkdin suoritettuna niiden aikavaativuus on O(fi1(n) 4+ f2(n))

tdma on helppo nayttaa maadritelmadsta lahtien, mutta on myos
intuitiivisesti selvaa, ettad perdkkaisten kaskyjen suorituksen vieva aika on
samaa suuruusluokkaa kuin kaskyjen suoritusajan summa

summat yksinkertaistuvat, eli O(fi1(n) + f2(n)) = O(mazx{f1(n), f2(n)})

tama johtuu siita, etta S1 ja S, perdkkdin suoritettuna vie korkeintaan
saman verran aikaa kuin komennoista hitaampi 2 kertaa suoritettuna

edellista kahta saantba voidaan soveltaa toistuvasti: kaskyjonon
S1,52,...,S aikavaativuus on O(f1 + ...+ fr) = max{O(f1),...,O(fr)}, jos
kaskyjonon pituus ei riipu syoOtteen pituudesta

e edellisista seuraa, esim etta usean perdakkdisen yksinkertaisen kdskyn
suorituksen aikavaativuus on siis vakio eli O(1)
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e tarkastellaan seuraavaa metodia:

insertionSmaller(A) // A on kokonaislukutaulukko

1 x = readInt() // luetaan sybte kayttdjalta

2 y = readInt() // luetaan toinen syOte kadyttajalta
3 z = readInt() // luetaan kolmas sybte kayttdjaltd
4 n = A.length

5 if x<y and x<z

6 smallest = x

7 elsif y<z

8 smallest = vy

9 else

10 smallest = z

11 A[1l] = smallest
12 A[n] = smallest

e tilavaativuus on selvasti vakio O(1), silla riippumatta sydtteend olevan taulukon
A koosta, metodi kayttaa neljaa apumuuttujaa

e enta aikavaativuus?
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Merkitaan S;_;:lla rivilta ¢ riville j muodostuvaa osaa koodista.

Syobte, sijoitus ja vertailukdskyjen aikavaativuus vakio eli O(1). Perdkkdin
suoritettavien kdskyjen vaativuuden sdaanndn perusteella Si_4 ja S11-12
aikavaativuus myos O(1)

Huomioi, etta myos taulukon kasittely on vakioaikaista silla sijoitus tapahtuu
taulukon pituudesta riippumatta aina ensimmaiseen ja viimeiseen paikkaan

Rivin 5 ehtolauseessa on kaksi vakioaikaista testia, joten ehtojen testaus
vakioaikainen. Ehdon toteutuessa suoritetaan vakioiaikainen operaatio. Jos
rivin 5 ehto epatosi, suoritetaan rivi 7, joka myos selvasti onnistuu vakioajassa.
Eli Ss_10 aikavativuus O(1).

On siis todettu, etta metodi koostuu kolmesta perakkdin suoritettavasta osasta
S1_4, Ss_10 ja S11-12 joiden kaikkien aikavaativuus on O(1)

Soveltamalla perakkdisten kdaskyjen sadantdd, saadaan paateltya, etta koko
metodin aikavaativuus on O(1)

Eli toisin sanoen, metodin aikana suoritetaan vakiomaadra kaskyja riippumatta
sen syOtteend olevan taulukon A koosta

Nadin yksinkertaisen koodin aikavaativuuden analysointiin ei yleensa kayteta nain
paljoa vaivaa. Todetaan ainoastaan, etta on ilmeista etta koodin aikavaativuus
on O(1). Alussa joitain asioita on kuitenkin hyodyllista kdyda lapi liiankin
seikkaperaisesti
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e kannattaa huomata, etta vakioajassa toimivassa algoritmissa ei valttamatta
suoriteta aina samaa maaraa komentoja:

insertionIfNonzero(A, x) // A on kokonaislukutaulukko
n = A.length
if x 20 A n>3

A[n-3] = X

A[n-2] = X

A[n-1] = X

A[n] = x

OO0, WN K

e jOS parametri on x on nolla, ei riveja 3-6 suoriteta, eli riippuen X:n arvosta
komentoja suoritetaan joko 2 tai 6 kpl

e Suoritettavien komentojen mddra pahimmassa tapauksessa on 6, eli
rilppumaton toisen parametrin eli taulukon A koosta

e koska komennot ovat yksinkertaisia komentoja, on pahimmassa tapauksessa
suoritettavan kdskyjonon 1-6 vaativuus O(1)

48



e neljas nyrkkisaanto, aliohjelman suorituksen aikavaativuus:

jos koodissa kutsutaan aliohjelmaa, on huomioitava aliohjelman suorituksen
aikavaativuus, joka on O(parametrien evaluointiaika 4+ parametrien sijoitusaika
+ aliohjelman kaskyjen suoritusaika)

readInt()
readInt()
readInt()

N A.length

smallest = min(x, vy, z)
A[l] = smallest

A[n] = smallest

N < X
Al

~NOoO O WN

in(x,y,Xx)
if X<y and x<z
return x
elsif y<z
return = vy
else
return = z

CDU'I-P(JOI\DI—‘B

e aliohjelman min aikavaativuus selvasti O(1)

e ohjelma koostuu perdkkdisista O(1) osista, eli sen aikavaativuus O(1)
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e Vviides sdantd: looppeja sisaltavan algoritmin aikavaativuuden arvioiminen
— arvioi sisimman loopin runko-osan aikavaativuus: O(runko)
— arvioi kuinka monta kertaa sisin looppi yhteensa suoritetaan: lkm

— aikavaativuus on O(lkm x runko)

find(A,x) // A on kokonaislukutaulukko ja x etsittava luku

1 i=1

2 while i < A.length
3 if A[i] == x

4 return true
5 = i4+1

6 return false

loopin runko koostuu vakioaikaisista komennoista, eli runko vie O(1)

e runko suoritetaan pahimmassa tapauksessa (etsittdva ei ole taulukossa tai se
on viimeisend) taulukon pituuden verran

jos merkitdaan taulukon pituutta n:lld, on loopin vaativuus O(n x 1) = O(n)

e koko aliohjelman vaativuus siis O(n) koska loopin ulkopuoleiset rivit 1 ja 6
vakioaikaisia ja looppi dominoi aikavaativuutta

e tilavaativuus on vakio silla vain 1 apumuuttuja kaytossa
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Esimerkin metodin aika- ja tilavaativuudet ovat niin ilmeisia, etta yleensa niita
el jaksettaisi nadin tarkkaan analysoida

Edellisen esimerkin sisaltaman while-loopin aikavaativuus oli helppo laskea silla
whilen runko-osan suoritusaika on jokaisella suorituskerralla sama

sisakkaisten looppien tapauksessa analysointi ei yleensa ole nain yksinkertaista,
silla sisemman loopin suorituskertojen maara riippuu usein ulomman loopin
looppimuuttujasta

yleisen looppeja sisdltavan algoritmin aikavaativuuden laskemiseen ei ole
olemassa oikeastaan mitaan yleispdtevaa hyodyllista saantda

paras strategia lienee yrittdd arvioida sisimman loopin runko-osan (joka on
yleensd vakioaikainen) suoritusten lukumadrad suhteessa sydtteen pituuteen
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Esimerkki: Kuplajdrjestdminen

bubbleSort(A)

1

~NOoO O WN

fori = nto 2 // i:n arvo aluksi n eli taulukon pituus, i pienenee toistoissa 2:n asti
forj =1 to i—1
if A[j] > A[j+1]
// vaihdetaan A[j]:n ja A[j4+1]:n sisdltoa

apu = A[j]
Alll = Ali+1]
Alj+1] = apu
e Invariantti:
Taulukon osa Ali+ 1,...,n] jarjestyksessa ja jarjestetyn osan alkiot vahintdan
yhta suuria kuin osan A[1,...,i] alkiot

— alussa + = n eli loppuosa on tyhja ja invariantti siis voimassa

— invariantti pysyy totena jokaisen ulomman for-lauseen rungon suorituksen
jalkeen: ensin kohtaan A[:] vieddan alkuosan suurin alkio, sitten 7:n arvo
vahenee yhdella

— lopuksi 2 = 2 eli invariantista seuraa

taulukon osa A[2,...,n] jarjestyksessd ja jdrjestetyn osan alkiot vahintdaan
yhtd suuria kuin paikan A[1] alkio

siis koko taulukko jarjestyksessa
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e sisemman For-silmukan runko sisaltaa valinnan ja vakioajan vievia
sijoitusoperaatioita. Runko on siis vakioaikainen, eli vaativuudeltaan O(1)

e Kuinka monta kertaa runko suoritetaan?

— ensimmaiselld sisemman silmukan suorituskerralla : = n eli 5 saa arvot
valilta 1...n — 1. Runko siis suoritetaan n — 1 -kertaa

— Seuraavalla kerralla : =n — 1 eli 5 saa arvot vdlilta 1...n — 2, joten runko
suoritetaan n — 2 -kertaa

— Seuraavaksi 1 = n — 2 eli 5 saa arvot vdlilta 1...n — 3, joten runko
suoritetaan n — 3 -kertaa

— lopulta ¢+ = 2 ja 5 saa endd arvon 1 eli runko suoritetaan ainoastaan kerran

n

— runko suoritetaan siis14+2+4+...+n—-1= > i—n= %n(n—l— 1) — n kertaa,
i=1
eli aikavaativuus O(n?)

e Huom: analyysi hyddyntdd tuttua summakaavaa 14+2...4+n= > i= %n(n—l— 1)
1=1
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Esimerkki: Lisdysjdrjestdmisen aikavaativuus

e Algoritmi on siis seuraava:

insertionSort(A)
for j = 2 to A.length
x = Alj]
// viedaan A[j] paikalleen jarjestettyyn osaan A[1,... ,j-1]
= j—1
while i>0 and AJi]>x
Ali+1] = AJi]
= i—1
Ali+1] = x

O~NOOT P WN

e cli toimimme jalleen seuraavasti:
— arvioi sisimman loopin runko-osan aikavaativuus: O(runko)
— arvioi kuinka monta kertaa sisin looppi yhteensa suoritetaan: lkm

— aikavaativuus on O(lkm x runko)
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sisemmadn loopin runko-osan aikavaativuus selvasti O(1)

kuinka monta kertaa sisempi looppi suoritetaan? merkitadan seuraavassa
taulukon A pituutta n:lla

toisin kuin kuplajarjestamisessd, sisemman loopin suorituskertojen maara ei ole
sama jokaisella syotteella

jos taulukko on valmiina jarjestyksessad, ei sisempdd toistoa (while) suoriteta
kertaakaan, eli ulomman toiston (for) runko-osa vie siind tapauksessa
vakiomaadran aikaa

eli parhaassa tapauksessa algoritmi toimii kuten sisempda whilea ei olisi ja
for:in O(1) runko suoritetaan n — 1 kertaa

lisdysjdrjestamisen parhaan tapauksen aikavaativuus siis O(n)
yleensa parhaan tapauksen aikavaatimus ei ole kovin kiinnostava

jarjestamisalgoritmit muodostavat joskus poikkeuksen, silla tietyissa tilanteissa
saattaa olla niin, ettd jarjestamisalgoritmin syote on aina lahes valmiina
jarjestyksessa

talloin lisaysjarjestaminen toimii aina erittain nopeasti vaikka sen pahimman
tapauksen aikavaatimus ei olekaan Kilpailukykyinen parhaiden algoritmien
kanssa
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e pahimmassa tapauksessa (taulukko kddnteisessa jarjestyksessd) sisempi while
joutuu viemadan alkion A[j] joka kerta paikkaan A[1] asti

e sisemman loopin suorituskertojen maadra riippuu ulomman loopin muuttujan j
arvosta, tarkemmin ottaen sisempi looppi suoritetaan pahimmassa tapauksessa
joka kerta 5 — 1 kertaa

— aluksi j = 2 eli sisemman loopin runko suoritetaan kerran

— sitten j = 3 ja sisemman loopin runko suoritetaan 2 kertaa

— lopulta j = n ja sisemman loopin runko suoritetaan n-1 kertaa

— sisemman loopin runko siis suoritetaan pahimmassa tapauksessa yhteensa

n

1+24...+n—-1=Yi—n=2Iin(n+ 1) —n kertaa
=1

e lisdysjarjestamisen pahimman tapauksen aikavaativuus siis O(n?)

e valitettavasti algoritmi toimii myds keskimdarin ajassa O(n?), eli ei ole
normaalilla syotteilla Kilpailukykyinen myohemmin kurssilla esiteltavien
algoritmien (keko- lomitus- ja pikajdrjestaminen) kanssa

e algoritmi kayttdda kolmea apumuuttujaa, eli tilavaativuus vakio O(1)
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kuudes saanto: rekursiota kayttavien algoritmien aikavaativuuden arvioiminen
etenee hyvin samaan tyyliin kuin looppeja sisaltavien algoritmien analyysi

— arvioi pelkdn rekursiivisen aliohjelman runko-osan aikavaativuus: O(runko)
— arvioi kuinka monta kertaa rekursiokutsu yhteensa suoritetaan: lkm

— aikavaativuus on O(lkm x runko)

esim. tulostetaan taulukon sisaltd kaanteisesti rekursiivisen metodin avulla

recPrint(A,i)

1 if i > A.length
2 return

3 recPrint(A,i+1)
4 printin( AJi] )

tama on tietenkin typera tapa taulukon kaanteiseen tulostamiseen, mutta saa
kelvata vksinkertaisena esimerkkinad rekursiosta
Pelkdn rungon aikavaativuus vakio O(1)

Jos taulukon koko on n tehdaan rekursiivisia kutsuja n + 1, eli algoritmin
suorituksen aikavaativuus on O(n)
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e toimintaperiaate:

metodia kutsutaan recPrint(A,1), eli toisena parametrind on taulukon
ensimmaisen paikan indeksi

ennenkuin metodi tulostaa parametrinsa kertomassa indeksissa olevan
kohdan taulukosta, se kutsuu rekursiivisesti itseaan tulostamaan
seuraavassa paikassa olevan alkion

esim. jos taulukon A pituus on 3 ja kutsutaan recPrint(A,1), kutsuu metodi
itsedan rekursiivisesti recPrint(A,2), tamad taas tekee rekursiivisen kutsun
recPrint(A,3), joka edelleen kutsuu recPrint(A,4)

koska taulukon pituus on 3 ei kutsu recPrint(A,4) tee mitdadn ja palataan
sita kutsuneeseen metodiin

palataan siis metodikutsun recPrint(A,3) riville 4 ja tapahtuu ensimmadainen
tulostusoperaatio ja alkio A[3] tulostuu

taman jdlkeen palataan metodikutsun recPrint(A,2) riville 4 ja tulostuu
alkio A[2] ...

nain kay siten, etta ensin tulostetaan taulukon viimeinen alkio, sitten
toiseksi viimeinen, ..., ja lopulta ensimmainen
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e Mika on algoritmin tilavaativuus? Nayttaa siltd, etta koodi ei kayta yhtaan
apumuuttujaa, eli onko tilavaativuus vakio eli O(1)7?

e Kurssilla Tietokoneen toiminta tullaan oppimaan, etta metodikutsu varaa
suoritusaikaisesta pinosta tilaa parametreille ja metodin paikallisille muuttujille
(tekninen termi tdlle varaukselle on aktivaatiotietue). Yhden metodikutsun
pinosta varaaman tilan koko on vakio eli O(1)

e Kun recPrint(A,1) suorittaa rekursiivisen kutsun recPrint(A,2), jda sen itse
varaama tila viela pinoon silla metodikutsu ei ole ohi ennen kuin rekursiivisesta
kutsusta palataan

Vastaavasti kun recPrint(A,2) kutsuu recPrint(A,3), jda sen varaama tila
pinoon, jossa on ennestddn jo kutsun recPrint(A,1) tilanvaraus.

Kun lopulta kutsutaan rekursion padattdava recPrint(A,n), on pinossa n+1
kappaletta rekursiivisten kutsujen tilanvarauksia

Algoritmin tilavaativuus on siis O(n)

e Rekursiivisten algoritmien vaativuus on helppo ilmaista rekursioyhtalona,
tutustutaan seuraavaksi pintapuoleisesti rekursioyhtaldihin
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Rekursioyhtdldt

e Merkitaan T'(k):lla recPrint-metodikutsun pahimman tapauksen aikavaativuutta
silloin kun tarkastettavan taulukonosan pituus on k.

e 1" voidaan maaritella seuraavasti rekursioyhtdlona:

] o) kun £ =0
T(k)_{ Tk — 1) + O(1) <un k> 1

e Rekursioyhtald tulee tulkita seuraavasti:

— jos jaljella on nollan mittainen osa taulukkoa (eli i:n arvo on mennyt
taulukon ohi), suoritetaan rivit 1 ja 2 eli vakioaikainen operaatio

— Jos jaljella olevan osan k pituus on vahintaan 1

x tehdaan rekursiivinen kutsu, jossa kasitellaan taulukon osa jonka pituus
k — 1, taman aikavaativuus on T'(k — 1)

* ja suoritetaan tulostusoperaatio, tamadn aikavaativuus O(1)

e Selvittadksemme algoritmin aikavaativuuden, on laskettava T'(n):lle joku n:sta
riilppuva arvo
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e Oletetaan etta ¢ on joku tarpeeksi suuri vakio ( O(1):han tarkoittaa
"jotain" vakioa eli ¢ on jokin tdlldinen vakio), ja kirjoitetaan rekursioyhtald
seuraavasti:

| e kun £ =20
T(k)—{ T(k—1)+c kun k> 1

e Aikavaativuus syotteen koolla n saadaan laskemalla rekursioyhtdld auki:

Rekursioyhtdlon mukaan T'(n) = T(n — 1) 4+ ¢. Soveltamalla edelleen
rekusioyhtdlda tiedetddn, etta T(n — 1) =T(n — 2) 4+ ¢, ja nama yhdistamalla
saadaan T'(n) =T (n — 2) 4+ 2¢, eli

T(n) = Tnh-1)4c
= T(n-2)4 2c
= T(n-3)+4 3¢
= T(n—1)+1ic
= T(n—n)+nc
= T(0)+ nc
= c-+ nc
= O(n)
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Eli paadytaan samaan lopputulokseen kun aiemmassa laskelmassa

Rekursioyhtald ratkesi varsin mukavasti aukilaskemalla. Naemme muutaman
Sivun paadsta toisen esimerkin, jossa vastaava tekniikka toimii

Aina ei nain ole. Kurssilla Algoritmien suunnittelu ja analyysi opitaan
ratkaisemaan rekursioyhtadloita, joihin kayttamamme menetelma ei toimi

Talla kurssilla on hyva osata maadritella yksinkertaisia rekursioyhtaloita, mutta
monimutkaisten rekursioyhtdldiden ratkaiseminen ei kuulu kKurssiin

Tarkastellaan seuraavaksi Ohjelmoinnin perusteista tuttua bindarihakua.

binadrihaun ja monien muiden "asioiden puolittamiseen' perustuvien
algoritmien analyysissa tarvitaan logaritmeja
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Pikakertaus: logaritmi

e Koulumatematiikassa kerrottiin, etta log, x on sellainen luku z, jolla a® = z,
tdssa oletetaan ettd a >0 jaa#1

— Toisin sanoen log, x on vastaus kysymykseen "mihin potenssiin a taytyy
korottaa jota saadaan z7?

— Esim. paljonko on 10g, 87 Jos 2 korotetaan potenssiin 3 saadaan 8, eli
log, = 8 koska 23 = 8.

e Tietojenkasittelijoille tarkein on kaksikantainen logaritmi log>n, joka kertoo
suunilleen

— montako kertaa n pitdaa puolittaa, etta paaastaan alle 2:n
— luonnollisen luvun n pituuden bitteind (miinus 1)

e L askusaadntdja:

log,a = 1
log,(zy) = log,z+ 109,y
log,(zY) = ylog,x
lo
log, x = Iy @
log, a

63



e Viimeinen edellisen sivun saannoista osoittaa, etta logaritmin kantaa voi

vaihtaa kertomalla logaritmi sopivalla vakiolla, esim. logign = lgzg—?& = %lOQQTL
2

e Koska kaikki logaritmien kannat ovat vakiokertoimien padssa toisistaan, ei O
merkintojen yhteydessa yleensa merkita logaritmille mitaan kantalukua

— Siis esim. jos algoritmin A aikavaativuus on f4(n) = 2log;n ja algoritmin B
aikavaativuus on f4(n) = 71ogssn, niin molemmat O-analyysin mielessa
yhta vaativia, eli fa(n) = O(logn) ja fa(n) = O(logn)

e Usein tietorakenteissa esiintyy tilanne, jossa on tiedossa esim. ettad
4(n + 1) = 2713 ja olisi saatava selville mikd on j:n arvo n:n suhteen. Vakiot
voivat olla tietysti mita vaan

— Aloitetaan ottamalla 2-kantainen logaritmi molemmilta puolilta, tuloksena
log(4(n + 1)) = log, 273

— edellisen sivun laskusaantojen perusteella vasen puoli yksinkertaistuu
seuravasti 10g,(4(n+ 1)) = log,4 4+ logr(n+ 1) =2+ logo(n + 1)

— ja oikea puoli 109>, 2713 = (j+3)10g,2=(j+3)-1 =5+ 3, eli
on pddsty muotoon 2+ logs(n+ 1) =35+ 3, joten j=logr(n+1) —1
e Logaritmifunktio kasvaa erittdin hitaasti. Vaativuusluokkaan O(logn) kuuluvat

algoritmit ovatkin todella paljon parempia kuin vaativuusluokkaan O(n)
kuuluvat. Samoin on esim. vaativuusluokkien O(nlogn) ja O(n?) suhteen
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Binddrihaku

e Annettuna jarjestyksessa oleva taulukko A ja luku z. Onko luku taulukossa?

e Koska taulukko on jarjestyksessa, voidaan katsomalla 10ytyyko etsittava luku z
keskelta aina puolittaa hakualue

— jos nimittain taulukon keskella on suurempi luku kuin z, on varmaa, etta
keskikohdan oikealla puolella on ainoastaan xz:aad suurempia lukuja ja sielta
ei enaa tarvitse etsia

— vastaavasti jos keskella on z:aa pienempi luku, rajautuu hakualue taulukon
ylapaahan

binarySearch(A,x)
vasen = 1
oikea = A.length
found = false
while vasen < oikea and not found
keski = (vasen+oikea)/2
if A[keski]==x
found = true
if Alkeski]>x
Oikea = keski—1
else vasen = keski+41

OO ~NOOTP,,rWN R
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e Invariantti:
jos z on taulukossa niin se on valilla Afvasen, oikea] ja found = tosi jOS ja vain

jos x 10ytyi jo

e Todistetaan, etta algoritmi toimii oikein

— invariantti tosi alussa silla vasen = 1, otkea = n ja found = false

— pysyy selvasti totena toistolauseen suorituksessa:

jos x loytyy, asetetaan found = true
jos Alkeski] > x niin my0Os kaikilla 7 > keski on A[j] > = eli ei tarvitse etsid

kohdan kesk: takaa ja voidaan asettaa otkea = keski — 1
else-haara vastaavasti
— lopuksi joko vasen > otkea ja found = false eli etsittya ei |0ytynyt, tai
x = Alkeski] ja found = true
e toistolause terminoi koska jokaisella toistolla joko hakualue pienenee tai etsitty
alkio |O0ytyy
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Binddrihaun aikavaativuus

e Aikavaativuusanalyysin viides nyrkkisaantd sanoo:
— arvioi sisimman loopin runko-osan aikavaativuus: O(runko)
— arvioi kuinka monta kertaa sisin looppi yhteensa suoritetaan: lkm

— loopin aikavaativuus on O(lkm x runko)
e loopin runko-osan aikavaativuus selvasti O(1)

e kuinka monta kertaa looppi suoritetaan pahimmassa tapauksessa?
— merkitadan taulukon pituutta n:lla, aluksi tutkittavana n:n mittainen osa
— jokaisella whilen suorituskerralla tutkittavan osan pituus puolittuu

— kalvon 63 "kadpistelijan logarimimaarittelyn" mukaan log, n kertoo
suunilleen montako kertaa n pitaa puolittaa, jotta paastadn alle 2:n

e looppi suoritetaan noin log,n kertaa, eli binddrihaun aikavaativuus siis O(logn)

e Koska logaritmin kantaluvulla ei ole merkitystd kertaluokkien suhteen (ks.
logaritmikertaussivu), merkittiin aikavaativuudeksi O(logn)

e binddrihaun tilavaativuus on O(1) silla algoritmi kdyttda kolmea apumuuttujaa
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Binddrihaun aikavaativuus rekursioyhtdlbn avulla

e edellisen sivun analyysi on matemaattiselta tasmallisyydeltaan Tietorakenteisiin
riittava

e esitetaan kuitenkin viela sama analyysi hieman tasmallisemmin ja kayttamalla
rekursioyhtaldita

e Merkitaan T'(k):lla binddrihaun pahimman tapauksen aikavaativuutta silloin
kuin taulukosta on viela tutkimatta k paikkaa.

e ' voidaan maaritella seuraavasti rekursioyhtalona:

T(k) = O(1) kun k=1
|l T(k/2)+0O(1) kun k>1
e Rekursioyhtdld tulee tulkita seuraavasti:

— Kun taulukosta on enaa jadljella yhden mittainen osa, sen tutkiminen
onnistuu vakioajassa.

— Jos tutkittavana olevan osan k pituus on vyli yksi, menee algoritmilta aikaa
vakion verran ja sen lisdaksi vield saman verran kuin k/2:n pituisen taulukon
osan tutkimiseen kuluu
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e Oletetaan yksinker'taisuuden vuoksi ettd taulukon A pituus n on jokin kahden
potenssi, eli n = 27 jollain kokonaisluvulla j

ottamalla tasta kaksikantainen logaritmi molemmilta puolilta, saadaan
J=1logomn

Tama perusteltiin juuri muutama sivu sitten logaritmiselityksen yhteydessa ja
on siis oikeastaan sama asia kuin logaritmin maaritelma.

e Olkoon ¢ joku tarpeeksi suuri vakio. Korvataan O(1) edellisen sivun
rekursioyhtaldssa talla vakiolla:

kun k=1
T(k) = { T(k/2) +c kun k> 1
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e Aikavaativuus syotteen koolla n saadaan laskemalla rekursioyhtdld auki:

Rekursioyhtdlon mukaan T'(n) = T'(n/2) 4+ c. Soveltamalla edelleen
rekusioyhtdlod tiedetddn, etta T'(n/2) = T (n/4) 4+ ¢, ja namad yhdistamadlla
saadaan T'(n) =T(n/4) + c+ ¢, eli

T'(n)

T(n/2) +c
T(n/4) +c+c
T(n/8) +c+c+c=T(n/2°) + 3¢

T(n/QJ) + jc
T(n/n)+jc= (G +1)c= (logan + 1)c
O(logon) = O(logn)

e Toiseksi viimeisen rivin sievennys perustuu siihen, etta oletimme taulukon
pituuden n olevan jokin kahden potenssi, eli n = 27 jollain kokonaisluvulla j,
josta taas seuraa j = 10ogsn
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e Koska logaritmin kantaluvulla ei ole merkitysta kertaluokkien suhteen (ks.
logaritmikertaussivu), merkittiin aikavaativuudeksi lopulta O(logn)

e yksinkertaistimme analyysia olettamalla etta taulukon pituus on joku kahden
potenssi, eli n = 27, toinen yksinkertaistus jonka teimme oli rekursioyhtdlossa
missda emme ottaneet huomioon, ettd oikeasti taulukko ei jakaudu aina
tasmalleen puoliksi

e tekemamme yksinkertaistukset eivat kuitenkaan vaikuta vaativuusanalyysin
oikeellisuuteen, tulemme perustelemaan asian myohemmin kurssilla
matemaattisesti
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Vaativuusluokkien luonnehdintaa

e Palataan viela kertauksenomaisesti mielenkiintoisiin vaativuusluokkiin:
— O(1) vakio
— O(logn) logaritminen
— O(n) lineaarinen
— O(nlogn)
— O(n?) nelidllinen
— O(2"), O(3") jne. eksponentiaalinen

e Matemaattisessa mielessd vaativuusluokalla, esim. O(n?):1l4 siis tarkoitetaan
funktioita f(n), joille jollakin vakiolla d patee f(n) < dn? tarpeeksi suurilla n

e Eli O(n?) on vaativuusluokka johon kuuluvat ne funktiot, joiden kasvu
neliollista, eli kun n kaksinkertaistuu, funktion arvo nelinkertaistuu

e Seuraavassa katsaus kuhunkin vaativuusluokkaan ja esimerkkeja
vaativuusluokkaan kuuluvasta algoritmista. Huomaa, etta esitys ei ole kaikin
0oSin matemaattisesti taysin tasmallinen

e Lahteena on kaytetty Antti Laaksosen tekemaa osoitteesta
http://www.ohjelmointiputka.net 10ytyvaa Algoritmien aakkoset -opasta
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O(1) - vakioaikainen tai tilainen algoritmi

e Vakioaikaisen algoritmin suoritus vie aina yhta kauan aikaa riippumatta
kasiteltavien tietojen madarasta

e [ ama tarkoittaa, etta algoritmissa ei saa olla silmukoita, joiden toistokertojen
maara vaihtelisi sen mukaan, miten paljon tietoa algoritmille annetaan

e Vakioaikaiset algoritmit ovat harvinaisia: yleensa kaikki annetut tiedot taytyy
kayda edes kerran lapi, jotta algoritmi voi ilmoittaa vastauksen luotettavasti

e Jos tehtdavand on esim. laskea taulukon lukujen summa, algoritmi ei voi saada
summaa selville kaymatta lapi kaikkia lukuja eika vakioaikainen algoritmi tule
kysymykseen

e Vakioaikaisiakin algoritmeja esiintyy. Esimerkki: Jos taulukossa on joukko
lukuja, jotka on jarjestetty pienimmasta suurimpaan, on olemassa vakioaikainen
algoritmi, joka selvittaa taulukon pienimman luvun

Algoritmin taytyy vain katsoa, mika luku on taulukon ensimmaisessa kohdassa,
koska se on varmasti pienin, kun luvut ovat kerran jarjestyksessa. Tadhdn kuluu
sama aika riippumatta siita, miten paljon lukuja koko taulukossa on

e Vakiotilaisen algoritmin kayttaman aputilan maara ei riipu syotteen pituudesta.
Vakiotilaisia algoritmeja on paljon, esim. lisaysjarjestamisen kayttama tila
(muutama apumuuttuja) ei riipu milldan tavalla sydtteen pituudesta

73



O(logn) - logaritminen algoritmi

e Logaritmifunktio log,n siis ilmoittaa miten monta kertaa luku n taytyy
puolittaa, jotta pddstdan lukuun 1 (tai alle kakkoseen jos logaritmi ei ole
kokonaisluku). Esimerkiksi log, 8 on 3, koska luku 8 tdytyy puolittaa kolmesti,
jotta tulos on 1

e Kuten binddrihaun yhteydessa nahtiin, logaritmi myds kertoo kunka monta
kertaa taulukko jonka pituus on n on halkaistava kahtia, jotta paadytaan yhden
kokoiseen taulukkoon

e Eli logaritminen algoritmi pystyy joka askeleella pienentamadn ongelman koon
puoleen (tai esim. kolmasosaan), kunnes ongelma on niin pieni (noin 1), etta
sen ratkaisu on selva

e Logaritmiset algoritmin ovat todella nopeita: vaikka luku n olisi suurikin, sita ei
tarvitse puolittaa kovin monta kertaa, ennen kuin tulos alittaa jo luvun 1

e Esim. jos binaadrihaulle annetaan taulukko, jossa on miljoona lukua, algoritmi
tarvitsee sen kasittelyyn vain noin 20 askelta, koska log, 1000000 on noin 20

e TOrmaamme jatkossa algoritmeihin joiden tilavaativuus on logaritminen. Koska
logaritmi kasvaa hyvin hitaasti, tata voidaan pitaa hyvana tilavaativuutena

e Kalvolla Pikakertaus: logaritmi perustelimme minka takia logaritimien
kantaluvuilla ei ole vdlia @O-analyysissa
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O(n) - lineaarinen algoritmi

e Lineaarinen algoritmi sisdltdaa usein yhden for-silmukan, jossa annetut tiedot
kaydaan lapi:

fori=1ton
sum = sum + A[i]

e Lineaarisen algoritmin ajankdyttd kasvaa samassa suhteessa kuin kdsiteltavadn
tiedon maara

e Algoritmi on lineaarinen myOs jos se kay syotteen lapi aina esim. kolmeen
kertaan tai aina puolet tiedoista

e Esim. seuraava on lineaarinen kahdesta forista huolimatta koska ulommainen
for suoritetaan 3 kertaa riippumatta syotteen koosta

forj = 1to 3
fori =1 ton/2
sum = sum + A[i]

e Lineaarinen algoritmi on aikavaativuuden kannalta nopein mahdollinen
algoritmi, jos ongelma on luonteeltaan sellainen, etta kaikki annetut tiedot
taytyy joka tapauksessa tarkistaa
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O(n?) - nelibllinen algoritmi

e Nelidllinen algoritmi sisaltaa usein kaksi sisakkadista for-silmukkaa:

fori = 1ton
forj = 1 ton

e Nelidllinen algoritmi voi kayda lapi kaikki parit, jotka voidaan muodostaa
annetuista tiedoista

e Algoritmi voi siis verrata jokaista tietoa jokaiseen tietoon. Talldoin ensimmainen
silmukka valitsee ensimmaisen tiedon ja toinen silmukka valitsee toisen tiedon

e Esimerkki: Jos taulukossa on joukko lukuja, on olemassa neliollinen algoritmi,
joka tarkistaa, onko taulukossa kahta samaa lukua

Algoritmin ensimmainen silmukka kay ldapi taulukossa olevat luvut ja toinen
silmukka tarkistaa, esiintyyko kasiteltdava luku jossain toisessa taulukon
kohdassa

e Nelidllisen algoritmin molempia silmukoita ei valttamatta toisteta n-kertaa,
kuten jarjestamisalgoritmien yhteydessa huomattiin. Aikavativuusanalyysissa on
oltava talldoin tarkkana ja yleensa sovellettava sopivaa summakaavaa
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O(n3) - kuutiollinen algoritmi

e Kuutiollinen algoritmi sisaltdaa usein kolme sisakkaista for-silmukkaa:

fori =1 ton
forj = 1 ton
for k =1 ton

e Vastaavasti kuin neliollinen algoritmi voi kayda lapi kaikki parit, kuutiollinen

algoritmi voi kayda lapi kaikki kolmikot, jotka voidaan muodostaa annetuista
tiedoista

e Esimerkki: Jos taulukossa on joukko lukuja, on olemassa kuutiollinen algoritmi,
joka tarkistaa, voiko taulukosta valita luvut a, b ja ¢ niin, ettda a + b = ¢

Ensimmainen silmukka valitsee luvun a, toinen silmukka valitsee luvun b ja

kolmas silmukka valitsee luvun c. Silmukoiden sisdlla tarkistetaan, pateekd
todella a + b = ¢
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O(k™) - eksponentiaalinen algoritmi

e Eksponentiaalisen algoritmin suoritus voi haarautua jokaisen kasitellyn syOtteen
alkion kohdalla k osaan

e Esimerkiksi jos algoritmin aikavaativuus on O(2"), algoritmin suoritus voi
haarautua n kertaa kahteen osaan. Eksponentiaalinen algoritmi on todella
hidas, ellei n ole pieni, koska jokainen haarautuminen kasvattaa algoritmin

tyOdmadaraa rajahdysmaisesti

e Polynomisissa algoritmeissa for-silmukoiden maara on kiintea ja loopattavan
alueen koko vaihtelee tiedon mdardan mukaan

e \Vastaavasti eksponentiaalisissa algoritmeissa voidaan ajatella, etta
"for-silmukoiden" maara vaihtelee tiedon madaran mukaan, mutta loopin koko

on kiintea

e Esimerkiksi jos algoritmin aikavaativuus on O(2"), siind on n "for-silmukkaa",
joista jokainen kay lapi kaksi lukua.

e Kaytannossa koodiin ei voi Kirjoittaa vaihtuvaa madaraa for-silmukoita vaan
taytyy kayttaa esim. rekursiota
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e EsimerkKki: Jos taulukossa on joukko lukuja, on olemassa eksponentiaalinen
algoritmi, joka etsii tavan jakaa luvut kahteen ryhmaan niin, etta ryhmien
lukujen summat ovat mahdollisimman lahella toisiaan.

Algoritmi haarautuu joka luvun kohdalla kahden mahdollisuuden mukaan: joko
luku menee ryhmaan A tai sitten se menee ryhmaan B.

Algoritmi pitaa kirjaa ryhmien summista seka pienimman erotuksen tuottavista
jaoista.

Algoritmi haarautuu kahteen osaan joka luvun kohdalla, joten algoritmin
aikavaativuus on O(2").

e Seuraavalla sivulla oleva esimerkki valottaa algoritmin toimintaa
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Syotteena luvut 7, 3, 2 ja 9 jotka algoritmi kasittelee tassad jarjestyksessa

Ensimmainen vaihtoehto on, etta luku 7 laitetaan joko joukkoon A tai
joukkoon B

Molemmat nain syntyvat laskentahaarat kokeilevat laittaa luvun 3 joko
joukkoon A tai B

Kuva havainnollistaa, miten laskentahaarojen maara kaksinkertaistuu jokaisen
kasiteltavan luvun kohdalla

Kun kaikki luvut on kdsitelty, voidaan valita syntyneista jaoista paras (kuvassa
-1 jaolla A={7, 3} B={2, 9} )

luku 7 joukkoon A __ ,——‘ ~eel luku 7 joukkoon B
-7 ST

A /\B A B

s N\ z N
A/‘NB A \B A" A"B
® 0 3 G SIEINe N
A'B“ AB A'B AI/B A/g A/g A B‘A B‘
A A N A 2 T 2 T A B A
21 3 17 -1 15 -3 11 -7 7 -11 3 151 -17-3-21
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Kasvunopeudet

e Jos kasiteltavien tietojen madra kasvaa yhdella, muut esitellyt algoritmityypit
toimivat lahes yhta nopeasti kuin ennenkin, mutta eksponentiaalisen algoritmin
ajankaytto k-kertaistuu

e Edellisessa esimerkissa jos taulukkoon tulee uusi luku, mahdollisia jakotapoja
on 32 aiemman 16:n sijasta eli aika kaksinkertaistuu
e JoOs kdsiteltavien tietojen maddra kaksinkertaistuu:
— vakioaikaisen algoritmin nopeus ei muutu
— logaritminen algoritmi tarvitsee yhden lisaaskeleen
— lineaarinen algoritmi tarvitsee kaksinkertaisen ajan
— nelidllinen algoritmi tarvitsee nelinkertaisen ajan
— kuutiollinen algoritmi tarvitsee kahdeksankertaisen ajan
— O(nF)-aikainen algoritmi tarvitsee 2F-kertaisen ajan

— eksponentiaalisen algoritmin ajankayttd kasvaa rajahdysmaisesti
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Osaamisen taso algoritmien suhteen

e Kurssilla tulee eteen suuri maara algoritmeja ja tietorakenteita. Milla tasolla ne
tulisi oppia?

e Algoritmisen osaamisen tasoja tai lajeja voisi kuvitella olevan ainakin seuraavat:

1. osaa lukea monisteesta algoritmin ja kopioida sen lunttilapulle ja
lunttilapulta koepaperille

2. tuntee esim. verkkoalgoritmeja nimelta, mutta ei oikein tieda mitd ne
tekevat

3. osaa algoritmin pseudokoodiesityksen ulkoa, mutta ei oikein tieda miksi
algoritmi toimii

. ymmartaa mita algoritmi tekee

. 0Saa toteuttaa algoritmin valitsemallaan ohjelmointikielella
. ymmartaa miksi algoritmi toimii oikein

. ymmadrtaa miten paljon algoritmi kayttaad resursseja

. 0Saa soveltaa algoritmia epatriviaalilla tavalla

© 0 N 6o O »

. 0Saa todistaa matemaattisesti algoritmin vaativuuden

10. osaa todistaa matemaattisesti algoritmin oikeaksi
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On selvaa, etta 1 ja 2 ovat sentyylista "osaamista", milla ei ole juuri arvoa
Tason 3 osaaminenkin on kyseenalaista
Tasojen 4 ja 5 osaaminen alkaa jo olla enemman sinne suuntaan mita halutaan

Yliopistotason opiskelussa keskiossa taytyy olla tasot 6-8:
— ymmartaa miksi algoritmi toimii oikein
— ymmartaa miten paljon algoritmi kayttaa resursseja

— 0Saa soveltaa algoritmia epadtriviaalilla tavalla

Tarkeita ovat myos tasot 9 ja 10, eli:
— 0Saa todistaa matemaattisesti algoritmin vaativuuden

— O0Saa todistaa matemaattisesti algoritmin oikeaksi

Algoritmien mielekkaan matemaattisen analysoinnin ehdoton edellytys on
kuitenkin hyva ymmarrys algoritmin toiminnasta

Matemaattinen todistus usein ainoastaan tuo tasmallisella tavalla esiin sen
Mmika jo tiedetdaan ymmarryksen tasolla

On myoOs olemassa algoritmeja, joista on vaikea nahda etta ne toimivat oikein
ja tarvitaan matemaattinen todistus oikeellisuudesta vakuuttumiseksi
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Kertauksena algoritmien aikavaativuusanalyysin nyrkkisddnnot

e yvksinkertaisten kdskyjen aikavaativuus on vakio eli O(1)

e perdakkdin suoritettavien kdskyjen aikavaativuus on sama kuin kdskyistd eniten
aikaavievan aikavaativuus

e chtolauseen aikavaativuus on O(ehdon testausaika 4 suoritetun vaihtoehdon
aikavaativuus)

e aliohjelman suorituksen aikavaativuus on O(parametrien evaluointiaika +
parametrien sijoitusaika 4 aliohjelman kdskyjen suoritusaika)

e |looOppeja sisaltavan algoritmin aikavaativuuden arvioiminen:
— arvioi sisimman loopin runko-osan aikavaativuus: O(runko)
— arvioi kuinka monta kertaa sisin looppi yhteensa suoritetaan: lkm

— aikavaativuus on O(lkm x runko)

e rekursiota kayttavien algoritmien aikavaativuuden arvioiminen:
— arvioi pelkdn rekursiivisen aliohjelman runko-osan aikavaativuus: O(runko)
— arvioi kuinka monta kertaa rekursiokutsu yhteensa suoritetaan: lkm

— aikavaativuus on O(lkm x runko)
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Abstrakti tietotyyppi joukko

e Usein ohjelma vyllapitaa suoritusaikanaan jotain joukkoa tietoalkioita, esim.
puhelinluettelo nimi-numero—pareja

e joukon tietoalkiot muodostuvat olioista missa yksi kentta on ns. avain jonka
perusteella tietueita voidaan hakea, ja johon perustuen tietoalkiot voidaan
jarjestaa, esim: puhelinluettelossa nimi on avain

e Mmuu tieto voi olla olion muissa kentissa tai talletettuna johonkin viitteen
taakana olevaan olioon

key key
datal —
\
data? datal
data3 data?2
data3

e Jdlkimmainen vaihtoehto on jarkevampi varsinkin silloin, jos tietoalkioilla on
kaksi eri avainta: esim. puhelinluettelosta pitad pystya tekemdan hakuja seka
nimen etta numeron perusteella . ..
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Useimmat ohjelmat tarvitsevat joukolle (merkitddn S:11d) seuraavia useimmiten
operaatioita:

- search(S,k) jos joukosta l0ytyy avaimella k varustettu alkio,
operaatio palauttaa viitteen alkioon, muuten
operaatio palauttaa viitteen NIL

- insert(S,x) lisda joukkoon alkion johon z viittaa

- delete(S,x) poistaa tietueen johon zx viittaa

joskus ovat tarpeen myoOs seuraavat operaatiot:

- min(S) palauttaa viitteen joukon pienimpddan alkioon

- max(S) palauttaa viitteen joukon suurimpaan alkioon

- succ(S,x) palauttaa viitteen alkiota x seuraavaksi suurimpaan
alkioon, jos x oli suurin palauttaa NIL

- pred(S,x) palauttaa viitteen alkiota x seuraavaksi pienempaan

alkioon, jos x oli pienin palauttaa NIL

huomaamme etta kalvolla 6 mainituista puhelinluettelon operaatioista suurin
0Sa on suoraan tarjolla abstraktin tietotyypin joukko-operaationa

operaatio, joka tulostaa nimi-numero—parit aakkosjarjestyksessa saadaan myos
helposti toteutettua joukon operaatioiden avulla kysymadlla ensin pienin alkio
operaatiolla min ja sen jalkeen seuraavat jarjestyksessa kutsumalla toistuvasti
succ-operaatiota
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puhelinluettelossa on kaksi etsimisoperaatiota findNumber ja findName, eli etsi
numero nimen perusteella ja etsi nimi nimeron perusteella

joukossa on kuitenkin vain yksi etsintdaoperaatio, search, joka etsii tietylla
avaimella varustetun alkion

vhden joukon avulla saadaankin puhelinluettelosta tehtya vain versio, jossa on
joko findNumber tai findName "tehokkaasti" toteutettuna, muttei molempia

jos valitaan avaimeksi nimi, niin operaatio findNumber, eli etsi tietyn henkildn
puhelinnumero saadaan tehokkasti toteutettua joukon avulla

Jos halutaan molemmat operaatiosta findNumber ja findName tehokkaaksi,
tarvitaankin kaksi joukkoa (toisessa avaimena nimi, toisessa numero)

palaamme aiheeseen muutaman viikon paasta
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e edella maaritellyilla operaatiolla varustettu joukko on abstrakti tietotyyppi,
jonka toteuttamiseen on useita vaihtoehtoisia tietorakenteita:

— taulukko

— linkitetty lista

— hakupuu

— tasapainotettu hakupuu
— hajautusrakenne

— keko

e joukon operaatioiden tehokkuus riippuu suuresti siita minka tietorakenteen
avulla joukko on toteutettu, ks. seuraava sivu

e toteutustavan valinnassa siis on ratkaisevaa se mita operaatioita joukkoa
kayttava sovellus tarvitsee eniten

e Kurssin seuraavien viikkojen ohjelmassa on kasitella joukon toteutukseen sopivia
tietorakenteita
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e Operaatioiden tehokkuus riippuen kaytetysta tietorakenteesta:

taulukko | jarj.taulukko lista jarj.lista | tasap.puu haj.taul
search O(n) O(log n) O(n) O(n) O(log n) O(1)
insert O(1) O(n) O(1) O(n) O(log n) O(1)
delete O(n) O(n) O(1) O(1) O(log n) O(1)
min O(n) O(1) O(n) O(1) O(log n) O(n)
max O(n) O(1) O(n) O(1) O(log n) O(n)
succ O(n) O(1) O(n) O(1) O(log n) O(n)
pred O(n) O(1) O(n) O(1) O(log n) O(n)

e jarj. taulukko tarkoittaa taulukkoa missa alkiot ovat talletettu
suuruusjarjestyksessa ja jarj. lista linkitettya listaa jossa alkioit ovat talletettu
suuruusjarjestyksessa

e tietorakenteen johon alkioita talletetaan ei vdlttamadtta aina tarvitse olla
Mmatemaattisessa mielessa joukko, eli sama alkio voi olla mielekasta pystya
tallentamaan tietorakenteeseen moneen kertaan

e tietorakennetta jossa voi olla monta samaa alkiota voidaan kutsua esim.
kokoelmaksi (engl. collection)

e Oikeastaan vylla olevassa taulukossa olevat insert-operaatioiden aikavaatimuksen
jarjestamattomalle taulukolle ja listalle koskevatkin kokoelmaa, jossa sama
alkio voi olla useaan kertaan
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Javan valmiit tietorakennetoteutukset

e Java API:sta I0ytyy useita lahes edella maariteltya joukkoa vastaavia valmiita
tietorakenneratkaisuja, esim.:

— ArrayList, dynaaminen taulukko

— LinkedList, linkitetty lista

— TreeSet ja TreeMap, tasapainotettu hakupuu
— HashSet ja HashMap, hajautustaulu

e (Osaa Javan valmiista kalustosta on jo kaytetty Ohjelmoinnin jatkokurssilla

e T alla kurssilla jatkamme Javan tietorakenneluokkiin tutustumista ja tavoitteena
on, etta kurssin jaalkeen kaikki tuntevat Javan valmiiden ratkaisujen takana
olevat toteutusperiaatteet niin hyvin, etta optimaalisen tietorakenneratkaisun
valinta kulloiseenkin sovellustilanteeseen on helppoa
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2. Perustietorakenteet: Lista, pino ja jono

e ennen kuin menemme varsinaiseen lista-tietorakenteeseen, opiskelemme kahta
joukon "erikoistapausta", pinoa ja jonoa

e pPIiNO ja jono eivat toteuta kalvon 86 joukko-operaatioita, vaan toimivat niinkuin
pino ja jono toimivat normaalielamassa

e pPiNO ja jono ovat tdrkeita rakenneosasia monissa algoritmeissa, kuten tulemme
myohemmin nakemaan
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Pino
e last-in-first-out—periaate, eli toimii kuten Unicafessa lautaspino

e pino-operaatiot:

- push(S,x) laittaa tietoalkion (mihin z viittaa) pinon paalle

- pop(S) palauttaa viitteen pinon paadllimmaiseen tietoalkioon ja
poistaa sen pinosta

- empty(S) palauttaa true jos pino tyhja, muuten false

e Oletetaan seuraavassa yksinkertaisuuden vuoksi etta pinoon talletettavat alkiot
sisaltdvat ainoastaan kentan key, eli ovat esim. kokonaislukuja

eli operaation parametrit yksinkertaistetussa tapauksessa:

- push(S,k) laittaa tietoalkion k pinon padlle
- pop(S) palauttaa pinon paadllimmadisen tietoalkion

92



jos vyldaraja pinon koolle tiedetdaan ennakolta, on pino helppo toteuttaa taulukon
avulla

esitetaan seuraavassa pino pseudokoodin sijaan Javalla

maadritelldan pino luokkana, jolla attribuuttina taulukko table, johon alkiot
talletetaan (tdlla kertaa kokonaislukuja) seka attribuutti top, joka kertoo missd
kohtaa taulukkoa on pinon huippu

class Stack {
int[] table;
int top;

Pinon koko annetaan konstruktorin parametrina. Konstruktori luo taulukon seka
alustaa top-attribuutin arvoon -1, joka kertoo, ettd pinossa ei ole vielad alkioita

Stack(int n){
top = -1;
table = new int[n];
+
talletetaan pinon alkiot taulukkoon table[0O, ..., n-1]
ensimmadinen alkio laitetaan paikkaan table[0], toinen paikkaan table[1], jne
top siis kertoo huipulla olevan alkion paikan taulukossa
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push(S,15); push(S,6); push(S,2); push(:

table | 15 6 2 9

push(S,3)

O 1 2 3 4 5 6
table | 15| 6 2 9| 17| 3

¢ push(S,17)

table | 15 6 2 9| 17




e Operaatioiden toteutus:

int pop(O{
int pois = tablel[top];
top--;
return pois;

¥

void push(int x){
top++;
table[top] = x;

+

boolean empty(){
return top==-1;

¥

e toteutus olettaa, etta ennen pop-operaation kayttamista ohjelma testaa etta
pino ei ole tyhja
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kaikki pino-operaatiot sisaltavat vain saman vakiomaadrdan komentoja
riilppumatta siita, kuinka monta alkiota pinossa on, operaatiot ovat siis
vaativuudeltaan O(1)

Myds operaatioiden tilavaativuus on O(1). Tilavaativuudellahan tarkoitettiin
operaation aikana kaytettyjen apumuuttujien madrda.

Vaikka pinossa olisikin paljon tavaraa, niin operaatioiden aikana ei apumuuttujia
tarvita kuin popissa, josta siitakin on tarvittaessa helppo padsta eroon

tayteen pinoon alkion laittaminen aiheuttaa poikkeuksen
ArrayIndexOutOfBoundsException

on sovelluskohtaista miten tilanteeseen kannattaa varautua
yksi mahdollisuus on tietysti hoitaa poikkeus try-catch—mekanismin avulla

ehka jarkevampaa on toteuttaa metodi, jolla voidaan varmistua, etta pino ei
ole taysi:

boolean full(){
return top==table.length-1;

¥
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e OoNn MmyoOs mahdollista tehda pinon taulukosta tarpeen mukaan kasvava, eli jos

push-operaatio toteaa taulukon olevan taynna, se luo uuden taulukon johon
alkuperaiset alkiot kopioidaan

tama kuitenkin tekee push:in pahimman tapauksen aikavaativuudesta
lineaarisen pinon koon suhteen

e jOs pinon tallennusalue toteutettaisiin ArrayListin avulla, tilanne on sama silla
ArrayList joutuu tekemaan raskaan tilankasvatusoperaation

e tarkemmassa analyysissa osoittautuu, etta jos pinon koko aina
kaksinkertaistetaan kasvatustilanteessa, niin vaikutus aikavaativuuteen ei ole
loppujenlopuksi kovin dramaattinen:

— yksittdinen push-operaatio vie pahimmassa tapauksessa aikaa O(n)

— n:n perdkkdisen pino-operaation (joihin saa kuulua myds pushin paha
tapaus) yhteenlaskettu aikavaativuus on kuitenkin sekin O(n), eli yhta
komentoa kohti ainoastaan O(1)

— eli siis vaikka push voi joskus vieda paljon aikaa, ovat muut sarjassa

suoritetut pino-operaatiot niin halpoja, etta ne "maksavat" hankalasta
push:ista aiheutuneen vaivan
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tama johtuu karkeasti ottaen siitd, etta kalliiksi tuleva push-operaatio ei voi
toteutua kuin korkeintaan kerran n:n perakkaisen operaation aikana

— kun kallis operaatio taas suoritetaan, taulukkoon tulee runsaasti uutta tilaa

— ja aikaa vieva push voi taas toteutua korkeintaan kerran seuraavan n:n
operaation aikana

— tassa n on taulukon uusi koko eli kaksinkertainen edelliseen nahden

tamantyylista aikavaativuusanalyysia kutsutaan tasoitetuksi analyysiksi, emme
kdsittele aihetta enempada talla kurssilla

huomautuksena viela se, etta edellinen argumentaatio ei ole matemaattisesti
validi tapa tehda tasoitetun vaativuuden analyysia, tarkoituksena olikin
ainoastaan kertoa ideatasolla mista on kysymys

MyOs ArrayList kayttaytyy nadin: silloin talloin saattaa tulla kallis operaatio,
mutta pitkaa operaatiosarjaa tarkasteltaessa yhdelle operaatiolle tuleva
keskimaddrdinen osuus on vakioaikainen (jos huomioidaan ainoastaan lisdyksen
ja poistot ArrayListin lopusta)
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Jono

e first-in-first-out, eli toimii kuten jono Unicafessa

e jOno-operaatiot:

- enqueue(Q,k) laittaa tietoalkion k jonon perdlle

- dequeue(Q) palauttaa jonon ensimmadisend olevan tieto-
alkion ja poistaa sen jonosta

- empty(Q) palauttaa true jos jono tyhja, muuten false

e jOS jonon koon vldraja tiedetadan ennakolta, toteutus onnistuu taulukon avulla

e toteutus Javalla
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madaritellaan jono luokkana, jolla attribuuttina taulukko table johon alkiot
talletetaan seka attribuutit n joka kertoo taulukon koon sekad

— head, joka kertoo jonossa ensimmaisena olevan alkion paikan taulukossa ja

— tail, joka kertoo seuraavaksi jonoon laitettavan alkion paikan

class Queue {
int[] table;
int head;
int tail;
int n;

konstruktori varaa taulukolle tilan (jonka koko vdlitetdan parametrina) ja
alustaa attribuutit sopivasti

Queue (int size){
head = O; tail = O; n
table = new int[n];

size;

alussa head — tail = 0O ja jono on tyhja
seuraavalla sivulla esimerkki jonon toiminnasta
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e jono alkaa tayttya yllatyksettomalla tavalla taulukon alusta alkaen

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

table
head=0
tail=0 * enqueue(Q,55)
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
table | 55
head=0 tail=1

* enqueue(Q,27); enqueue(Q,31); enqueue((

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

table | 55| 27| 31| 9
head=0 tail=4

* dequeue(Q)

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

table 27| 31 9
head=1 tail=4
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e tilanne muuttuu Kiinnostavaksi siind vaiheessa kun taulukon loppupadssa ei
enda ole tilaa, ja jonon hanta pydrahtda taulukon alkupaahan

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
table 15| 6| 9| 8| 4

head=6 tail=11

* enqueue(Q,17); enqueue(Q,3); enqueue((C

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
table| 3| 5 15| 6| 9| 8| 4| 17

tail=2 head=6
* dequeue(Q)

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
table| 3| 5 6| 9| 8| 4| 17

tail=2 head=7
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alussa siis head = tail = 0O ja jono on tyhja

jos laitetaan esim. 3 alkiota jonoon ja sen jdlkeen otetaan 3 alkiota pois, on
head = tail = 3, eli

jonon ollessa tyhja on head = tail, eli jonon tyhjyyden tarkastus

boolean empty(){
return head == tail;

¥

kannattaa huomioida, ettda jonoon jonka pituus on n voidaan tallettaa
ainoastaan n — 1 alkiota, silla muuten tilannetta, jossa jono on tyhja ei voi
erottaa tilanteesta jossa jono on taysi!

taulukkoon toteutetulle jonolle on hyva toteuttaa myos operaatio, jolla
testataan onko jono taynna

pienella miettimisella huomataan, etta jono on taysi, jos tail:in Seuraava
paikka on sama kuin head

boolean full(){
int tailnext = tail+il;
if ( tailnext == n ) tailnext = 0; // jono pydr&ht&&d taas alkuun
return head == tailnext;
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e uusi alkio laitetaan jonon peralle eli kohtaan tail

e tail:ille pitaa antaa uusi arvo, eli se joko kasvaa yhdella tai pyorahtaa ympari,
JOS seuraava vapaa paikka onkin jonon lopussa

void enqueue(int x){
table[tail] = x;
tail++;
if ( tail == n ) tail = 0;
+

e alkiot poistetaan jonon edesta eli kohdasta head

e jonon etuosaa merkkaava head on padivitettava uuteen arvoon, eli se joko
kasvaa yhdella tai pyorahtaa ympari, jos jono alkaa taas kerran taulukon alusta

int dequeue(){
int pois = tablel[head];
head++;
if ( head == n ) head = 0;
return pois;

}

e MyOs jonon tapauksessa kaikkien operaatioiden aika- ja tilavaativuus on selvasti
O(1)
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Linkitetyt rakenteet

e Jos emme tiedd, mikd on pinoon tai jonoon talletettavien alkioiden

maksimimaara, on taulukkototeutus hiukan ongelmallinen

e toisaalta jos tiedamme etta esim. pinossa ei voi olla koskaan enempaa kuin
miljoona alkiota, mutta yleensa alkiomadra on hyvin vahadinen, joutuu
taulukkoon perustuva pino varaamaan tilaa turhan paljon

e parempi ratkaisu saadaan linkitetylla rakenteella: lisataan tietoalkiot tallentaviin
olioihin attribuutti, joka sisaltdaa viitteen johonkin toiseen tietoalkioon

e talletettava tieto voi olla myOs viitteen takana, eli linkitetty olio voi sisaltda
pelkdastdaan avaimen, viitteita linkkitetyn rakenteen muihin olioihin seka viitten
linkitettya oliota vastaavaan tiedon sisaltavaan olioon

key key
| —

datal datal

data2 data?

NIL eli linkki ei mihinkaan merkitdan—

key

P

/

key

]

S

N\

datal

data?

data3

N\

datal

data2

data3
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e esitetaan linkitettyyn rakenteeseen perustuva pino ensin pseudokoodina

pinossa oleva tieto talletetaan pinosolmu-tyyppia oleviin olioihin, joilla
attribuutit:

key pinoon talletettu tietoalkio
next viite toiseen pinosolmu-olioon

Pinolla (jota merkitdan S) on attribuutti top joka on viite siihen
pinosolmu-tyyppia olevaan olioon, joka tallettaa pinon paadlla olevan alkion

Jos S.top = NIL on pino tyhja

Jokaiseen pinosolmun atribuuttiin next talletetaan pinossa seuraavana
olevan pinosolmun viite

pinon pohjimmaisen pinosolmun next-atribuutin arvo NIL, eli viite ei
Mmihinkdan

e &sim: pino missa huipulla 7, jonka alla 3 ja 5

e I =

e Seuraavaksi operaatioiden toteutus ja toiminta
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Push(S,uusi)

X = new pinosolmu // luodaan pinosolmu

x.key = uusi // uusi solmu menee pinon pdalle, eli next:iin viite
x.next = S.top // aiemmin pinon paadlla olleeseen pinosolmuun
S.top = X // uusi solmu on tamadn jdlkeen pinon pdallimmainen

ST

push(S,2)
X
—
/// T~
K N7 3 5
or I

e huom: kuten sivulla 27 mainittiin, on pseudokoodi epdaolio-orientoitunutta, eli
operaatiot eivat liity suoraan mihinkdan olioon. Kaikki kdsiteltavat oliot (kuten
nyt pino S) on vdlitettava operaatioille parametrina
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Pop(S)

X = S.top // pinon uusi huippu on ...
S.top = x.next // vanhan huipun x alapuolella ollut pinosolmu
return x.key // palautetaan vanhan huipun sisdaltama tieto

top — 1

/

=

—]
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huom: popin jalkeen z:n viittaama pinon vanha huippu jaa "orvoksi", esim.
Javassa roskankeruumekanismi huolehtisi sen varaaman muistin
vapauttamisesta

joissain Kielissa, kuten C:ssa ja C++:ssa ohjelmoijan on vapautettava itse z:n
viittaama muistialue

pinon tyhjyyden tarkastaminen on helppoa

Empty(S)
return S.top==NIL

olettaen, etta koneesta ei lopu muisti, voi linkitettyna rakenteena toteutettuun
pinoon lisata rajattoman madaaran alkiota

toisin kuin taulukkoon perustuva, linkitettyna rakenteena toteutettu pino
kuluttaa muistia vain sen verran, mita kullakin hetkella pinossa olevan tiedon
talletukseen vaaditaan (4 olioviitteiden talletukseen kuluva muisti)

selvdstikin pino-operaatiot ovat jdlleen aikavaativuudeltaan O(1)

myOs jono voidaan toteuttaa linkitettyna rakenteena siten etta jono-operaatiot
vaativat vakioajan.
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Pinon linkitetty toteutus Javalla

e Katsotaan miten linkitettyyn rakenteeseen perustuva pino toteutetaan Javalla

e Toteutetaan pino luokkana, jolla on seuraavat julkiset metodit

public void push(int k)

asettaa pinon huipulle luvun k
public int pop()

palauttaa ja poistaa pinosta paallimmaisen alkion
public boolean empty()

palauttaa true jos pino tyhja, muuten false

e Pinosolmut kannattaa toteuttaa omana luokkana

class PinoSolmu {
int key;
PinoSolmu next;
PinoSolmu(int k, PinoSolmu seur) {
key = k; next = seur;
+
+

e PinoSolmu attribuutteina ovat solmuun talletettavaa tietoa varten oleva int
key sekd PinoSolmu next, €li olioviite toiseen PinoSolmu-olioon
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e Luokan Pino ainoa attribuutti on PinoSolmu top, eli viite pinon pdalla olevaan
PinoSolmu-olioon

e Pinon konstruktori asettaa top = null, silla pino on aluksi tyhja

public class Pino {
private PinoSolmu top; // viite pinon p&&ll&d olevaan alkioon

public Pino() { top = null; } // alussa pinossa ei ole mité&é&n

e oOperaatioiden toteutus ei juuri poikkea aiemmin esitetysta pseudokoodista,
ensin push:

public void push(int k) {
// uuden solmun x kentille asetetaan arvot konstruktorissa
// uuden huipun alapuolella siis pinon vanha huippu
PinoSolmu x = new PinoSolmu(k,top);
top = X; // asetetaan uusi solmu x huipuksi
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e pPOp ja empty:

public int pop() {
PinoSolmu x = top;
top = x.next; // uusi huippu on vanhan huipun x alla oleva solmu
return x.key;

¥

public boolean empty() {
return ( top == null );

¥

e pop-operaation yhteydessa entinen pinon huippusolmu jaa ilman viitetta, ja
Javan roskankeraysmekanismi tulee aikanaan poistamaan vanhalle huipulle
varatun muistialueen

e Pinon kaytto sovelluksissa:

Pino pino = new Pino() ;
pino.push(10);
pino.push(15);
while ( !pino.empty() )
System.out.println(" pinosta otettiin: " + pino.pop());
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Esimerkki pinoa kdyttdvdstd algoritmista

e Ohjelmoinnissa tulee helposti virheita sulkumerkkien { } () [Jja ]
Kirjoittamisessa:

— jollekin alkusululle ei 16ydy loppusulkua tai pdinvastoin: ()) tai (()

— sulut voivat "menna ristiin": ({)}

e Sulkujen tasapaino syotteena olevasta merkkijonosta voidaan testata esim.
Seuraavasti:

— luetaan sydotemerkkijonon merkit yksi kerrallaan, alusta alkaen
— vieddan jokainen alkusulkumerkki eli (, { tai [ pinoon

— kun luetaan jokin loppusulkumerkki eli ), } tai ] sitd vastaavan
alkusulkumerkin pitaa |oytya pinon paadlta. alkusulku poistetaan pinosta

— kun tiedosto on luettu, pinon pitaa olla tyhja
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Algoritmin toimintaa syotteelld [ ( ) [ () ] ]

¢ ¢ ¢ ¢ ¢
[OTOI = [OIOI] = 1[OIOIN = [OIOIT > [O[O)]]

i i i i

pinon paalla on aina viimeksi nahty alkusulkumerkki, jonka vastinetta ei ole
viela tullut vastaan

eli kun syotteessa tulee vuoroon loppusulkumerkki, on sen oltava pinon
pdallimmaisen vastine, muuten sulut ovat ristissa

loppusulkumerkin |0ytyessa pinon padadlimmainen sulku otetaan pois silla se on
kasitelty, esim. kuvassa kolmas askel

jos taas seuraava sulkumerkki onkin alkusulku, menee se pinon paalimmaiseksi
ja ruvetaan odottamaan sita vastaavaa loppusulkua, esim. kuvassa toinen askel

syvemmalla pinossa olevat sulut ovat ulompaa sulutustasoa, ja ne kasitellaan
pinon paalimmaisen kdsittelyn jalkeen
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e Seuraavassa Javalla toteutettu pinoa kayttdva algoritmi sulkujen tasapainon

tarkastamiseksi. Ollaan kiinnostuneita vain suluista ( ) ja { }, algoritmi on
helppo laajentaa myos sulut [ ] tarkistavaksi

public boolean tasapainoinen(String mj) {
Pino pino = new Pino(); // pinon talletettavien tyyppi char
for ( int i=0; i<mj.length(); i++){
char cl1 = mj.charAt(i);
if (cl ==20C || c1 =="{)
pino.push(cl);
else if (cl == )2 || c1 ==} ) {
if ( pino.empty() ) // liikaa ( tai
return false;
char c2 = pino.popQ);
if (cl ==7)2 && c2 !'= () // vaddra sulku
return false;
else if ( cl ==}’ && c2 '= °{’> ) // v&d&dra sulku
return false;
}
}
if ( !pino.empty() ) // liikaa ( tai {
return false;
else
return true;
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for-lauseessa kaydadn lapi syotteena oleva merkkijono merkki merkilta
muut kuin sulkumerkit jatetaan huomioimatta
jos vuorossa oleva merkki on alkusulku eli ( tai [, laitetaan se pinoon

jos vuorossa oleva merkki on loppusulku eli ) tai ] tarkastetaan, etta sita
vastaava alkusulku [Oytyy:

— rivilla 6 tarkastetaan, etta edes joku vastinsulku on olemassa
— rivilla 9 tarkastetaan, ettd sulun ) tapauksessa pinossa (

— rivilla 11 tarkastetaan, ettd sulun ] tapauksessa pinossa |

Lopuksi rivilla 15 viela tarkistetaan, etta pino on lopulta tyhja, eli etta
jokaiselle alkusululle on 10ytynyt vastine
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mika on algoritmin vaativuus?
for-lauseen runko suoritetaan kertaalleen jokaiselle syotemerkkijonon merkille

jokaisen merkin kohdalla tehdaan muutama vertailuoperaatio seka
maksimissaan yksi pino-operaatio

pino-operaatioiden vaativuus on O(1), eli for-lauseen runko-osa vie vakioajan
algoritmin aikavaativuus on siis O(n) syotteen pituudella n

Jos sydte koostuu pelkista suluista ja on muotoa (((...()...))), suoritetaan
aluksi push operaatioita n/2 kappaletta ennen ensimmadista pop:ia. Eli pinossa
on pahimmillaan n/2 sulkua.

Pahimmassa tapauksessa algoritmin tilavaativuus siis on O(n) sydtteen
pituuteen n nahden

Algoritmilla on yleisempadakin kayttoa: XML:ssa jokainen elementti avataan ja
suljetaan, tyyliin <p>tekstikappale</p>, elementtien tdytyy olla samalla
tavalla tasapainossa kuin tasapainoisesti sulutettujen merkkijonojen eli pienella
lisavirittelylla algoritmi saadaan tarkastamaan XML-dokumenttien elementtien
tasapaino
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Lista

e linkitetyn listan avulla on helppo toteuttaa abstrakti tietotyyppi joukko

e linkitetyista listoista on monia eri variaatioita joista ensin tarkastelemme
kahteen suuntaan linkitettya listaa

e listalla oleva tieto talletetaan listasolmu-tyyppia oleviin olioihin, joilla

attribuutit:

key talletetun tietoalkion avain

.. mahdolliset muut tietoa tallettavat attribuutit
next viite seuraavana olevaan listasolmu-olioon
prev viite edellisena olevaan listasolmu-olioon

e Listalla L on attribuutti L.head joka on viite listasolmu-olioon, joka tallettaa
listan alussa olevan tietoalkion. Jos L.head = NIL on lista tyhja

e e&sim. lista, jossa missa luvut 9, 16, 4 ja 1

head 9 16 4 1
\\\\\ |
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Alkiota listalta etsivassa search-operaatiossa verrataan listan alkioita alusta
lahtien etsittavaan

Operaatio palauttaa viitteen etsityn alkion tallettamaan listasolmuun

Jos etsittya ei 10ydy, palautetaan viite NIL
search(L,k)

p = L.head

while p = NIL and k # p.key // jos ei olla lopussa tai I0ydetty etsittyad
p = p.next // jatketaan eteenpadin

return p

p on apumuuttuja, joka on viite siihen listasolmuun missa etsinta on menossa
p viittaa aluksi ensimmaiseen listasolmuun

listalla edetessa p laitetaan viittaamaan seuraavaan listan solmuun asettamalla
sen arvoksi nykyisen solmun p seuraava eli p.next

jos etsittavda ei 10ydy tai se on listan viimeisena, kdydaan kaikki listan alkiot
lapi. Pahimmassa tapauksessa operaation aikavaativuus on siis O(n), missa n
on listalla olevien alkioiden maara
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e uusi alkio lisataan aina listan alkuun
e uuden alkion seuraava on siis vanha listan ensimmainen alkio

e lisdyksen tapauksessa on oltava huolellinen, etta kaikki viitteet laitetaan
kuntoon

e my0os erikoistapaus, jossa lisdys tapahtuu tyhjdaan listaan (eli kun L.head ==
NIL operaatiota suoritettaessa) on huomioitava

insert(L,k)
X = new listasolmu
X.key = Kk
x.next = L.head // uuden seuraava on vanha ensimmainen
X.prev = NIL
if L.head #= NIL
seur = x.next
seur.prev = X // uusi on seuraajansa edeltdja
L.head = x // lisatty solmu on listan ensimmadinen

e esimerkki seuraavalla sivulla selventaa operaation toimintaperiaatetta
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¢ Insert(L,25)

head_ 9 16 4 1
1 I
X & 25 /// //
\ // /// \
e /” seur

e riippumatta jonossa olevien alkioiden madarasta, operaation suorittamien
komentojen madra on aina sama, eli operaation aikavaativuus O(1)
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e |istalta alkioita poistava delete-operaatio saa parametrinaan viitteen
poistettavaan solmuun X

e oOperaatiossa manipuloidaan viitteita siten, etta x:n yli hypataan, eli x:n
edellinen viittaakin suoraan xX:n seuraavaan

e Jalleen on huomioitava erikoistapaukset, eli onko x:lla seuraavaa tai edellista
solmua

delete(L,x)
edel = Xx.prev
seur = x.next

if edel = NIL
edel.next = seur
else L.head = seur  // edellistad ei ollut, eli poistettu oli listan ensimmadinen

if seur #= NIL
seur.prev — edel

e Seuraavalla sivulla esimerkki jossa poistettavalla on seka edellinen etta seuraava
solmu

e on hyodyllista simuloida myos erikoistapaukset: ei seuraavaa, ei edellista ja
poistettava listan ainoa solmu
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L.head \ 9 16 4 1

* delete(L,search(16))

Lhead ~ [ 9] .~ [16 e g 1
II

edel seur

e listan pituudesta riippumatta operaatio suorittaa vakiomaadran komentoja, eli
aikavaativuus O(1)

e huom: delete-operaatio saa parametrinaan viitteen poistettavaan solmuun eli

jos halutaan poistaa listalta esim. luku 4, on viite poistettavaan solmuun
selvitettdva search-operaatiolla: delete(L,search(4))

e koska search-operaation aikavaativuus on O(n), on myds delete(L,search(x)):n
aikavaativuus O(n)
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e enta loput sivulla 86 mainituista operaatioista: min, max, succ ja pred?
— min siis etsii listalta solmun, jossa on pienin avain

— succ taas etsii annettua solmua x seuraavaksi suurimman avaimen omaavan
solmun

e Min voidaan toteuttaa seuraavasti:

min(L)
pienin = L.head // pienin tahdnasti tunnettu
p = L.head
while p %= NIL
if p.key < pienin.key // 10ytyikd pienempi kun tahdnastinen pienin
pienin = p
p = p.next // edetdan listalla

return pienin

e Operaatiossa kaydaan lapi koko lista solmu solmulta, muuttuja p vittaa
vuorossa olevaan listasolmuun

e muuttuja pienin muistaa, mika solmu sisdltaa siihen mennessa pienimman
vastaantulleen avaimen

e operaatio kay lapi listan kaikki alkiot ja jokaisen alkion kohdalla tehdaan
vakiomadadra tyotd, eli aikavaativuus selvasti O(n)
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e oOperaatio succ, joka etsii x:sta seuraavaksi suurimman avaimen sisaltavan
solmun on hiukan hankalampi:

succ(L,x)

1 seur = NIL

2 p = L.head

3 while p &= NIL

4 if p.key > Xx.key

5 if seur = NIL or p.key < seur.key
6 seur = p

{ p = p.next

8 return seur

operaatiossa kaydaadn lapi koko lista solmu solmulta, muuttuja p viittaa
lapikaynnissa vuorossa olevaan listasolmuun

e Seur on viite solmuun, joka on siihen astisen tietamyksen perusteella x:aa
seuraavaksi suurempi

e aina kun tulee vastaan x:da suuremman avaimen omaava listasolmu (rivi 4)
tarkastetaan (rivi 5), onko tama parempi kandidaatti etsityksi alkioksi kuin
siihen asti parhaaksi luultu seur

e jOS syOtteend oleva x on listan suurimman avaimen omaava listasolmu,
palauttaa operaatio NIL
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operaatio succ kay koko listan lapi tehden vakiomaaran tyota jokaista solmua
kohti, aikavaativuus siis O(n)

Operaatiot max ja pred toteutetaan samaan tyyliin kuin min ja succ

Operaatiota succ tarvitaan kun halutaan kayda listalla olevat tiedot lapi
avaimen mukaisessa jarjestyksessd. Esim. kaikkien tulostus jarjestyksessa:

x = min(L)

while x %= NIL
print ( x.key )
x = succ(L,x)

eli ensin haetaan pienimman avaimen sisaltava solmu x. Sen jalkeen aina
seuraava kunnes kaikki on kayty lapi

Jokaisen listasolmun osalta sen seuraajan etsiminen operaatiolla succ vie aikaa
O(n), eli solmujen ldpikdynti avaimeen perustuvassa jdrjestyksessa vie aikaa
perdati O(n?) missa n listalla olevien solmujen maars

Jos operaatiot min, max, succ ja pred ovat tarpeen, ei joukon toteuttamisessa
esitetyn kaltaisena linkitettyna listana ole jarkea jos listalle talletettavien
alkioiden madara on suuri
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e Esitetylla tavalla linkitettyna listana toteutetun abstraktin tietotyypin kokoelma
operaatioiden aikavaativuudet siis ovat

search(S,k) O(n)
insert(S,x) O(1)
delete(S,x) O(1)
min(S) O(n)
max(S) O(n)
succ(S,x) O(n)
pred(S,x) O(n)

e Kkoska tietorakenne sallii saman alkiot tallettamisen useaan kertaan, ei kyseesso
matemaattisessa mielessa ole joukko vaan pelkka kokoelma alkoita

127



Rengaslista

e jos talletamme luvut listalle suuruusjarjestyksessda, insertin vaativuus huononee
luokkaan O(n) mutta operaatiot min, succ sekd pienilla modifikaatioilla myos
operaatiot max ja pred saadaan vakioaikaisiksi

e insert siis ei lisaa uusia alkioita aina listan ensimmaiseksi alkioksi, vaan etsii
niille oikean paikan siten, etta lisayksen jalkeenkin listan alkiot ovat
suuruusjarjestyksessa

e yksi tapa operaatioiden max ja pred saamiseksi vakioaikaiseksi on kadyttaad
rengaslistaa, missa alkiot on talletettu suuruusjarjestykseen

head 1 /'4 9 16
\ N

/

e jonon ensimmaisen alkion prev viittaa jonon viimeiseen alkioon, jonka next
viittaa jonon ensimmaiseen alkioon
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e Operaatioiden min, max, succ ja pred toteuttaminen jarjestetylle rengaslistalle
on helppoa:

min(L)
return L.head
max(L)
if L.head == NIL return NIL
else return L.head.prev
succ(L,x)
if x.next == L.head return NIL
else return x.next
pred(L,x)
if X.prev == L.head.prev return NIL

else return X.prev

e ecdelliset nelja operaatiota ovat selvasti vakioaikaisia silla olipa lista miten pitka
tahansa, aina suoritetaan sama madra kadskyja

e Mmuutama sivu sitten toteutettu listan alkioiden tulostus suuruusjarjestyksessa
onnistuu jarjestetylle ajassa O(n)

129



e alkioiden poistaminen jarjestetylta rengaslistalta:

delete(L,x)

edel = X.prev

seur = x.next

if x == seur // poistettava on listan ainoa alkio
L.head = NIL

else
edel.next = seur
seur.prev = edel

if X == L.head // poistettava on listan ensimmadisenad
L.head = seur

e Operaatio ei poikkea paljoa aiemmin esitetysta normaalin listan delete:sta
e erikoistapaukset on jalleen huomioitava

e jOs rengaslistalla on vain yksi listasolmu, on solmu seka itsensa seuraaja ja
edeltaja, tama tilanne testataan kolmannella rivilla

e operaatio on selvasti vakioikainen, silla listan pituus ei vaikuta suoritettavien
kaskyjen madaraan
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alkioiden etsinta jdrjestetylta rengaslistalta:

search(L,k)

1 if L.head == NIL return NIL

2 p = L.head

3 while p.next #= L.head and p.key < k
4 p = p.next

5 if p.key== k return p else NIL

operaatio on hiukan erilainen kuin normaalin listan search

— lapikaynti voidaan lopettaa jos huomatan, etta listalla tulee vastaan etsittya
avainta suurempi alkio

— rengaslista on kayty lapi siina vaiheessa kun ollaan palaamassa jalleen listan
ensimmaiseen solmuun L.head

rivin 3 ehto lopettaakin lapikaynnin, jos ollaan viimeisen alkion kohdalla tai jos
etsittavia avaimia pienempia ei enaa listalla ole

solmu jonka kohdalle etsinta pysahtyy, sisaltaa etsityn avaimen jos se
ylipaataan listalla on. Rivilla 5 viela tarkistetaan asia

vaikka voimmekin lopettaa etsinnan, kun listalla tulee vastaan alkio, joka on
suurempi kuin etsittava avain, etsinndn pahimman tapauksen aikavaativuus on
kuitenkin O(n)
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jarjestetyn rengaslistan operaatioista teknisesti hankalin on insert

koska alkio on vietava oikealle paikalle, kuluu aikaa pahimmassa tapauksessa
O(n), silla alkio voidaan joutua lisadamaadn listan loppuun

operaatio on periaatteessa selked, mutta sen toteutus on ikava monien
huomioitavien erikoistapauksien takia, operaation toteutus jatetaan laskareihin

Kaksisuuntaisesti linkitettyna rengaslistana toteutetun abstraktin tietotyypin
kokoelma operaatioiden aikavaativuudet siis ovat

search(S,k) O(n)
insert(S,x) O(n)
delete(S,x) O(1)
min(S) O(1)
max(S) O(1)
succ(S,x) O(1)
pred(S,x) O(1)

eli uhraamalla operaatio insert, paastaan operaatiossa min, max, succ ja pred
vakioaikaisuuteen
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Tunnussolmullinen lista

e joitakin operaatiota mutkistaa hieman erikoistapauksen onko poistettava alkio
listan alussa huomioiminen
e yksi variaatio linkitetyista listoista on tunnussolmullinen rengaslista
— nyt listan alussa tunnussolmu, eli solmu missa ei sdilyteta tietoa
— listan L attribuutti L.nil viittaa listan tunnussolmuun
— listan ensimmainen alkio 10ytyy viitteen L.nil.next paasta
— listan viimeinen alkio |0ytyy viitteen L.nil.prev paasta

e Huom: jotta seuraavassa esitettdvat operaatiot toimisivat, tyhjdlla listalla
taytyy olla: L.nil.next = L.nil.prev = L.nil

eli tyhjassa listassa tunnussolmun seuraavaksi ja edeltavaksi solmuksi on
asetettu tunnissolmu itse

e Kkadsitellaan seuraavassa tunnussolmullisen listan variaatiota joka ei edellyta
alkioille suuruusjarjestysta
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e esim: tunnussolmullinen rengaslista missa luvut 5, 8 ja 6

nil\ /5\ 6

\//,/

e alkion poisto tunnussolmullisesta rengaslistalta hoituu erittain helposti

delete(L,x)
seur = X.next
edel = X.prev
seur.prev edel
edel.next seur

e varmista simuloimalla, ettd operaatio toimii myds erikoistapauksissa (listalla
vain yksi alkio, poistettava alussa, poistettava lopussa)
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alkion lisaaminen listan alkuun onnistuu vakioajassa

insert(L,k)
X = new listasolmu
X.key = Kk
seur = L.nil.next // seuraava on listan vanha ensimmadinen

X.next = seur
X.prev = L.nil
seur.prev = X
L.nil.next = X // lisatty on listan ensimmadinen alkio

sekd poisto- etta lisaysoperaatio ovat suoraviivaisia silla erityistapauksia ei
koodissa varvitse huomioida

vakuuta itsellesi simuloimalla, etta insert voimii myos kaikissa erikoistapauksissa
alkion etsinta tunnussolmullisesta rengaslistasta

search(L,k)
p = L.nil.next
while p = L.nil and k # p.key

p = p.next
if p == L.nil
return NIL

else return p
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listoista on muitakin variaatioita: tunnussolmuton rengaslista, yhteensuuntaan
linkitetyt listat seka tunnussolmulla etta ilman, tavallisena tai rengaslistana ...

kuten jo todettiin, maarittelemamme linkitetty lista ei tarkalleen ottaen toteuta
joukkoa niin kuin se kasitetaan matemaattisesti silla joukossahan tietty alkio
VvOi esiintya vaan kertaalleen mutta mikadn ei esta saman alkion laittamista
useaan kertaan listalle

linkitetty lista on yksinkertainen mutta useimmissa tilanteissa suhteellisen
tehoton tietorakenne, eli onko listalle ylipaataan kayttda?

jos kasiteltava aineisto on pieni, riittaa lista varsin hyvin

lista on kayttokelpoinen komponentti tietyissa muissa tietorakenteissa kuten
hajautusrakenteissa

jos listan hitaita operaatioita (esim. search) tarvitaan darimmadisen harvoin ja
tilanteissa, joissa suoritusaika ei ole kovin Kkriittinen, voi lista olla jarkeva
vaihtoehto sen yleisen keveyden takia
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3. Hakupuut

Hakupuu on listaa huomattavasti edistyneempi tapa toteuttaa abstrakti
tietotyyppi joukko

puurakenteelle on tietojenkasittelyssa myos muutakin kayttoa, esim. algoritmin

suoritusajan analysoinnissa, ohjelman laskennan etenemisen kuvailussa ja
ongelmanratkaisussa

ennen kuin menemme hakupuihin, tutustutaan yleiseen puihin liittyvaan
kasitteistodn
Puu on kokoelma solmuja ja niita yhdistavia kaaria, siten etta:

— kokoelma on tyhja, tai

— vksi solmuista r, on juuri johon kaaret liittavat nolla tai useampia alipuita
11, ...1}, jotka itsekin ovat puita
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Edella annettu puun maaritelma on rekursiivinen, eli puu koostuu juuresta ja
siihen liittyvista alipuista, jotka ovat itsekin puita

Puulle voidaan antaa myoOs ei-rekursiivinen maaritelma, jolloin puun katsotaan
olevan hieman yleisemman tietorakenteen eli verkon erikoistapaus. Palaamme
verkkopohjaisen puun madritelmaan mydhemmin

Rekursiivisen maaritelman Kkryptisyydesta huolimatta muutaman esimerkin
jalkeen kellaan ei liene vaikeuksia ymmartad mita puu tarkoittaa

Maaritellaan muutamia puihin liittyvia kasitteita

— Alipuiden T4i,..., T} juuret ovat r:n lapsia ja r on lastensa vanhempi (tassa r
ja T; viittaavat edellisen kalvon maddritelmdan ja kuvaan)

— Jjokaisella solmulla paitsi juurella on tasan yksi vanhempi
— solmu jolla ei ole lapsia on lehti
— solmut joilla on yhteinen vanhempi, ovat sisaruksia

— isovanhempi ja lapsenlapsi maaraytyvat luonnollisella tavalla
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e &sim:

— puun juuri a, jolla lapset b,c ja h

— puun lehtia ovat solmut d, g, f ja h

— d,e ja f ovat a:n lapsenlapsia, ja a on solmujen d,e ja f isovanhempi

— d ja e ovat sisaruksia

— esim. solmusta b alkava d:n, e:n ja g:n sisdltavaa puu, on koko puun alipuu

ja b on alipuun juuri
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lisaa maaritelmia:

polku solmusta x; solmuun z; on jono solmuja x1,xo, ...,z Siten etta x; on
xi+1:Nn vanhempi kun 1 <:< k-1

polun pituus on sen kaarien lukumaadrad

esim: edellisen kalvon kuvassa a,b,e,g on polku solmusta a solmuun g jonka
pituus on 3

huom: erikoistapaus, jokaisesta solmusta on nollan pituinen polku itseensal

jos on olemassa polku solmusta 1 solmuun x>, sanotaan etta x; on solmun
xo, edeltaja ja xo> on x1:n jalkelainen

JOS x1 # x2 ovat edeltdjyys ja jadlkeldisyys aitoja
esim. a,b ja e ovat solmun e edeltdjat, joista a ja b ovat aitoja edeltajia
solmun e seuraajia ovat e ja g, joista jalkimmainen on aito seuraaja

solmun z taso (engl. depth) on polun pituus juuresta x:dan, juuren taso on
0. Joissain lahteissa tasosta kaytetaan termia syvyys

solmun x korkeus on pisimman z:sta lehteen vievan polun pituus

puun korkeus on sen juuren korkeus
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e esim: kuvassa solmujen tasot sekda solmun a ja b korkeus

korkeus 3

korkeus 2

e puun korkeus on siis sama kuin sen juuren korkeus eli 3
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Binddripuu

e jos puun solmuilla on korkeintaan kaksi lasta, on kyseessa binaaripuu

— binaaripuun alipuiden juuria kutsutaan vasemmaksi ja oikeaksi lapseksi,
solmun x vasempaan lapseen viitataan x.left ja oikeaan X.right

— solmusta Xx.left alkavaa puuta kutsutaan solmun X vasemmaksi alipuuksi ja
solmusta X.right alkavaa x:n oikeaksi alipuuksi

— edellisella kalvolla oleva puu on binaaripuu, esim solmun b vasen lapsi on d
ja oikea lapsi e, eli b.left = d ja b.right = e

e Todistetaan seuraavaksi kaksi tarkeaa binaaripuita koskevaa tulosta

e Lause 1: Olkoon T bindaripuu jonka korkeus on h. Talloin
(1) puun tasolla i on enintdan 2¢ solmua

(2) puussa on enintdan 2"*1 — 1 solmua

142



Véaitteen 1 todistus:

On siis ndytettava, ettd binddripuun tasolla ¢ > 0 on enintdan 2 solmua.
Tehdadan todistus induktiolla tason numeron suhteen.
Tasolla 0 on vain juurisolmu, ja 2° = 1 joten kaava voimassa tasolla 1.

Tehdaan induktio-oletus, etta vadite patee tasolla n ja osoitetaan etta se
patee myos tasolla n+ 1.

Induktio-oletuksen mukaan tasolla n siis enintaan 2" solmua. Koska
kyseessa on binadripuu, on jokaisella ndista enintaan kaksi lasta, siis
tason n 4+ 1 lapsimaara on enintddn 2 x 2" = 2nt+1 Kaava siis voimassa
myos tasolla n + 1.

Vaitteen 2 todistus:

On siis naytettdva, ettd h:n korkuisessa puussa on enintddn 2h+1 — 1
solmua.

Binaaripuun solmujen lukumaara on summa eri tason solmujen |
lukumarasta. Edellisen kohdan perusteella tasolla ¢ korkeintaan 2°
solmua. Eli A:n korkuisen puun maksimisolmumaara on

h
20421 423 4 4 2h = $"20
i=0
Ensimmaisen viikon toisessa laskaritehtavassa todistimme, etta

h
Y2t =2kl 1,
1=0
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e Edellisen kalvon todistuksien ideaa valottava kuva

EAISOO - e eeee e @ e _ solmuja<s 1=9
tASOL o @ W > solmujas 2=2
taso2---- @ 0@ @@00000@ @ @ > solmujas 4=2
taso3... & @& 6 & 6 6 6 & . _ solmujax 8=2
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Binaaripuuta, jonka jokaisella solmulla on joko O tai 2 lasta, ja jonka jokainen
lehti on samalla tasolla, sanotaan taydelliseksi binaadripuuksi

Kuvassa vasemmalla taydellinen binaaripuu, eli puu, joka on on '"taysin
mahdollinen" tietyn korkuinen puu

Jos puu on viimeista tasoa lukuunnottamatta taydellisen binaaripuun kaltainen,
voidaan puuta nimittaa melkein taydelliseksi

kuvassa oikealla melkein taydellinen binaaripuu
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e lausetta 1 soveltamalla on helppo huomata etta h:n korkuisella taydellisella
bindaripuulla on tdsmalleen 2" lasta ja 2"*t1 — 1 solmua

e toisaalta binadripuussa jonka korkeus on h voi olla vahimmillaan h 4+ 1 solmua:

.\. korkeus = ¢

solmuja = 6

e ¢eli jos puun korkeus on h, niin:

h+ 1 <solmumasra < 21 1

e todistetaan seuraavassa viela tasmallisesti mika on puun korkeus suhteessa
solmujen lukumaaraan
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e Lause 2:
Olkoon T bindaripuu jonka solmujen lukumaara on n. Talldin

(1) puun korkeus on enintdaan n —1
(2) puun korkeus on vahintdaan log,(n+1) — 1
Vaitteen 1 todistus:

jos jokaisella ei-lapsisolmulla on ainoastaan yksi lapsi, on puu kuin lista
ja korkeus silloin suurin mahdollinen eli n — 1

Vaitteen 2 todistus:

binaaripuun korkeus on pienin mahdollinen jos puu on taydellinen.

Merkitadn puun korkeutta h:lla. Lauseen 1 nojalla taydellisen puun
solmumaard n on 2t — 1 elin 4+ 1 = 2~+1,

Otetaan kaksikantainen logaritmi molemmilta puolilta:

logs(n+ 1) =log, 2"t = (h+1)log,2 =h +1

Eli h=109>, (n+ 1) — 1.

e eli jos puussa on n solmua, niin

logs, (n+ 1) — 1 < puun korkeus <n —1
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Binddrihakupuu

e toteutetaan kalvon 86 abstrakti tietotyyppi joukko siten etta joukossa olevat
alkiot talletetaan binaaripuun solmuihin

e rajoitumme jalleen yksinkertaistettuun tapaukseen missa talletettavat
tietoalkiot sisaltavat ainoastaan avaimen

e puu rakentuu puusolmu-olioista, joilla seuraavat kentat:

key talletettu tietoalkio

left viite vasempaan lapseen
right viite oikeaan lapseen
parent viite vanhempaan

e puulla T attribuutti T.root joka osoittaa juurisolmuun
e jos solmulla = ei ole vasenta lasta, x.left = NIL, vastaavasti oikealle lapselle
e puun juurisolmulla parent-kentan arvo NIL

e parent-kentta ei ole valttamaton, se kuitenkin helpottaa muutaman operaation
toteutusta, joten pidamme sen mukana
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Bindarihakupuussa avaimet toteuttavat binddrihakupuuehdon:
— jos solmu v on solmun X vasemmassa alipuussa, niin v.key < X.key

— jos solmu o on solmun X oikeassa alipuussa, niin X.key < o.key

eli solImun vasemmassa alipuussa on ainoastaan sitd pienempid ja
oikeassa alipuussa sitd isompia avaimia

muistutus: vasemmalla alipuulla tarkoitetaan solmun vasemmasta lapsesta
alkavaa puun osaa, oikea alipuu taas on oikeasta lapsesta alkava osa

esim: binaarihakupuu missa alkiot 2, 3, 4, 5,7 ja 8

N

3 7
| |
AN\ N
2 4 8
/‘\ /‘\ /‘\
JAN JAN JAN
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e yleensa piirramme puut ilman linkkikenttien eksplisiittista sisaltoa

e samansisaltdiset, mutta mutta muodoltaan erilaiset bindarihakupuut:

e kun monisteen tassa luvussa puhutaan puusta, tarkoitetaan jatkossa
nimenomaan binaarihakupuuta
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Puun alkioiden ldpikdynti

e usein on tarvetta operaatiolle, joka kady lapi kaikki puun alkiot

e alkioiden lapikaynnin voi toteuttaa kulkemalla puun left-, right- ja
parent-linkkeja pitkin

e huomattavasti helpompi tapa on kuitenkin toteuttaa lapikaynti rekursion avulla

e puun T alkiot voidaan tulostaa suuruusjarjestyksessa kutsumalla seuraavaksi
esitettavaa rekursiivista algoritmia parametrilla T'.root

e tulostaAlkiot(x)
if x = NIL
tulostaAlkiot(x.left)
print x.key
tulostaAlkiot(x.right)
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e algoritmin toiminnan eteneminen syotteena kalvon 150 kuvan vasen puu

tulostaAlkiot(5)
tulostaAlkiot(3)
tulostaAlkiot(2)
tulostaAlkiot(NIL)

print(2) 2
tulostaAlkiot(NIL)
print(3) 3

tulostaAlkiot(4)
tulostaAlkiot(NIL)
print(4) 4
tulostaAlkiot(NIL)
print(5) 5
tulostaAlkiot(7)
tulostaAlkiot(NIL)
print(7) 7
tulostaAlkiot(8)
tulostaAlkiot(NIL)
print(8) 8
tulostaAlkiot(NIL)

edelld esim. kutsu tulostaAlkiot(5) tarkoittaa ettd operaatiota kutsutaan
viitteenaan solmu joka sisaltaa avaimenaan numeron 5
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e algoritmi kay puun ldapi sisdjdrjestyksessd (engl. inorder)

tultaessa solmuun z ensin kasitellaan vasen lapsi X.left sitten itse solmu z ja
taman jalkeen oikea lapsi X.right

vasenta lasta x.left kasitellessa tulostetaan kaikki siita alkavan alipuun

alkiot ja binaarihakupuuehdon perusteella naiden arvo on korkeintaan sama
kuin x.key:n arvo

oikeaa lasta Xx.right kasitellessa tulostetaan kaikki siita alkavan alipuun

alkiot ja binaarihakupuuehdon perusteella naiden arvo on vahintaan yhta
suuri kuin x.key:n arvo

arvo X.key tulostetaan siis oikeassa kohdassa suuruusjarjestyksen suhteen

samanlaisen paattelyn perusteella jokainen alkio tulostetaan oikeassa
kohdassa

e jOS puussa on n solmua, algoritmin aikavaativuus on O(n) silla metodin
runko-osa on selvasti vakioiaikainen ja rekursiota kutsutaan jokaiselle solmulle
sekd lehtisolmujen olemattomille lapislle eli yhteensa korkeintaan 2n kertaa

(lehtisolmuja voi olla korkeintaan n/2 kpl, eli olemattomia lapsia on
korkeintaan n)
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e algoritmin tilavaativuus

— algoritmin edetessa rekursiopinoon on talletuttuna reitti juurisolmusta
tarkasteltavaan solmuun

— algoritmin suoritusaikana rekursiopinossa on siis tietoa '"piilossa"

— rekursiopinon koko on pahimmillaan sama kuin puun korkeus h, eli
algoritmin tilavaativuus on O(h)

— Lauseen 2 perusteella puun korkeus pahimmassa tapauksessa n — 1, missa n
solmujen lukumaara, eli

— tilavaativuus on siis pahimmassa tapauksessa O(n)
e Sisdjdrjestyksen lisaksi kaksi muuta tarkeaa binaaripuun lapikayntistrategiaa

ovat esijarjestys (preorder) ja jdlkijarjestys (postorder), jotka molemmat on
helppo toteuttaa sisajarjestyksen tapaan rekursiivisina operaationa

— esjjarjestyksessa solmu x kasitellaan ensin ja sen jalkeen rekursiivisesti
alipuut x.left ja x.right

— jalkijarjestyksessa kasitellaan ensin rekursiivisesti alipuut x.left ja x.right ja
lopuksi solmu X

e eli algoritmi on esi- ja jalkijarjestyksessa sama Kkuin sisajarjestyksen tapauksessa
lukuunottamatta itsensa alkion x kasittelykohtaa
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e puusta voi selvittaa monenlaisia mielenkiintoisia asioita sopivilla lapikaynneilla

e jOS halutaan kuljettaa tietoa lehdista juureen pain, on jalkijarjestys hyva
strategia, eli kasittele lapset ensin, ja vasta sitten solmu itse

e esim. puun korkeuden selvittaminen

— solmun korkeus on sen lasten korkeuksien maksimi plus 1

— lehtisolmujen korkeus on O

— algoritmi yksinkertaistuu hieman jos ajatellaan, etta olemattomien alipuiden
korkeus on -1

laske-korkeus(x)
if Xx == NIL
return -1 // olemattoman alipuun korkeus on -1
k1l = laske-korkeus(x.left) // selvitetdan vasemman lapsen korkeus
k2 = laske-korkeus(x.right) // selvitetdan oikean lapsen korkeus
return max( k1, k2 )41 // oma korkeus on lasten korkeuden maksimi +1

e ¢cli ensin selvitetaan lapsien korkeudet ja palautetaan sitten kysyjadlle oma
korkeus

e operaatiolle annetaan parametriksi puun juuri: korkeus = laske-korkeus(T.root)
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e jos halutaan kuljettaa tietoa juuresta lehtiin pain, on esijarjestys hyva strategia,
eli kasittele solmu ensin, ja vasta sen jalkeen lapset

e esim. halutaan muuttaa solmujen avaimeksi arvo, joka on vanha arvo 4+ niiden
solmujen vanhojen avaimien arvot, jotka sijaitsevat polulla juuresta solmuun

— kuljetetaan summaa mukana puussa vylhaalta alaspain

— huom: puu tuskin sadilyy hakupuuna tallaisen operaation seurauksena

muuta-arvoja(x, summa)
if x #= NIL

X.key = X.key4+summa
muuta-arvoja(x.left, x.key)
muuta-arvoja(x.right, x.key)

— kutsutaan operaatiota parametrina juuri ja 0: muuta-arvoja(T.root, 0)

— Juuren avain sailyy entisellaan, juuren lapsien avaimien arvoksi tulee juuren
avaimen arvo -+ alkuperainen avain, jne

e joissain sovellustilanteissa puun lapikayntijarjestyksella ei ole valia voidaan
kaydd puu lapi esi-, sisa- tai jalkijarjestyksessa
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Joukko-operaatioiden toteuttaminen

e avaimen k etsiminen puusta tapahtuu kutsumalla rekursiivista operaatiota
search(T.root, k)

search(x, k)
if X == NIL or x.key == Kk
return x
if k < X.key
return search(x.left, k)
else return search(x.right,k)

— etsinta alkaa juuresta, eli aluksi x = T .root

— Jos x.key on suurempi kuin etsittava Kk, niin bindaarihakupuuehdon
perusteella k ei voi olla kuin x:n vasemmassa alipuussa. Etsinta siis jatkuu
rekursiivisesti vasempaan alipuuhun.

— Vastaavaasti, jos etsittava k on suurempi kuin x.key, jatkuu etsinta
rekursiivisesti oikeaan alipuuhun.

— Jos etsittava solmu on puussa, paattyy rekursion eteneminen etsittavan
solmun kohdalle, palautetaan true joka valittyy alkuperadiselle kutsujalle asti

— Jos etsittavaa ei puussa ole, paadytaan kohtaan, jossa etsittava olisi,

kohdasta |0ytyy ainoastaan "olematon alipuu", jota toteutuksessamme
edustaa viite NIL
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e esim:

e search(T.root, 13) etenee polkua 15 -6 -7 — 13

e search(T.root, 10) etenee 15 —+6 -7 — 13 — 9 — NIL

etsinta siis paatyy solmun 9 oikeaan olemattomaan alipuuhun, jossa avaimen
10 taytyisi olla jos se ylipaatdaan olisi puussa
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e ctsinta siis etenee juuresta alaspadin, pahimmassa tapauksessa puun korkeuden
verran, eli aikavaativuus O(h) missa h puun korkeus, silla jokaisen solmun
kohdalla tehdadan vakiomadra tyota

Lauseen 2 perusteella puun korkeus pahimmassa tapauksessa n — 1, missa n
solmujen lukumadadrad, eli searchin pahin tapaus vie aikaa O(n)

e rekursiopinon korkeus pahimmillaan sama kuin puun korkeus, eli myos
tilavaativuus O(n)

e avaimen etsiminen on helppo toteuttaa myos ilman rekursiota

search(x, k)
while x = NIL and x.key # k

if k < X.key
X = X.left // siirretdaan x viittaamaan vasempaan lapseen
else x = x.right // siirretdaan x viittaamaan oikeaan lapseen
return x

e aikavaativuus on edelleen O(n) mutta koska rekursiopinosta on padsty eroon,
tilavaativuus onkin O(1)
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e binadrihakupuuehdosta seuraa suoraan etta kulkemalla mahdollisimman paljon
vasemmalle, paadymme pienimpaan puussa olevaan alkioon

seuraavassa operaatio, joka palauttaa viitteen solmun z alipuun pienimpaan
alkioon

min(x)
while X.left = NIL
X = X.left
return X

e Vvastaavasti, maksimialkio [0ytyy menemalla oikealle niin kauan kuin mahdollista:

max(x)
while x.right %= NIL
X = X.right
return Xx

e kuten ei-rekursiivisella search:illa, seka min- etta max-operaatioiden pahimman
tapauksen aikavaativuus puun korkeuden h suhteen on O(h) ja tilavaativuus
O(1)

e kalvon 158 esimerkissa minimin haku etenee polkua 15 -6 —3 — 2 ja
maksimin polkua 15 — 18 — 20
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annettua alkiota seuraavaksi suurimman etsinta, eli operaation succ
toteuttaminen on hiukan hankalampaa

kalvon 158 kuvassa, esim. solmun 15 seuraaja on 17, joka on sen oikean
alipuun pienin alkio. Sama saant0, eli seuraaja on oikean alipuun pienin alkio
nayttaa patevan myos esim. solmulle 6

esim. solmulla 13 ei ole oikeaa alipuuta, sen seuraaja onkin 15, joka 10ytyy
kulkemalla puussa ylospain

samoin on esim. solmun 4 suhteen, sen seuraaja 6 |0ytyy kulkemalla ylospain

oletetaan, etta tarkastelun alla on solmun X seuraaja

binaarihakupuuehdosta seuraa, etta x:n oikeassa alipuussa X.right olevat
alkiot ovat x:da suurempia

toisaalta x:aa suurempi on myds sellainen esi-isa y, joka |0ytyy kulkemalla
X:sta kohti juurta ja johon saavutaan kun otetaan ensimmainen asken ylos
oikealle

nain Ioytyva alkio y on alipuun X.right alkioiden jalkeen x:da seuraavaksi
suurempi alkio

eli x:n seuraaja on alipuun x.right pienin alkio jos alipuu ei ole tyhja. Jos
taas alipuu on tyhja, on seuraaja kuvatulla tavalla |0ytyva y
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Perustellaan viela hieman tasmallisemmin miksi seuraaja |0ytyy kuvatulla
tavalla. Seuraavien kahden kalvon kuvat liittyvat perusteluun

Jos tdama perustelu (joka on matemaattisen oikeellisuustodistuksen
"kansanomaistettu" versio) tuntuu sekavalta, hyppdda sen yli suosiolla

Olkoon x solmu, jonka seuraajaa etsimme ja y sen esi-isd, joka 10ytyy
kulkemalla kohti juurta siihen asti kunnes on kuljettu yksi askel oikealle
Binaarihakupuuehdon perusteella

— X:n alipuunssa B olevat solmut ovat x:aa suurempia

— Vy ja sen oikeassa alipuussa C olevat solmut ovat x:da suurempia

— vy:n vanhemmassa ja sen toisessa alipuussa olevat solmut ovat joko solmua
x pienempid (kuva kalvolla 163) tai y:ta suurempia (kuva kalvolla 164), ne
eivat siis voi tulla kyseeseen x:n seuraajina

— vy:n vasemmassa alipuussa olevat solmut jotka jadvat x:n "vasemmalle
puolele" ovat x:aa pienempia, eli eivat voi tulla kyseeseen X:n seuraajina

— B:ssa olevat solmut ovat y:ta pienempia, eli jos B on epadtyhja, on sen
pienin alkio X:n seuraaja

— jos B on tyhja, taytyy X:n seuraajan olla y
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e edellisen kalvon paattelya tukeva kuva, tapaus jossa y on vanhempansa oikea
lapsi

tilanne, jossa y onvanhempansa oikea lapsi

b.key > x.key kaikilla b alipuussa B
b.key < y.key kaikilla b alipuussa B

. y.key > x.key
x.key ja y.key suurempia kuin c.key > y.key kaikilla c alipuussa C
taman alueen alkioiden avaimet- _ L .
: X:n seuraaja siis alipuun B pienin

tai y jos alipuu B tyhja
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e toinen tapaus, eli y on vanhempansa vasen lapsi:

tilanne jossa y on vanhempansa vasen lapsi

y.key pienempi kuin
taman alueen alkiot

X.key ja y.key suurempia kuin
taman alueen alkioiden avaimet

b.key > x.key kaikilla b alipuussa B
b.key < y.key kaikilla b alipuussa B
y.key > x.key

c.key > y.key kaikilla c alipuussa C

X:n seuraaja siis alipuun B pienin
tai y jos alipuu B tyhja
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e Algoritmi seuraavassa:

succ(x)

1 if x.right #= NIL

2 return min(x.right)

3 y = X.parent

4 while y # NIL and x == y.right
5 X =V

6 y = X.parent

7 returny

e kuten todettiin, algoritmin toiminta jakautuu kahteen eri tapaukseen

— jos solmun x oikea alipuu on epatyhja, on solmun seuraaja oikean alipuun
pienin alkio

— Jjos oikea alipuu on tyhja, solmun x seuraaja on siis esi-isa y joka |0ytyy
siten etta palataan puussa kohti juurta niin kauan kunnes tehdaan yksi
paluuaskel "ylaviistoon oikealle"

e succ-operaation pahin tapaus vie aikaa O(h) puun korkeuden h suhteen, silla
voidaan joutua menemadadn juuresta aina koko puun korkeuden verran alas tai
palata lehdestd aina juureen asti, tilavaativuus on selvasti O(1)

e oOperaatio pred on symmetrinen succ-operaation kanssa, eli vaatii pahimmassa
tapauksessa ajan O(h) ja tilan O(1)
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e alkion lisaaminen bindarinakupuuhun kay melko helposti

insert(T, k)

1 uusi = new puusolmu
2 uusi.key = k

3 uusi.left = uusi.right = uusi.parent = NIL
4 if T.root == NIL // jos puu on tyhjd, tulee uudesta solmusta juuri
5 T.root = uusi

6 return

7 X = T.root

8 p = NIL

9 while x # NIL // etsitdan kohta, johon uusi alkio kuuluu

10 p = X

11 if uusi.k < X.key

12 X = X.left

13 else x = x.right

14 uusi.parent = p // viitteet uuden alkion ja sen vanhemman valille
15 if uusi.key < p.key

16 p.left = uusi

17 else p.right = uusi
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e algoritmin toimintaperiaate

riveilla 4-6 kasitelladan erikoistapaus, jossa lisattdava on puun ensimmainen
solmu

rivien 9-13 while-toistolause etsii uudelle alkiolle paikan

X

uusi alkio on lisattava puuhun siten, etta binadarihakupuuehto ei mene
rikKi
paikka loytyy kulkemalla puussa alaspadin search-operaation tapaan, eli

haaraudutaan joko oikeaan tai vasempaan alipuuhun riippuen lisattavan
avaimen arvosta

etsinnassa kaytetaan apuna kahta viitetta:

x on viite solmuun, jonka kohdalla paikan etsinta on menossa ja p viite
taman vanhempaan

kun etsinndssa paadytdadn tilanteeseen, jossa x* = NIL, tiedetaadn, etta p
on solmu, jonka alle uusi solmu voidaan laittaa rikkomatta
binaarihakupuuehtoa

eli toistolauseen jalkeen p viittaa alkioon jonka lapseksi uusi alkio lisatdaan

riveilla 15-17 uusi alkio laitetaan joko p:n vasemmaksi tai oikeaksi lapseksi
riilppuen onko uuden solmun avain pienempi vai suurempi kuin p:n avain
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e puu mihin lisatty avain 13, polku juuresta solmuun jonka lapseksi uusi solmu
lisataan on tummennettu

e kuten muillakin tahan asti kohtaamillamme operaatioilla, on lisayksenkin
aikavaativuus O(h) puun korkeuden h suhteen, silla pahimmassa tapauksessa
lisdys tehdadn alimmalla tasolla olevan solmun lapseksi ja talldin operaation
aikavaativuutta dominoiva whlie joudutaan suorittaan h kertaa

e tilavaativuus on O(1), silla rekursio ei ole kdytdssa ja apumuuttujia on vain
muutama
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e Poisto on puun operaatioista monimutkaisin. Operaatio jakautuu kolmeen
tapaukseen

— solmu, jolla ei ole lapsia on helppo poistaa: alla olevasta kuvasta esim. 9
voidaan poistaa laittamalla 5:n oikeaksi lapseksi NIL

— solmu, jolla on tasan yksi lapsi on lahes yhta helppo poistaa: kuvassa solmu
22 saadaan poistettua laittamalla sen lapsi 24 suoraan vanhemman 18
lapseksi, eli yksilapsinen solmu poistetaan korvaamalla se lapsella

— kaksilapsinen solmu, esim. kuvassa 12 on ongelmallinen tapaus
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e Kkaksilapsinen solmu poistetaan puusta seuraavasti:

— vaihdetaan poistettavan ja sita seuraavaksi suurimman avaimen omaavan
solmun seur sisaltdo

— koska poistettavalla on molemmat lapset, on sen seuraajasolmu seur
poistettavan oikean alipuun solmuista pienin

— poistetaan solmu seur, se onnistuu helposti silla solmulla on korkeantaan
yKsi lapsi

e Kuvassa solmun 12 seuraaja on solmu 15. Sen sisaltd viedaan poistettavaan
solmuun ja poistetaan vanha 15 puusta.

12:n seuraaja /
poistettava 12 avain korvattu seuraajalla
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e parametrina operaatiolla on viite poistettavaan solmuun pozts

delete(T, pois)

1 if pois.left == NIL and pois.right = NIL// tapaus 1: poistettavalla ei lapsia
2 vanh = pois.parent

3 if vanh == NIL // poistettava on puun ainoa solmu
4 T.root = NIL

5 return pois

6 if pois == vanh.left

7 vanh.left = NIL

8 else vanh.right = NIL

9 return pois

10 if pois.left == NIL or pois.right = NIL // tapaus 2: poistettavalla on yksi lapsi
11 if pois.left = NIL

12 lapsi = pois.left

13 else lapsi = pois.right

14 vanh = pois.parent

15 lapsi.parent = vanh

16 if vanh == NIL // poistettava on juuri

17 T.root = lapsi

18 return pois

19 if pois == vanh.left

20 vanh.left = lapsi

21 else vanh.right = lapsi

22 return pois
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e ja viela kolmas tapaus

delete(T, pois) jatkuu ...
// tapaus 3: poistettavalla kaksi lasta

23
24
25
26

27
28
29
30
31
32

seur = min(pois.right)
pois.key = seur.key // korvataan poistettavan avain seuraajan avaimella
lapsi = seur.right
vanh = seur.parent
// korvataan solmu seur sen lapsella
if vanh.left == seur
vanh.left = lapsi
else vanh.right = lapsi
if lapsi = NIL
lapsi.parent = vanh
return seur

e oOperaatio palauttaa viitteen siihen solmuun joka todellisuudessa poistettiin
jotta kutsuja voi tarvittaessa vapauttaa muistitilan. Kolmannessa
tapauksessahan poistettava solmu ei ole sama kuin parametrina annettu

e algoritmi nayttada huomattavasti monimutkaisemmalta mita se itseasiassa on

e Cormenissa esitetty versio on hieman lyhempi, mutta siina kolmea tapausta ei
ole koodissa eritelty samaan tapaan kuin tassa esitetyssa
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e kadydaan algoritmin toiminta lapi viela tapaus tapaukselta

e T[apaus 1: poistettavalla ei lapsia, rivit 1-9
— poistetaan solmu pois

— riveilla 3-5 huomioidaan erikoistapaus missa poistettava on puun ainoa
solmu. Tassa tapauksessa puun juureksi asetetaan NIL

— riveilla 6-8 asetetaan poistuneen solmun tilalle sen vanhempaan NIL-viite
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e T[apaus 2: poistettavalla yksi lapsi, rivit 10-22
— korvataan poistettava pois ainoalla lapsellaan lapsi
— riveilla 11-13 selvitetaan, onko poistettavan lapsi oikea vai vasen

— riveilla 16-18 huomioidaan tapaus, missa on poistettava on puun juuri.
Talloin poistettavan lapsesta tulee uusi juuri

— riveilla 18-20 laitetaan lapsi poistuneen tilalle
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e Tapaus 3: poistettavalla kaksi lasta, rivit 23-31

aluksi vaihdetaan solmun pois avain sen seuraajan seur avaimeen seuraaja

solmu seur mista korvaava avain |0ytyi poistetaan korvaamalla se lapsellaan
lapst, tama tapahtuu riveilla 25-29

on varmaa, etta solmulla seur on korkeintaan oikea lapsi, joten sen
poistaminen on helppoa

jos korvaava solmu lapsi ei ole NIL, laitetaan se osoittamaan uuteen
vanhempaansa riveilla 30-31
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e Delete on muuten vakioaikainen, mutta tapauksessa kolme joudutaan
Kutsumaan operaatiota min, jonka aikavaativuus on O(h) puun korkeuden h

suhteen

e Tadten poiston pahimman tapauksen aikavaativuus on O(h) puun korkeuden h
suhteen. Tilavaativuus on O(1) silla kdytettyjen apumuuttujien maara vakio

e Huom: operaatio delete(T,pois) siis poistaa puusta solmun sisdllon,
tapauksessa 3 solmun pois muistialue jaa viela kayttoon sisaltaen kuitenkin

toisen avaimen
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binddrihakupuun kaikkien operaatioiden (search, insert, delete, max, min, succ
ja pred) pahimman tapauksen aikavaativuus on siis O(h), missa h on puun
korkeus

kaikki operaatiot pystyttiin tekemdan siten etta tilavaativuus on vain O(1)

LLauseen 2 perusteella n-solmuisen puun korkeus h vaihtelee valilla
logo(n+1)—1<h<n-1

eli jos puu on tarpeeksi tasapainoinen (eli mahdollisimman paljon tdydellista
binddripuuta muistuttava) on operaatioiden aikavaativuus O(logn) ja puu on
oleellisesti listaa parempi joukon toteutuksessa

kun taas hyvin epdtasapainoisessa puussa operaatioiden aikavaativuus on O(n)
ja puu on siis jopa listaa huonompi tapa abstraktin tietotyypin joukko
toteuttamiseen

— huono puu syntyy esim. lisaamalla puuhun solmut 1,...,n
suuruusjarjestyksessa tai kadnteisessa jarjestyksessa

— toisaalta huono puu voi syntyd myos patologisen
insert /delete-suoritusyhdistelman takia

logaritmisen ja lineaarisen aikavaativuuden ero on huikea:

— esim. l0g, 16777216 = 24 ja 109,4294967296 = 32, logaritmi siis kasvaa
todella hitaasti
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Haasteeksi nouseekin miten voisimme pitdd puun tasapainoisena siten, etta
operaatioiden vaativuus saataisiin pysymadan logaritmisena

Puun tasapainossa pitaminen on viela tapahduttava siten, etta toimenpide itse
ei ole niin vaativa etta se tekisi puusta kayttokelvottoman

Esim. rakentamalla puu jokaisen lisayksen ja poiston jalkeen huolellisesti alusta
uudelleen todennakoisesti pitdisi puun tasapainossa, mutta tekisi lisayksesta ja
poistosta toivottoman hitaan

eli puu on osattava pitaa tasapainoisena siten, etta tasapainossa pitaminen ei
muuta operaatioiden aikavaativuutta huonompaan suuntaan kuin korkeintaan
vakiokertoimen verran
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Tasapainoiset hakupuut

e Tavoitetta toteuttaa joukko-operaatiot ajassa O(logn) voidaan ldahestya eri
tavoin:

AVL-puut: historiallisesti ensimmadinen (1962) ja toteutukseltaan
yksinkertaisin

punamustat puut: AVL-puun idean tehostettu versio, kdaytetaan esim.
Javan standardikirjastoissa.

B-puut: tehokkaita levymuistia kaytettaessa

splay-puut: ei takaa tasapainoisuutta, mutta operaatioiden
aikavaativuus silti O(logn) per operaatio (tasoitettu aikavaativuus)
kun tarkastellaan koko operaatiojonoa

skip-lista: ei puurakenne, vaan usean listan hierarkia, aikavaativuus
O(logn) odotusarvoisesti

treap: satunnaisuutta kdyttdava puun ja keon (heap) yhdistelma,
"odotusarvoisesti tasapainoinen'

e Tutustumme ensin AVL-puihin. Myohemmin kurssilla vuorossa B-puut
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Hakunopeuden kannalta paras tilanne on taydellinen puu (ks. sivu 145). Talldin
n-alkioisen puun korkeus on log>(n + 1) — 1. Puuta on kuitenkin vaikea pitaa
edes suunnilleen taydellisena, kun siihen lisataan ja siita poistetaan alkioita

Pahin tilanne on lineaarinen puu, jossa kaikki oikeat tai kaikki vasemmat
alipuut ovat tyhjia, puun korkeus on talldin n — 1

Intuitiivisesti puu on "tasapainoinen'", kun se muistuttaa muodoltaan enemman
taydellista kuin lineaarista puuta

Eri tavat maaritelld tasapainoisuus tasmadllisesti johtavat hieman erilaisiin
tietorakenteisiin (esim. AVL-puu tai punamustapuu)

lineaarinen tasapainoinen? melkein taydellinen
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Teknisesti ottaen haluamme maaritella jonkin taydellisyytta hieman heikomman
tasapainoehdon, joka

— on helpompi pitaa voimassa kuin taydellisyys mutta
— takaa kuitenkin, etta puun korkeus on O(logn)

Yllapidon helpottamiseksi siis Il0ysennamme ehtoa niin, etta ei vaadita puun
olevan ldahes tdydellinen (eli maksimaalisesti tasapainoinen), vaan riittda etta
puun korkeus solmujen lukumaaran n suhteen on d-logn jollakin vakiolla d

Tasapainoehdon intuitiivinen merkitys on yleensa karkeasti, etta jokaisen
solmun vasen ja oikea alipuu ovat jossain mielessa suunnilleen samankokoiset

Huomaa, etta pelkdstdan juuren tarkasteleminen ei riita:

Juuren vasen ja oikea alipuu nayttavat samankokoisilta, mutta puun korkeus on
In/2] (eli jakolaskun n/2:n kokonaislukuosa) eli puu ei ole tasapainoinen
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AV L-puut [Georgi Adelson-Velski ja Jevgeni Landis, 1962]

e AVL-puita Java-koodeineen esitetaan Weissin Kirjan luvussa 4.4.

— Monisteessa esitetadan AVL-puun insert-operaatiosta ei-rekursiivinen versio,
toisin kuin Weissin kirjassa

— Weissin, Kirja kuten useimmat lahteet jattda operaation delete kokonaan
maarittelematta

e Normaalin binddripuun solmussa olevien attribuuttien key, left, right ja parent
lisdksi jokaisessa AVL-puun solmussa on kentta height, joka ilmoittaa solmun

korkeuden.

e Muistin virkistykseksi:
— Solmun korkeus on pisimman siita lehteen vievan polun pituus
— Erityisesti lehden korkeus on O.
— Puun (tai alipuun) korkeudella tarkoitetaan sen juuren korkeutta.

e Edellisen kanssa on yhteensopivaa, etta tyhjan binaaripuun Nil korkeudeksi
maaritellaan —1
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e Olettaen ettd solmuilla on height-attribuutit joille on rakennusvaiheessa
asetettu oikeat arvot, voidaan solmusta alkavan ali korkeus kysya funktiolla

Height(x)
if x== NIL
return -1
else return x.height

eli tyhjan puun (jota edustaa viite NIL) korkeus on -1 ja muuten puun korkeus
selvida juurisolmun height-attribuutista
e AVL-puulta vaaditaan, etta se toteuttaa seuraavan tasapainoehdon:

Mminka tahansa solmun vasemman ja oikean alipuun korkeuksien erotus
on joko —1, O tai 1.

Toisin sanoen vaaditaan

| Height( x.left ) — Height( x.right )| <1 kaikilla solmuilla x

e Haluamme osoittaa, etta
— jos tasapainoehto on voimassa, niin puun korkeus on O(logn)

— jos tasapainoehto rikkoutuu avaimen lisayksen tai poiston yhteydessa, se
voidaan saada taas voimaan ajassa O(logn) puuta sopivasti muokkaamalla.
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e Allaoleviin samansisaltoisiin puihin on merkitty solmujen korkeudet

e Vasemmanpuoleinen puu toteuttaa AVL-tasapainoehdon, oikeanpuoleinen ei
toteuta, silla juurisolmun 7 alipuiden korkeusero on 2
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Lause 3: Jos AVL-puun korkeus on h, niin siind on ainakin Fj,4+3 — 1 solmua,
missa F; on ¢.s Fibonaccin luku

Ennen lauseen todistusta tarkastellaan sen seurauksia

Fibonaccin luvut 0,1,1,2,3,5,8,13,... maadritellaan palautuskaavalla
Fo =0
=1

F,=F,_ 1+ F,_» kun ¢ > 2

Tarkastellaan lukusarjaa jonka alussa on O ja sen jalkeen 2:n potensseja aina
kaksi kappaletta perakkain kasvavassa jarjestyksessa, eli lukusarja on
0,20, 20 21 21 22 22/ 93 23 joka siison 0,1,1,2,2,4,4,8,8,...

Jos aI0|tetaan5+§arJan lukujen numerointi ncglllasta, lukusarjan i:s luku on 2% 1,
esim. viides 272 1 = 23 my&s kuudes on 27> ~1 = 23 sjlld oletetaan etta
jakolaskun tulos on aina sen kokonaislukuosa.

On ilrﬁgisté, etta maaritelty lukusarja kasvaa Fibonaccin lukuja hitaammin, eli
F;, > 25 1. Syy tille on ettd lukusarjat alkavat samasta, ja

— maaritellyn lukusarjan z:s luku on suuruudeltaan 2 kertaa lukusarjan ¢ — 2:S
luku

— Fibonaccin 7:s luku taas on vahintaan kaksi kertaa Fibonaccin 7 — 2:s luku.
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Merkitaan AVL-puun korkeutta h:lla ja solmumaardaa n:lla.

Lauseen 3 mukaan siis n > Fp43 — 1. Edellisen kalvon lopussa perusteltiin, etta
F;>2%71 eli Fyz>2%"1

Eli saadaan puun solmumaadradlle n alaraja korkeuden h suhteen

n > 25
solmumaara siis kasvaa eksponentiaalisesti puun korkeuden kasvaessa

Selvitetaan viela mika on korkeuden yldaraja solmumaaran suhteen.

Otetaan edellisesta 2-kantainen logaritmi puolittain, ja tuloksena on
h+ 4

logo n > —1

Kirjoitetaan miellyttavampaan muotoon
h<2log,n—2

AVL-puun korkeus h siis on pahimmassakin tapauksessa logaritminen puun
solmumadran n suhteen.

Eli vaikka puussa on hyvin suuri maara solmuja, ei puu kasva kovin korkeaksi,
esim. 2109, 1000000 — 2 = 38, eli miljoonasolmuisen puun korkeus ei ole
ainakaan enempaa kuin 38.
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Paadttelimme asken, etta jos AVL-puussa on n kappaletta solmuja on puun
korkeus h korkeintaan 2logo,n — 2

AVL-puun korkeudelle ylarajalle on mahdollista laskea tarkempikin arvo

Tarkka laskelma esitetaan viime vuoden luentomateriaalissa, laskutoimitus on
on tekninen mutta ei kovin mielenkiintoinen, joten esitetadn nyt vain
lopputulos:

n-solmuisen AVL-puun korkeus on korkeintaan 1.44log>(n+ 2) — 1.328

Puun korkeus h solmujen lukumadaran n suhteen on siis logaritminen, eli
O(logn)

AVL-puun korkeus kasvaa todella hitaasti, esim:

— jos solmujen mddra n = 100 on korkeus h < 8

— Jos solmujen maara n = 1000000 on korkeus h < 28

— Jjos solmujen madara n = 1000000000 on korkeus h < 42
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e Lauseen 3 todistus:

On siis naytettava, etta h:n korkuisessa AVL-puussa on vdhintdaan Fjpy3 —1
solmua:

e Fibonaccin lukusarjan alku siis: Fo =0, Fi =1, For =1, F3 =2, F4, = 3, F5 = 5,
Fs =8, F7 = 13.

e cli esim. 3:n korkuisessa AVL-puussa pitdisi olla vahintaan Fg — 1 eli 7 solmua.

korkeus solmuja fibonacci
0 o 1 R -1
1 / 2 Fq -1
2 4 Fe -1
3 7 F6 -1
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Kuvaa tarkastelemalla huomaamme, etta esim. pienin 3:n korkuinen AVL-puu
voidaan muodostaa ottamalla juurisolmu ja asettamalla sen alipuiksi pienin
mahdollinen 2:n korkuinen ja pienin mahdollinen 1:n korkuinen AVL-puu

pienimman mahdollisen 3:n korkuinen AVL-puun solmulukumaadra on siis
pienimman mahdollisen 2:n ja 1:n korkuisen puiden solmulukumaaran summa
plus yksi (eli juurisolmu)

sama patee mille tahansa korkeudelle:

pienimman h:n korkuisen puun solmujen lukumadra on pienimman h — 1:n ja
pienimman h — 2:n korkuisen puun solmulukumadara 4+ juurisolmu.

(tama voidaan tarvittaessa osoittaa tasmallisesti helpolla induktiotodistuksella)

Todistetaan nyt induktiolla lauseen vaittama, eli etta h:n korkuisessa
AVL-puussa on vahintaan Fp43 — 1 solmua

Perustapaus: jos puun korkeus on O, antaa kaava solmujen vahimmaismaaraksi
F3 —1 =1, tama pitaa selvasti paikkansa silla nollan korkuisessa puussa on
pelkka juurisolmu.
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Oletetaan, nyt etta kaava pitaa paikkansa h:n korkuiselle tai sita matalammille
puulle ja naytetaan etta tasta seuraa etta se patee myos h + 1:n korkuiselle
puulle, eli etta h:n korkuisessa AVL-puussa on vahintaan Fp44 — 1 solmua.

Kuten edella todettiin, saadaan pienin mahdollinen A + 1:n korkuinen puu
liitttamalla juurisolmun lapsiksi pienin mahdollinen hA:n ja h — 1:n korkuinen puu.

Tallaisen puun solmulukumadara on lasten alipuiden solmulukumaara plus juuri.

Induktio-oletuksen perusteella alipuiden solmulukumaarat ovat Fp43 — 1 ja
Fh_|_2 —1

eli yhteensa pienimman h 4+ 1:n korkuisen puun solmulukumadara on
Fpaiz—1+Fpio—1+1=Fyyz3+ Fpyo—1

Fibonaccin lukusarjalle patee Fj43 + Fph40 = Fp44, €li pienimman A+ 1:n
korkuisen puun solmulukumaadra on Fp44 — 1, eli kaava kaava on todistettu
oikeaksi.
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Johtopddtds: jos bindarihnakupuu saadaan toteuttamaan AVL-puun
tasapainoehto, niin joukko-operaatiot sujuvat ajassa O(logn)

Ongelma: miten lisays ja poisto suoritetaan rikkomatta tasapainoehtoa?

Ongelman ratkaisu on soveltaa lisayksen tai poiston jdlkeen sopivia kiertoja
(rotation), joilla mahdollisesti rikkoutunut tasapainoehto saadaan taas voimaan

Kierto on paikallinen, vakioaikainen operaatio, joka nostaa joitain alipuita
vlemmas ja painaa joitain alemmas

Kierto korjaa paikallisen epatasapainon, siten ettd binaarihakupuuehto pysyy
voimassa

Osoittautuu, etta lisaysoperaation yhteydessa tarvitaan korkeintaan kaksi
kiertoa pitamadn puu tasapainossa. Poiston yhteydessa kiertoja saatetaan
joutua tekemadn logaritminen madadra puun korkeuteen nahden

Kiertoja sovelletaan myds muissa hakupuurakenteissa (punamusta, splay)
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Lisays- ja poisto-operaatioiden yhteydessa on siis pidettava huolta, etta puu
sailyy AVL-puuna

e Tarkastellaan ensin lisaysoperaatiota

e Kuvan vasemmanpuoleiseen puuhun voitaisiin lisata esim. avain 0O rikkomatta
AVL-ehtoa

e Esim. avaimen 6 lisaaminen taas rikkoo AVL-ehdon silla solmu 8 menee
epatasapainoon

lisataan 6

e Epdtasapainoon menevalla solmulla on vasen alipuu jonka korkeus 1, mutta
oikeata alipuuta ei ole. Olemattoman alipuun korkeudeksi sovittiin -1, joten
alipuiden korkeuksien erotus on 2
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Periaatteena AVL-puun lisdaysoperaatiossa on tehda ensin lisays kuten
normaaliin binaarihakupuuhun. Jos AVL-ehdon havaitaan menneen rikKi
lisayksen yhteydessd, puu korjataan tekemalla sopivat kierto-operaatiot

koska lisays vaikuttaa ainoastaan lisatyn solmun esi-isien korkeuteen,
epatasapainoon lisayksen takia mahdollisesti menevat solmut |0ytyvat reitilta
lisdtysta solmusta puun juureen

Tarkempi analyysi paljastaa, etta lisayksessa syntyvalle epatasapainolle voi olla
2 erilaista syyta ja naiden kanssa symmetriset 2 tapausta

Tarkastellaan ensin yksinkertaisempaa tapausta epatasapainoon joutumisesta ja
siita toipumisesta
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e TJutkitaan tilannetta, missa AVL-puuhun lisataan solmu x siten etta lisays
aiheuttaa epdtasapainon

e Olkoon k1 syvimmalla epatasapainossa lisayksen jalkeen oleva solmu

e Kasitellaan ensin tilannetta, jossa lisatty solmu menee k1:n vasemman lapsen
k2 vasempaan alipuuhun, kuvaan merkitty myos alipuiden korkeuksia

lisataan x
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e Epatasapainoa solmuun k1 ei olisi syntynyt ellei puun tilanne ennen lisaysta
olisi ollut tasmalleen edellisen kalvon vasemmalla olevan kaltainen

Jos B:n korkeus olisi ollut A — 1, niin k2 olisi mennyt epatasapainoon.
Oletimme kuitenkin, etta k1 on syvimmalla epdtasapainossa oleva solmu

B:n korkeus ei voinut olla myodskaan h + 1 silla silloin k1 olisi ollut
epatasapainossa jo ennen lisaysta

Jos A:n korkeus olisi ollut h — 1 ei epatasapainoa olisi syntynyt

A:n korkeus ei voinut olla myoskaan h + 1 silla silloin k1 olisi ollut
epatasapainossa jo ennen lisaysta

Alipuiden A:n ja B:n korkeuksien siis taytyi ennen lisaysta olla h

C:n korkeus ei olisi voinut olla h — 1, silla silloin k1 olisi ollut
epatasapainossa jo ennen lisaysta

C:n korkeus ei olisi voinut myodskaan ollut h + 1 silla siina tapauksessa
epatasapainoa ei olisi syntynyt

myds alipuun C korkeuden taytyi ennen lisaysta olla h
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e Tasapaino palautetaan tekemadlla kierto oikealle epatasapainossa olevan solmun
k1 suhteen

— kl:sta tulee sen vasemman lapsen k2 oikea lapsi
— k2:n oikea alipuu B siirtyy k1:n vasemmaksi alipuuksi

— kierto oikealle sailyttaa puun binaarihakupuuna silla alipuu B pysyy edelleen
solmun k1 vasemmalla puolella ja k2:n oikealla puolella

kierretaan k1
oikealle

e huomaamme, ettd kierto palauttaa puun takaisin tasapainoon (ks. seur. kalvo)
— koko alipuun korkeus on nyt sama kuin ennen lisaysoperaatiota

— koska oletimme, etta k1 on alin epatasapainoinen solmu, ei puussa kierron
jalkeen enda voi olla epatasapainoisia solmuja
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e Epatasapainoisen solmun kierto korjaa koko puun tasapainon:

h+1 tai
h+2 tai

h+1 tai
h+2 tai

/ kierra k1
oikealle

h+1 tai
h+2 tai
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e Kierto oikealle selvittaa myos muutama kalvo sitten aiheuttamamme
epatasapainon

e nyt solmu 7 nousee kierrettavan solmun 8 vanhemmaksi

kierretaan 8
oikealle

e Kkierron seurauksena solmusta 7 siis tulee epatasapainoon menneen alipuun uusi
juuri

e Kierron yhteydessa kierretyn alipuun uusi juuri on siis Kiinnitettava
vanhempansa lapseksi
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e Huomataan, etta tilanne, jossa solmun k1 epatasapainon aiheuttaa lisays sen
oikean lapsen k2 oikeaan alipuuhun, on symmetrinen edellisen kanssa

e solmun k1 joka siis on syvimmalla oleva epatasapainoon joutunut solmu
kiertaminen vasemmalle palauttaa puun tasapainoon

kierretaan k1

lisays
alipuuhun C vasemmalle
—_— —_—
h( ) h+1 h+1
h h+1
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e Kierto-operaatioiden toteutus on suhteellisen suoraviivainen

RightRotate(k1)
1 k2 = Kl.left
2 Kk2.parent = kl.parent

3 kl.parent = k2

4 Kkl.left = k2.right

5 Kk2.right = k1

6 if kl.left = NIL

7 kl.left.parent = k1

8 kl.height = max( Height(kl.left), Height(kl.right) ) 41
9 k2.height = max( Height(k2.left), Height(k2.right) ) +1
10 return k2

e Riveilla 2-5 k2:sta tulee alipuun uusi juuri, kl:sta sen oikea alipuu ja k1 saa
vasemmaksi alipuuksi k2:n oikean alipuun

e Rivilla 6-7 asetetaan siirtyneelle alipuulle oikea vanhempi jos alipuu ei ollut tyhja
e Riveillda 8 ja 9 pdivitetadan solmujen korkeuden muistavat height-attribuutit

e Viimeisella rivilla palautetaan Kierretyn alipuun uusi juuri, ndin on tehtava, jotta
alipuu saadaan laitettua vanhempansa lapseksi
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Kierto-operaatio on selvasti vakioaikainen: puun koosta riippumatta
suoritettavia koodiriveja on saman verran. Myos tilavaativuus on vakio silla
kaytossd on ainoastaan 2 apumuuttujaa

Analyysissa on tietysti huomioitava myoOs kierron kayttamat operaatiot Height
ja max, jotka ovat selvasti vakioaikaisia ja -tilaisia

Kierto-operaation kutsujan vastuulle siis jaa liittaa kierretty alipuu
vanhempansa lapseksi

Kutsu voisi esim. tapahtua seuraavasti:

if solmu p epdtasapainossa
vanhempi = p.parent
alipuu = RightRotate(p)
if vanhempi.left == p
vanhempi.left = alipuu
else vanhempi.right = alipuu

OO0, WN R

Kierron seurauksena p siis ei ole enaa alipuun juuri

Riveilla 4-6 asetetaan alipuun uusi juuri vanhempansa oikeaksi tai vasemmaksi
lapseksi, riippuen siita oliko p vasen vai oikea lapsi
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e Kierto vasemmalle on edellisen kanssa symmetrinen

LeftRotate(kl)

1 k2 = Kkl.right

2 Kk2.parent = Kkl.parent
3 Kkl.parent = k2
4 Kkl.right = k2.left
5 Kk2.left = k1

6 if kl.right = NIL
7 kl.right.parent = k1

8 kl.height = max( Height(kl.left), Height(kl.right) ) +1
9 k2.height = max( Height(k2.left), Height(k2.right) ) +1
10 return k2

e Nyt siis tiedamme miten puu saadaan tasapainotettua, jos solmuun k1
epatasapainon aiheuttama lisdays tehdaadn

— k1:n oikean lapsen k2 oikeaan alipuuhun

— kl:n vasemman lapsen k2 vasempaan alipuuhun

e Ensimmaisessa tapauksessa siis Kierretdan solmua k1 vasemmalle ja toisessa
tapauksessa oikealle. Yksi kierto-operaatio palauttaa puun tasapainoon

e Ennen kuin tarkastelemme muita tapoja epatasapainon syntytapoja, kayddan
lapi konkreettinen esimerkki
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Puuhun lisataan aluksi 3, 2 ja 1. Viimeinen lisays aiheuttaa epatasapainon
solmuun 3

Epatasapainon aiheuttama lisays tehtiin epatasapainossa olevan solmun 3
vasemman lapsen vasempaan alipuuhun. Edella paatellyn perusteella ongelma
ratkeaa kiertamadlla epatasapainoista solmua 3 oikealle

Lisatdaan puuhun vield 4 ja 5. Jalkimmainen lisays aiheuttaa epatasapainon
solmuun 3

Talla kertaa tilanteesta selvitaan vasemmalle kierrolla, silla epatasapainon
aiheuttaja oikean lapsen oikeassa alipuussa

kierretaan kierretaan 3
- lisataan 4 ja 5 2
3 oikealle J . vasemmalle
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e Jatketaan lisaamalla puuhun 6. Tama vie juuren, eli solmun 2 epdtasapainoon.

Jalleen epatasapainon aiheuttaja on lisays oikean lapsen oikeaan alipuuhun ja
kierto vasemmalle korjaa tilanteen.

e Puuhun lisatadn viela 7. Tama vie solmun 5 epadtasapainoon ja korjaus on
kierto vasemmalle. Kierron jalkeen lopputuloksena on taydellinen, eli
Mmaksimaalisen tasapainoinen avaimet 1, ..., 7 sisaltava puu, joka on esitetty
seuraavalla kalvon vasemmanpuoleisessa kuvassa

kierretaan 2
vasemmalle

kierretaan 5
vasemmalle
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Jatketaan lisaamadlla puuhun 16. Lisays ei riko tasapainoa

Kun nyt lisataan puuhun 15 joutuu solmu 7 epatasapainoon

Epadtasapainon aiheuttaa nyt lisays oikean lapsen vasempaan alipuuhun
tilanne eroaa aiemmista epdtasapainon syista eli lisays oikean lapsen oikeaan

alipuuhun ja lisdys vasemman lapsen vasempaan alipuuhun, jotka korjautuivat
kierto-operaatiolla

kumpikaan kierto-operaatio ei nayta korjaavan solmun 7 epatasapainoa
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e Tutkitaan tarkemmin tata tilannetta, johon kierto-operaatio ei ndyta tehoavan
e Olkoon k1 syvimmalla epatasapainossa lisayksen jalkeen oleva solmu

e Kasitellaan ensin tilannetta, jossa lisatty solmu menee k1:n oikean lapsen
vasempaan alipuuhun

lisataan x

e Epatasapainoa solmuun k1 ei olisi syntynyt ellei puun tilanne ennen lisaysta
olisi ollut tasmalleen vasemmalla oleva, taman voi paatella kalvon 195 tapaan
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e Solmun k1 kierto oikealle ei ainakaan voi ratkaista ongelmaa silla se ainoastaan
pahentaa epatasapainoa

e Seuraavasta huomaamme, etta kl:n kierto vasemmalle ainoastaan muuttaa
tilanteen peilikuvaksi: alipuu pysyy epdtasapainossa, silla k2:sta tulee
epatasapainoinen ja syyna on se, etta uusi solmu z on sen vasemman lapsen
oikeassa alipuussa

kierto vasemmalle

e On keksittava joku muu ratkaisu
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Solmun k1 epatasapainon siis aiheuttaa sen oikean lapsen k2 vasempaan
alipuuhun tehty lisays. Merkitaan taman juurta k3:lla

Lisays voi olla tehty joko k3:n oikeaan tai vasempaan alipuuhun
Osoittautuu, etta kumpikin ndista tapauksista korjautuu samalla tekniikalla

Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa lisays on tehty k£3:n vasempaan alipuuhun,
jota merkitaan seuraavan kalvon kuvassa B:lla

Tekemalla epatasapainoisen solmun k1:n oikealle lapselle k2 ensin Kierto
oikealle ja sitten k1:lle kierto vasemmalle, puu menee yllattaen tasapainoon
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e Kiertamalla epatasapainoisen lapsi k2 oikealle, aikaansaadaan tilanne, jossa
epatasapainon syy on kl:n oikean lapsen oikeassa alipuussa

e [ama on sama tilanne, johon tormasimme aiemmin, eli epatasapainon korjaa
k1l:n Kierto vasemmalle

kierr_etaan k2 Y RN kierretaan k1
oikealle vasemmalle
—_— —_—

e Kahden kierto-operaation seurauksena koko alipuun korkeus on sama kuin
ennen lisaysta

e Koska siis oli oletettu, etta k1 on alin epatasapainoinen solmu, on kiertojen
jalkeen puu taas tasapainossa
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e Seuraavassa viela naemme, ettd tilanne, jossa lisays on tehty k£3:n oikeaan
alipuuhun ratkeaa myds kahdella kierrolla

kierr_etaan k2 Vs - RN kierretaan k1
oikealle vasemmalle

e EIli jos solmun k1 epatasapainon aiheuttaa sen oikean lapsen k2 vasempaan
alipuuhun tehty lisays, puu tasapainoittuu tekemalla ensin oikea kierto k2:lle ja

sitten vasen kierto k1l:lle

e ndiden operaatioiden muodostamaa kokonaisuutta sanotaan
Oikea-vasen-kaksoiskierroksi
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Jaljelle jaa viela edellisen tapauksen peilikuva

Jos solmun k1 epatasapainon aiheuttaa sen vasemman lapsen k2 oikeaan
alipuuhun tehty lisays, puu tasapainoittuu tekemadlla ensin vasen kierto k2:lle ja
sitten oikea kierto k1:lle

Naiden operaatioiden muodostamaa kokonaisuutta sanotaan
vasen-oikea-kaksoiskierroksi

Seuraavassa vield ndaemme miten tilanne, jossa lisays on tehty k3:n oikeaan
alipuuhun ratkeaa kahdella kierrolla

kierretaan k2 Lm T TN
vasemmalle

kierretaan k1
oikealle
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o Kaksoiskierto-operaatioiden toteuttaminen on helppoa, riittaa kutsua
normaalia kiertoa oikeille solmuille

RightLeftRotate(k1l)

1 k2 = Kl.right

2 kl.right = RightRotate(k2);
3 return LeftRotate(kl);

LeftRightRotate(k1)

1 k2 = Kl.left

2 kl.left = LeftRotate(k2);
3 return RightRotate(kl);

e MyOs kaksoiskierrossa on alipuun uusi juuri palautettava, jotta kutsuja pystyy
laittamaan sen vanhempansa lapseksi

e Koska vyksittaiset kierto-operaatiot ovat vakioaikaisia ja vakiotilaisia, on selvaa,
etta myos kaksoiskierrot vain vakioaikaisia ja vakiotilaisia operaatioita

e Ennenkuin esitamme AVL-puuhun lisayksen pseudokoodina, jatketaan jo
aloittamaamme esimerkkia
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Jaimme tilanteeseen, missa solmujen 15 ja 16 lisays aiheutti solmuun 7
epatasapainon

Epatasapaino johtuu oikean lapsen vasempaan alipuuhun suoritetusta
lisayksesta

Asken havaitun perusteella oikea-vasen-kaksoiskierto tasapainottaa puun, eli
— Ensin Kierretadn oikeaa lasta 16 oikealle, ja sen jalkeen

— kierretadn epatasapainossa olevaa solmua 7 vasemmalle

Nain puun tasapaino palautuu

kierretaan 16
oikealle
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e Lisdatadn 14. Solmu 6 menee epdtasapainoon. Syy epatasapainolle on lisays
oikean lapsen vasempaan alipuuhun.

e Ratkaisu ongelmaan on siis oikea-vasen-kaksoiskierto, eli ensin oikeaa lasta 15
kierretaan oikealle ja sen jadlkeen solmua 6 vasemmalle

kierretaan 15
oikealle

kierretaan 6
vasemmalle
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e Lisatdan 13. Puun juuri, eli solmu 4 menee epatasapainoon. Syy
epatasapainolle on lisays oikean lapsen oikeaan alipuuhun

e Kyseessa on siis helpompi tapaus, joka korjautuu yhdella kierrolla, eli Kierretaan
juurisolmua vasemmalle ja tasapaino palautuu

kierretaan 4
vasemmalle
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Jos jatketaan lisaamalla solmut 12, 11 ja 10, pitad kaikkien lisayksien
vhteydessa tehda yksi kierto

Edellisten jalkeen solmun 8 voi lisata puuhun ilman tasapainon rikkoutumista
Tuloksena on kuvassa vasemmalla oleva puu

Jos tahan viela lisataan solmu 9, solmu 10 menee epatasapainoon. Syyna sen
vasemman lapsen oikeaan alipuuhun tehty lisays. Tilanne korjautuu
vasen-oikea-kaksoiskierrolla, eli ensin 8 vasemmalle ja sen jalkeen 10 oikealle

vasen-oikea—
kaksoiskierto
solmulle 10

lisataan 9

216



e Esitetadn AVL-puun tasapainossa pitava lisaysoperaatio viela pseudokoodina

e Lisays siis tapahtuu seuraavasti

lisatdan uusi solmu puuhun kuten normaalin binaarihakupuun yhteydessad,
asetaan uuden solmun korkeudeksi O

lisays saattaa viedd puun epdtasapainoon

epatasapainoon joutuneiden solmujen taytyy sijaita polulla lisatysta
solmusta juureen

lahdetaan kulkemaan tata polkua ylospain ja jos |I0ydetaan
epatasapainoinen solmu, tehdaan tarvittavat Kierto-operaatiot

aiemmin tehtyjen havaintojen perusteella riittaa etta palautetaan alimpana
puussa oleva epdtasapainoinen solmu (eli se joka tulee ensimmadisenad
vastaan reitilla lisatysta juureen) tasapainoon

eli jos ensimmaisena vastaantuleva epatasapainotilanne korjataan, menee
puu tasapainoon

lisays on voinut muuttaa lisatyn esivanhempien korkeutta, joten kuljettaessa
juurta kohti on matkalla vastaan tulevien solmujen korkeuskentat
paivitettava

e Seuraavalla sivulla viela kootusti epatasapainotilanteessa tarvittavat
kierto-operaatiot
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e JOs solmun p epdtasapainon syy on sen vasemmassa alipuussa, tapauksia kaksi

P korjaava toimenpide: korjaava toimenpide:
rightRotate(p) leftRightRotate(p)
eli
leftRotate(p.left)
rightRotate(p)

e JOs solmun p epdtasapainon syy on sen oikeassa alipuussa, tapaukset ovat:

P korjaava toimenpide: korjaava toimenpide:
leftRotate(p) rlghtLeftRotate(p)
rlghtRotate(p right)

leftRotate(p)
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e esitetdan algoritmi ensin korkealla tasolla

e algoritmi kayttdaa kalvolla 166 esiteltya normaalin binaaripuun lisaysoperaatiota
jota on muokattu silta osin, etta se palauttaa viitteen lisattyyn solmuun

AVL-insert(T, k)

OCONOOTP,,WN

uusi = insert(T, k)
p = uusi.parent
while p #= NIL
if p epatasapainossa

vanhempi = p.parent

if epatasapainon syy vasemman lapsen vasen alipuu
alipuu = rotateRight(p)

elsif epatasapainon syy vasemman lapsen oikea alipuu
alipuu = rotatelLeftRight(p)

elsif epdtasapainon syy oikean lapsen oikea alipuu
alipuu = rotatelLeft(p)

else // epdtasapainon syy oikean lapsen vasen alipuu
alipuu = rotateRightLeft(p)

aseta alipuu solmun vanhempi lapseksi
tai jos p oli juuri, niin tee alipuu:sta uusi juuri

vanhempi.height =max(Height(vanhempi.left),Height(vanhempi.right))+1

return

p.height = max( Height(p.left), Height(p.right) ) +1
p = p.parent
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e Rivilla 2 viite p saa arvokseen lisatyn solmun vanhemman

e Toistolauseessa tarkastetaan onko p tasapainossa. Jos on, niin p saa arvokseen
vanhempansa, tama tapahtuu rivilla 18, eli jatketaan tasapainon tarkastamista
yhta askelta lahempda puun juurta

e Toistolausetta jatketaan niin kauan kunnes p on NIL eli ollaan kayty kaikkKi
solmut lisatyn ja juuren valilla lapi tai kunnes tehdaan tasapainoitusoperaatio

Jos p on epatasapainossa, haarautuu kasittely neljaan tapaukseen joissa
kussakin tehdaan kierto- tai kaksoiskierto-operaatio

Kierron seurauksena p muuttaa paikkaa ja aiempi p:n vanhempi taytyy liittdaa
kierron seurauksena syntyneeseen alipuun juureen

vanhempi () vanhempi () vanhempi Q
alipuu solmun \
xxRotate(p) vanhempi lapseksi \
- ——— . -——= )
p alipuu alipuu
P

e Seuraavalla sivulla viela pseudokoodi detaljitasolla esitettyna
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AVL-insert(T, k)

1

2
3
4

O

© 00 ~NO

11
12
13
14
15
16
17
18
19

35

uusi = insert(T, k)
p = uusi.parent
while p #%= NIL
if height(p.left) == height(p.right)+2

// vasen lapsi aiheutti epdtasapainon
vanhempi = p.parent
// onko syy vasemman lapsen vasemmassa vai oikeassa alipuussa?
if height(p.left.left) > height(p.left.right)
alipuu = rightRotate(p)
else
alipuu = leftRightRotate(p)
if vanhempi == NIL
t.root = alipuu
elsif vanhempi.left == p
vanhempi.left = alipuu
else
vanhempi.right = alipuu
if vanhempi %= NIL
vanhempi.height =max(Height(vanhempi.left),Height(vanhempi.right))+1
return // Kierrot tehty, eli puu on palannut tasapainoon

if height(p.right) == height(p.left)42

// tilanne jossa oikea lapsi aiheuttaa epdtasapainon seuraavalla sivulla

p = p.parent // jatketaan kohti juurta
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AVL-insert(T, k)

1
2

uusi = insert(T, k)
p — uusi.parent

3 while p = NIL

4

19
20

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

if height(p.left) == height(p.right)+2

// vasen lapsi aiheutti epdtasapainon edelliselld sivulla

if height(p.right) == height(p.left)+42 // oikea lapsi aiheuttaa epdtasapainon

vanhempi = p.parent
// onko syy vasemman lapsen oikeassa vai vasemmassa alipuussa?
if height(p.right.right) > height(p.right.left)
alipuu = leftRotate(p)
else
alipuu = rightLeftRotate(p)
if vanhempi == NIL
t.root = alipuu
elsif vanhempi.left == p
vanhempi.left = alipuu
else
vanhempi.right = alipuu
if vanhempi = NIL
vanhempi.height =max(Height(vanhempi.left),Height(vanhempi.right))-+41
return // Kierrot tehty, eli puu on palannut tasapainoon

p.height = max(Height(p.left), Height(p.right) )41
p = p.parent // jatketaan kohti juurta
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e Rivit 5-16 hoitavat tilanteen, jossa solmun p epdatasapaino johtuu sen
vasemmasta alipuusta

— Rivilla 7 kasitellaan tilanne jossa epatasapainon syy vasemman lapsen vasen
alipuu

— Rivilla 9 tilanne jossa epatasapainon syy vasemman lapsen oikea alipuu
— Rivit 10-16 laittavat kierretyn alipuun sen vanhemman lapseksi

— Rivi 10 huomioi heti erikoistapauksen, jossa kierrettiin puun juurta

e Riveilla 19-32 tilanteen, jossa solmun p epdtasapainon syy oikeassa alipuussa
— Rivilla 21 tilanne jossa epatasapainon syy oikean lapsen oikea alipuu
— Rivilla 23 tilanne jossa epatasapainon syy oikea lapsen vasen alipuu

— Rivit 25-30 laittavat kierretyn alipuun sen vanhemman lapseksi

e noustaessa lisatysta kohti juurta, matkan varrella kohdattujen solmujen
korkeuskentat paivitetaan rivilla 34 ja kiertojen tapauksessa riveilla 17 ja 32

jos epatasapainoinen solmu I0ytyy ja kierto-operaatio suoritetaan, on taattua
ettd puu menee tasapainoon ja algoritmi lopettaa (rivit 18 ja 32)

e Muussa tapauksessa jatketaan solmujen tasapainon tutkimista aina juureen asti
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Analysoidaan algoritmin aika- ja tilavaativuutta
Kaytetaan analyysin pohjana kalvon 219 abstraktimpaa versiota

Ensin kutsutaan normaalia binaarihakupuun lisaysoperaatiota, jonka
aikavaativuus on O(h) puun korkeuhden h suhteen. Olemme osoittaneet
aiemmin, ettda AVL-puun korkeus solmujen lukumadaran n suhteen on O(logn),
joten insert vie aikaa siis logaritmisesti

AVL-insert suorittaa maksimissaan kaksi kierto-operaatiota, jotka molemmat
ovat vakioaikaisia

pahimmassa tapauksessa algoritmi myos kulkee reitin lisatysta solmusta
juureen, eli puun korkeuden verran, tama on vaativuudeltaan myods O(logn)

eli algoritmi koostuu kahdesta O(logn) aikaa vievdstd osasta, siispa
kokonaisaikavaativuus O(logn)

binaarihakupuun insertin ja Kierto-operaatioiden tilavaativuus on todettu jo
aiemmin vakioksi, samoin muutkin osat AVL-insertista kayttavat ainoastaan
vakiomadrdan apumuuttujia, eli kokonaisuudessaan algoritmin tilavaativuus on
vakio
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AVL-delete on hiukan AVL-insertia monimutkaisempi operaatio
Solmu poistetaan ensin kayttaen normaalia delete-operaatiota

Algoritmi kayttaad kalvoilla 171-172 esiteltya normaalin binaaripuun
poisto-operaatiota, joka palauttaa viitteen siihen solmuun, joka puusta
todellisuudessa poistettiin (kaikissa tapauksissahan kyseessd ei ole sama solmu,
jonka sisdltd haluttiin poistaa)

Poistetun solmun parent-kentta sisaltaa edelleen viitteen poistetun vanhempaan

poisto-operaation seurauksena

Algoritmi etenee poistetun vanhemmasta ylospain juureen asti ja korjaa
matkalla vastaan tulleet epatasapainoisuudet

Erona AVL-insert operaatioon on nyt se, etta ensimmaisena vastaantulevan
epatasapainoisen solmun tasapainoitus ei valttamatta palauta koko puuta
takaisin tasapainoon

Epatasapainoisten etsimista on jatkettava joka tapauksessa juureen asti

Esitetdaan algoritmista vain abstrakti versio
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AV -delete(T,x)

1 pois = delete(T,x)

2 p = pois.parent

3 while p %= NIL

4 if p epatasapainossa

5 vanhempi = p.parent

6 if epatasapainon syy vasemman lapsen vasen alipuu
7 alipuu = rotateRight(p)

3 elsif epatasapainon syy vasemman lapsen oikea alipuu
9 alipuu = rotatelLeftRight(p)

10 elsif epdtasapainon syy oikean lapsen oikea alipuu

11 alipuu = rotatelLeft(p)

12 else // epdtasapainon syy oikean lapsen vasen alipuu
13 alipuu = rotateRightLeft(p)

14 if p oli puun juuri

15 T.root = alipuu

16 return

17 aseta alipuu solmun vanhempi lapseksi

18 p = vanhempi

19 else

20 p.height = max( Height(p.left), Height(p.right) ) +1
21 p = p.parent
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alussa siis kutsutaan normaalia binaarihakupuun delete-operaatiota, nain
saadaan tietoon se solmu pois, joka todellisuudessa poistettiin puusta

rivilla 2 laitetaan apuviite p viittaamaan poistetun vanhempaan
rivilla 4 algoritmi tarkastaa, onko solmu johon p viittaa, mennyt epatasapainoon

jos on, niin epatasapaino korjataan riveilla 5-19

— riveilla 6-13 tutkitaan minka tyyppisesta epdtasapainosta on kyse ja
tehddaan korjaava kierto-operaatio

— kierron seurauksena p:n alkuperaiselle vanhemmalle vanhemp: tulee uusi
lapsi: solmu alipuu, jonka Kierto-operaatio palauttaa

— riveilla 14-16 erikoistapaus, jossa kierrettava solmu oli puun juuri

tapahtui tasapainoitus tai ei, jatkuu epdtasapainoisten solmujen etsinta p:n
vanhemmasta, etsintda jatketaan niin kauan kunnes kaikki solmut matkalla
poistetusta puun juuren on kayty lapi

poisto-operaatio saattaa muuttaa poistettujen edeltdjien korkeuksia taman
takia noustaessa poistetusta kohti juurta, matkan varrella kohdattujen
solmujen korkeuskentat padivitetaan rivilla 20

kierto-operaatiot padivittavat Kierrettyjen alipuiden korkeuskentdt, joten Kierron
yhteydessa algoritmin ei tarvitse koskea korkeuskenttiin
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e tarkastellaan algoritmin toimintaa esimerkin avulla
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vanhempi = NIL Y
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Analysoidaan algoritmin aika- ja tilavaativuutta

Ensin kutsutaan normaalia binaarihakupuun poisto-operaatiota, jonka
aikavaativuus on O(h) puun korkeuden h suhteen. Olemme osoittaneet
aiemmin, ettd AVL-puun korkeus solmujen lukumaaran n suhteen on O(logn),
joten delete vie aikaa siis logaritmisesti

AV L-delete suorittaa pahimmassa tapauksessa puun korkeuden verran
kierto-operaatioita kulkiessaan poistetusta solmusta juureen

Kierto-operaatiot ovat vakioaikaisia, eli tasapainon korjaukseen kuluu aikaa
enintaan O(logn)

Algoritmi siis koostuu kahdesta O(logn) aikaa vievdstad osasta, eli
kokonaisaikavaativuus O(logn)

Eli vaikka operaatio onkin kiertojen takia hieman raskaampi kuin normaali
poisto, ei tasapainon vllapitaminen muuta operaation aikavaativuuden
kertaluokkaa

Binaarinakupuun delete ja kierto-operaatioiden tilavaativuus on todettu jo
aiemmin vakioksi, samoin muutkin osat ALV-deletessa kayttavat ainoastaan
vakiomadran apumuuttujia, eli kokonaisuudessaan algoritmin tilavaativuus on
vakio
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Yhteenveto AVL-puista:

e AVL-tasapainoehto takaa puun korkeuden O(logn), missa n on alkioiden
lukumaara

e siis search toimii aina ajassa O(logn)
e tasapainoehtoa pidetadn ylla tekemalla vakioiaikaisia kiertoja hakupolulla

e pahimmassa tapauksessa tarvitaan yksi kierto-operaatio kussakin hakupolun
solmussa

e cdellisesta seuraa, etta kaikki AVL-puuna toteutetun joukon operaatiot
toimivat pahimmassakin tapauksessa ajassa O(logn)

e Tasapainottamattomaan puuhun verrattuna AVL-puut tarvitsevat kuhunkin
solmuun ylimaaradisen height-laskurin, jolle kdaytanndssa riittda 8 bittia silla puun
korkeus tuskin kaytannossa koskaan on yli 256

e Periaatteessa muistia voitaisiin hieman saastaa tallentamalla vain vasemman ja
oikean alipuun korkeuksien ero (—1, O tai 4+1) eli tdlloin tarvittaisiin vain 2
bittia
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Monta indeksid

e Olemme kasitelleet yksinkertaistettua tilannetta, jossa puun solmuihin ei ole
talletettu muuta kuin avaimen arvo

e JOS organisoitavaa dataa on paljon, paras ratkaisu on tallettaa muu data
omana olionaan ja lisata puusolmuihin avaimen lisaksi viite muun datan
tallettavaan olioon

e puusolmu muodostuu talldin kentista:

key talletettu avain

data viite avaimeen liittyvan tiedon tallettavaan olioon
left viite vasempaan lapseen

right viite oikeaan lapseen

p viite vanhempaan

e Nnain puu toimii indeksirakenteena, jonka avulla talletettuun tietoon on
mahdollista tehda nopeita hakuja avaimen perusteella
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e esim. opiskelijarekisteri, jossa binaadrihakupuu toimii indeksirakenteena
opiskelijanumeron suhteen:

0101 1111 2358 4356 6783 8991
paakki lokki wikla alanko nurmi karvi
tira 3 ro 2 ohma 3 ro 2 tira 3 jtkt 5
!ama 4 tira 4 ohpe 5 ohpe 2 ohpe 5 fio 3
jtkt 3

e nyt siis opiskelijan tietojen haku opiskelijanumeron perusteella on nopeaa
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e enta jos haluamme nopeat haut myds nimen perusteella?

e lisdtdan samalle datalle toinen indeksirakenne, joka mahdollistaa nopeat haut
nimeen perustuen

indeksi 1 indeksi 2
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Javan valmiista tietorakennetoteutuksista TreeSet ja TreeMap perustuvat
tasapainoisiin binaarihakupuihin

TreeSet:iin talletetaan olioita, joille on madritelty suuruusjarjestys (Tama
tapahtuu joko toteuttamalla ns. Comparable-rajapinta tai madarittelemalla
jarjestyksen antava metodi)

Oliot on talletettu TreeSet:iin niille madritellyssa jarjestyksessd, ja olioiden
lapikdynti jarjestyksessa on nopeaa

TreeSet:issa olevia olioita ei pysty hakemaan nopeasti mihinkaan olion
attribuuttiin (esim. opiskelijanumero) perustuen. Nopea, eli O(logn) suhteessa
talletettujen olioiden madrdan n, on ainoastaan testi onko tietty olio
TreeSet:issd

TreeMap taas toimii edellisten sivujen indeksirakenteiden tapaan, eli
TreeMap:iin talletetaan avain-dataolio—pareja, ja etsinta avaimeen perustuen
on tehokas

Esim. edellisten kalvojen opintorekisteriesimerkin toteutus onnistuisi helposti

kahden TreeMap:in avulla, toisessa olisi avaimena opiskelijanumero ja toisessa
opiskelijan nimi, molemmissa opiskelijan tiedot talletettaisiin erilliseen olioon,

joka |0ytyisi nopeasti seka nimen etta opiskelijanumeron perusteella

TreeSet:iin tutustumme viikon 6 laskareissa ja TreeMap:iin viikon 7 laskareissa
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Yleisen puun talletus ja ldpikdynti

e Kuten jo puuluvun alussa mainittiin, on puille monenlaista kayttoa
tietojenkasittelyssd

e Puita kaytetadn esim. yleisesti erilaisten hierarkioiden esittamiseen
tietojenkasittelyssa ja muualla:

kasvi eldin

\
@ansikkg ( koivu ) (nisékés) ( lintu ) (ahven)
( koira ) (Iehmé) ( kiuru )

e Muutaman kalvon paasta tutustumme puiden kayttoon ongelmanratkaisussa

e Kaikki hyodylliset puut eivat siis suinkaan ole binaaripuita tai hakupuita

e Miten voimme tallettaa yleisen puun?
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e jOS tieddamme mika on solmun maksimihaarautumisaste, voimme tallettaa
solmuun viitteet kaikkiin mahdollisiin lapsiin

e ¢cli puusolmu muodostuu talloin kentista:

key talletettu avain

cl viite 1. lapseen

c2 viite 2. lapseen

ck viite k:nteen lapseen
p viite vanhempaan

e esimerkki allaolevan puun tallettamisesta seuraavalla sivulla
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e puu talletettuna kayttaen puusolmuja joissa haarautumisaste on 5

e huomaamme etta rakenne tuhlaa paljon muistia tarpeettomiin linkkikenttiin

e toisaalta voi kdayda myds niin etta johonkin solmuun tulisikin enemman lapsia
kuin 5
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Esim. Javassa voisimme tallettaa solmun lapset ArrayList:iin, joka siis
kaytanndssa on vaihtuvamittainen taulukko

Nain saataisiin lapsimaarasta joustava, ja turhaa tilaa ei varattaisi
kohtuuttoman paljoa

muistin kayton kannalta parempi ratkaisu yleisen puun tallettamiseen on
kuitenkin seuraava

puusolmun kentat

key talletettu avain
last bitti jonka arvo on true jos
kyseessa on sisaruksista viimeinen
child viite 1. lapseen
next viite seuraavaan sisarukseen (jos last=false), tai

vanhempaan (jos last=true)
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e esimerkkipuumme talletettaisiin seuraavasti:

a

true
b C d
false false true

]
—

/

e f
false true

- 1

e muistia ei tuhlaudu turhiin linkkikenttiin ja toisaalta puun haarautumisaste ei
ole rajoitettu
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solmusta x paastaan vanhempaan kulkemalla next-linkkeja kunnes on ohitettu
sisarus jolla last=true

parent(x)
while X.last == false
X = X.next
return x.next

viite solmun z ensimmaiseen lapseen on helppo selvittaa

firstchild(x)
return x.child

Mmuut lapset saadaan kutsumalla toistuvasti seuraavaa operaatiota parametrina
edelliseksi |0ydetty lapsi y

nextchild(y)
if y.last == true return NIL
else return y.next

viimeisen lapsen jalkeen operaatio palauttaa NIL
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e binaarihakupuun yhteydessa saimme tulostettua puun solmut
suuruusjarjestyksessa kaymalla puun lapi sisgjarjestyksessd, eli ensin vasen lapsi,
sitten solmu itse ja lopulta oikea lapsi

e Vyleisten puiden kohdalla mielekkdat lapikdyntitavat ovat esijarjestys ja
Jalkijarjestys

e esjjarjestyksessa kasittelemme ensin solmun ja taman jalkeen lapset
e esimerkkipuumme solmut esijarjestyksessa lueteltuna: a,b,e, f,c, d

e algoritmina

preorder-tree-walk(x)
print x.key
y = firstchild(x)
while y #%= NIL
preorder-tree-walk(y)
y = nextchild(y)

e Kkutsu preorder-tree-walk(T.root) tulostaa nyt puun sisallon esijarjestyksessd,
huom operaatio ei toimi tyhjalle puulle!
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e jalkijarjestyksessa kasittelemme ensin lapset ja taman jadlkeen solmun itsensa
e esimerkkipuumme solmut jalkijarjestyksessa lueteltuna: e, f,b,c,d, a

e algoritmina

postorder-tree-walk(x)
y = firstchild(x)
while y # NIL
postorder-tree-walk(y)
y = nextchild(y)
print x.key

e toki muitakin tapoja puun lapikaynnille on, esim. leveyssuuntainen lapikaynti
missd puun alkiot kaydaan lapi taso kerrallaan, alkaen juuresta,

esimerkkipuumme solmut leveyssuuntaisesti lueteltuna: a, b, c,d, e, f
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Puut ongelmanratkaisussa: kahdeksan kuningattaren ongelma

e YKksi puiden tarkeista kayttotavoista on ongelmanratkaisussa tapahtuvan
laskennan etenemisen kuvaaminen

e kahdeksan kuningattaren ongelma: miten voimme sijoittaa shakkilaudalle 8
kuningatarta sitten etta ne eivdat uhkaa toisiaan?

e kuningatar uhkaa samalla rivilla, sarakkeella seka diagonaalilla olevia ruutuja

e Vyleistetty version ongelmasta: miten saamme sijoitettua n kuningatarta n x n
-kokoiselle shakkilaudalle
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tarkastellaan ensin tapausta missa n = 4. selvdstikin jokaisella rivilla taytyy olla
tasan 1 kuningatar:

1 2 3 4

=- Kkuningatar 1

=- kuningatar

<= kuningatar &

A W N P

=- Kkuningatar 4

etsitaan oikea kuningatarasetelma systemaattisesti
— aloitetaan tyhjalta laudalta
— taman jdlkeen asetetaan kuningatar riville 1

— nelja eri mahdollisuutta:
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e Seuraavaksi tarkastellaan miten kuningattaret voidaan asettaa riville 2.
Aloitetaan vasemmanpuoleisesta 1 rivin valinnasta

e huomaamme etta olemme muodostamassa puuta, joka kuvaa erilaisia
ratkaisumahdollisuuksia

e kaksi vasemmanpuoleisinta yritysta ovat tuhoon tuomittuja, eika enaa kannata
tutkia mita niissa haaroissa tapahtuu

e Seuraavalla kalvolla ratkaisun loytymiseen asti piirretty ratkaisupuu
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kuvassa puun solmut on numeroitu esijarjestyksessa, ja yhdeksas solmu on siis
ratkaisua vastaava pelitilanne

kun laudan koko n kasvaa, tulee puusta varsin suuri

huomionarvoista on kuitenkin se etta koko puun ei tarvitse olla talletettuna
muistiin

itseasiassa riittdaa etta muistissa on ainoastaan reitti juuresta parhaillaan
tutkittavaan solmuun
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voimme etsia ratkaisun n:n kuningattaren ongelmaan suorittamalla
ratkaisupuun lapikaynnin esijarjestyksessa ilman etta ratkaisupuuta on missdaan
vaiheessa olemassa

talletetaan pelitilanne n x n -taulukkoon:

— oOletetaan etta pelilautaa esittaa n x n -taulukko table

— jos pelilaudan kohdassa (x,y) on kuningatar, on table[z,y] = true

— muuten table[x,y] = false

Oletetaan ettd kdytdssa on metodi check(table)

— metodi palauttaa true jos sen parametrina saama pelitilanne voidaan viela
taydentdd ratkaisuksi tai on jo ratkaisu kuningatarongelmaan

— jos pelilaudalla on toisiaan uhkaavia kuningattaria, operaatio palauttaa false

aluksi laitetaan n x n taulukon table kaikkien ruutujen arvoksi false, ja
kutsutaan putqueen(table, 1)
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e putqueen(table,row)

if check(table) == false
return

if row == n+1
print(table)
return

forx =1 ton
table2 = luoKopio( table )
table2[x,row] = true
putqueen(table2,row+1)

©CO~NOOOTP,,WN P

e oOperaation toiminta parametreilla table, row

— operaatio tarkastaa ensin (rivi 1) edustaako table pelilautaa mika voi johtaa
ratkaisuun tai on jo ratkaisu (rivi 3)

— jos kyseessd on ratkaisu, tulostetaan pelilauta (rivit 3-5)
— muussa tapauksessa tutkitaan kaikki tavat asettaa kuningatar riville row

— luodaan uusi asetelma tauluun table2 ja rekursiivinen kutsu (rivi 9)
tarkastaa johtaako tama asetelma ratkaisuun
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algoritmi kay lapi puun mikad ei ole missaan vaiheessa rakennettuna muistiin,
tallaista puuta sanotaan implisiittiseksi puuksi

jos puu olisi kokonaan muistissa, olisi sen koko valtava: 1+n+n24+n34+...+n"

koska nyt muistissa on korkeintaan puun korkeudellinen (eli n kpl) solmuja, on
tilavaativuus O(n3), silld jokainen rekursiokutsu vaatii tilaa shakkilaudan verran
eli O(n?), tilavaativuus ei siis ole kohtuuton

aikavaativuus sensijaan on suuri, silla vaikka kaikkia solmuja ei tarvisekkaan
kayda lapi, kasvaa lapikaytavien solmujen madra kuitenkin eksponentiaalisesti
n:Nn suhteen

tallaisesta implisiittisen puun lapikayntimenetelmasta kaytetaan nimitysta
peruuttava etsintd (backtracking): umpikujaan jouduttaessa palataan puussa
sellaiseen ylempaan solmuun, johon viela liittyy kokeilemattomia vaihtoehtoja
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esitetty algoritmi kuljettaa muodostettavaa kuningatarasetelmaa rekursiivisten
kutsujen parametrina

taulukko kopioidaan jokaisen rekursiivisen kutsun yhteydessa rivilla 7

n X n -kokoisen taulukon kopiointiin kuluu aikaa O(n?), eli jokainen funktion
rungon suoritus kuluttaa taulukkojen kopiointiin aikaa n kertaa O(n?), eli O(n3)

taulukon kuljettaminen parametrina ei ole oikeastaan tarpeen: riittaa etta
pidetaan rakennuksen alla oleva kuningatarasetelma globaalina muuttujana
olevassa taulukossa

oletetaan, etta table kuten edella, mutta kyseessa on globaali muuttuja,
kuningatarasetelma loytyy kutsumalla seuraavaa funktiota parametrilla 1:

putqueenv2(row)

if check(table) == false
return

if row == n+1
print(table)
return

forx =1 ton
table[x,row] = true
putqueenv2(row—+1)
table[x,row] = false

OCONOOTPH,WN K
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funktiorungon yhden suorituksen aikavaativuus on nyt funktion check
suoritusaika plus O(n)

algoritmin kokonaisaikavaativuus on siis solmujen lukumaara kertaa
funktiorungon suoritusaika

algoritmin tilavaativuus pienenee, silla edellisessa versiossa jokainen
rekursiivinen kutsu talletti oman kopionsa asetelmasta ja vei tilaa O(n?) ja
koska rekursiivisia kutsuja voi olla kerrallaan menossa n kpl tilavaativuus oli
O(n3)

uudessa versiossa jokainen rekursiokutsu vie tilaa ainoastaan vakion verran, eli
koko algoritmin tilavaativuus on O(n)

globaalien muuttujien kayttod ei yleisesti pideta kovin hyvdnad ideana

jos kaytossa on olio-ohjelmointikieli, voidaan "globaali" muuttuja esittaa myos
ohjelmistoteknisessa mielessa tyylikkadsti tekemalla globaalisti saatavilla
olevasta datasta olion attribuutti

Java-luonnos ratkaisusta seuraavalla sivulla
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public class Queens{
boolean[] [] table;

int n;
public Queens(int n){ this.n = n; this.table = new boolean[n]; ... }
private boolean check(){ ... } // ei parametria sill&d ndkee attribuutin table

public void putQueen(int row){
if ( check( ) == false ) return;
if ( row = n+tl1 ) { tulosta( this.table ); return; }
for ( int x=1; x<=n; x++ ) {
this.table[row] [x] = true;
putQueen (row+1) ;
this.table[row] [x] = false;

}

public class PaaOhjelma{
public static void main(String[] args) {
Queens ongelma = new Queens(8);
ongelma.putQueen(1) ;
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Permutaatioiden generoiminen

e Samaa ratkaisustrategiaa voimme kayttaa myoOs seuraavaan ongelmaan:
miten voidaan generoida lukujen 1,2,...,n kaikki permutaatiot?

e tarkastellaan permutaatioita luvuille 1,2,3,4

— permutaation ensimmainen luku voi alkaa mika tahansa yo. luvuista:

HEERE

HENEREFEEEREREERYEEE

— vasen haara jatkuisi siten etta seuraava numero voi olla joku joukosta
2,3,4, luku 1 on jo kaytetty silla se aloittaa permutaation

1 ]2

L
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e Seuraavassa permutaatiopuu hieman pitemmalle piirrettyna

L[ 2[ 8 | [af2]a] | [afsl2] | [afs[a] | [afd2 | [ 43 |

e valmiit permutaation |0ytyvat siis puun lehdistd, ja jos lehdet generoidaan
esijdrjestyksessa saadaan permutaatiot suuruusjarjestyksessa
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e algoritmi permutaatioiden generoimiseen

— alustetaan n-paikkainen totuusarvoinen taulukko wused siten etta jokaisen
alkion arvo on false

— used taulukko kertoo mitka luvuista on jo kaytetty permutaatiossa
— oOletetaan etta table on n-paikkainen taulukko minka alkiot ovat tyyppia int

— kutsutaan generate(table, used, 1)

generate(table,used, k)

if K== n+41 print(table)
else fori = 1 to n
if used[i] == false

used2 = luoKopio( used )
used2[i] = true

table[k] = i

generate(table, used2, k+1)

OO0 PP WWNR
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e algoritmin toimintaidea

— rivilla 1 tarkistetaan onko permutaatio jo generoitu, jos on niin permutaatio
tulostetaan

— Jjos permutaatio ei ole viela valmis, niin jatketaan permutaatiota kaikilla
luvuilla jotka eivat vield ole kaytettyja (rivit 2-3)

— riveilla 3-5 kayttamaton luku lisataan permutaatioon, merkataan luku

kaytetyksi (taulukkoon used?2) ja rekursiivinen kutsu (rivilla 6) jatkaa
kyseista haaraa alaspadin

e erona kuningatar-ongelmaan siis talla kertaa on se etta puun generoimista ei
lopeteta missaan vaiheessa silla haluamme tulostaa kaikki permutaatiot

e edelleen tilavaativuus on varsin kohtuullinen, O(n?), silld yhden rekursiotason
viema tila on O(n) ja rekursiotasoja on n kpl

e puun solmumadaran yldrajaon 1 +n+n?+...+n" = O(n"), yhden solmun
kisittely vie aikaa O(n?), joten algoritmin aikavaativuus on O(n"*?)
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Samoin kuin kuningatarongelmassa, ei nytkadn ole valttamatdnta kuljettaa
taulukkoa funktiokutsujen parametrina

Muuttamalla taulukot table ja used globaaleiksi muuttujiksi, saadaan yhden
solmun késittelyaika lineaariseksi ja koko algoritmin aikavaativuus on O(n"*1)

Edelliselld sivulla todetaan solmujen lukumaaran yldrajan 1 4+n+n2+ ...+ n"
olevan kertaluokkaa O(n"), tama ei ole valttamadtta tdysin ilmeista joten
perustellaan miksi on nain

on selvdd, ettd n” 1 on alle puolet n™:sts, eli n* 1 < %n" siisp3
14+n+n2+...+nv 140" < 1—|—n—|—n2—|—...—|—n”_2—|—%n”—|—n”
samoin n” 2 on alle puolet n" 1:std, n" 3 n"2:sta ...eli n" < %n” joten
14+n+n24+...+n"< 1—I—%n”—l—%n”—l—...—l—%n”—l—%n"—l—%n”

- ngl 1 1 1 1

=1+4n (5+2n_1+---+§+§+§)

= 1—|—n"%= 14+ 2n" = O(n")

N

edelld hyodynnettiin kaavaa > 2 o' = —= kun z < 1.
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Kauppamatkustajan ongelma

e Helsingissa asuvan kauppamatkustajan taytyy vierailla Lahdessa, Turussa,
Porissa ja Tampereella

114 Tampere

Lahti

104

Turku

Helsinki
165

e Kkulujen minimointi bisneksessa on tarkeaad: mika on lyhin reitti joka alkaa
Helsingista ja paattyy Helsinkiin ja sisaltaa yhden vierailun kussakin
kaupungissa?
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e huomaamme etta mahdolliset reitit ovat kaupunkien jonon Turku, Tampere,
Pori, Lahti permutaatiot

e voimme siis kdyttaa ratkaisussa samaa periaatetta kuin permutaatioiden
tulostuksessa:

HELSINKI
LAHTI TKU TRE PORI
TRE TKU PORI PORI LAHTI TRE
TKU PORI TRE  PORI TRE TKU TRE  LAHTI PORI TRE LAHTI PORI
PORI TKU PORI TRE TKU TRE LAHTI TRE TRE  PORI PORI LAHTI

e Nain siis saamme systemaattisesti generoitua kaikki mahdolliset reitit

e reitin pituus kannattaa laskea heti generoinnin yhteydessa:
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HKI

237
PORI TKU TRE
)
a7t | >690
TRE TKU PORI LAHTI TKU
Y =
\\\ A \\\ .
386/ 1 344+ 47/4/, / R\\ 45/ \\ /> ng >760
TKU | PORI" TRE! PORI/| TRE! TKU ) TRE!
525 | 483 | 588| ! 570 | 613 649 ! 764v 1
PORI' TKU ! PORI' TRE| TKU | TRE | TKU
762 1762 648 648 825 825 48 | 746 780 780 818 g1p
HKI HKI HKI HKI HKI HKI

e palatessamme etsintapuuta ylospain muistamme mika oli parhaan kyseista
kautta kulkevan reitin pituus

e uutta reittia etsittdessa ei kannata enda jatkaa jos tiedamme etta kyseinen
reitti tulee joka tapauksessa olemaan pitempi kuin paras aiemmin [Oydetty reitti

esim. kuvassa Helsinki — Pori — Lahti — Turku

e Kkoko etsintapuun lapikaytyamme saamme tietoon lyhimman reitin pituuden,
samalla toki kannattaa merkita muistiin minka kaupunkien kautta reitti kulkee
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e algoritmihahmotelma
— oOletetaan etta kaupunkeja on n kappaletta, Helsinki on kaupunki numero 1

— kaksiulotteinen taulukko dist kertoo kaupunkien vdlimatkat, esim dist[1, 3]
sisaltaa Helsingin ja kaupungin numero 3 vdlimatkan

— n-paikkainen totuusarvoinen taulukko wvisited kertoo missa kaupungeissa on
jo vierailtu tutkittavalla polulla

— alustetaan wvisited[i] = false jokaiselle i:lle
— kutsutaan gen(oo, 0,visited, 1,1)

gen(best,length,visited,current, k)

if K == n+41 return length-+dist[current,1]
mybest = oo
fori =2ton

if visited[i] == false

visited2 = luoKopio( visited )

visited2[i] = true

if length+dist[current,i]< best
newp = gen(best,length+dist[current,i],visited2,i,k+1)
if newp<mybest mybest = newp

10 if newp<best best = newp

11 return mybest

OCONOOTPH,WN
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e algoritmin toimintaidea

parametrit:

best parhaan jo |8ydetyn reitin pituus

length kuinka pitka reitin tahan asti tutkittu osa on
visited missd kaupungeissa on jo kayty

cururrent nykyisen kaupungin numero

k kuinka monessa kaupungissa on jo kayty

rivilla 1 huomataan jos koko reitti on jo generoitu: palautetaan tassa
tapauksessa reitin pituus (tdhan asti kdydyn osan pituus 4+ matka
Helsinkiin)

jos reitti ei ole viela valmis, niin jatketaan reittia kaikilla kaupungeilla joissa
ei vield ole kadyty (rivit 3-4)

rekursiokutsu rivilla 8 tutkii mika on kaupungilla ¢ jatkuvan reitin pituus
uutta reittia ei tutkita jos se on jo tassa vaiheessa toivottoman pitka

lopulta palautetaan lyhimman [Oytyneen reitin pituus
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kadytetty ongelmanratkaisutekniikka muistuttaa laheisesti kuningatarongelmassa
kaytettya peruuttavaa etsintaa jossa peruutetaan kun tormataan puun haarassa
umpikujaan

nyt toimimme hieman kehittyneemmin, eli jos huomataan, ettda joku puun
haara ei voi johtaa parempaan ratkaisuun kuin tunnettu paras ratkaisu,
jatetaan haara tutkimatta.

menetelma kulkee nimella branch-and-bound
tilavaativuus kohtuullinen O(n?) silld yksi rekursiotaso vie tilaa O(n)

aikaa algoritmi vie eksponentiaalisesti tutkittavien kaupunkien maaraan nahden
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huom: esim. reitti Helsinki — Lahti — Tampere — Pori — Turku — Helsinki on
saman pituinen myods painvastaiseen suuntaan kuljettuna

sama padatee jokaiselle reitille, algoritmimme siis oikeastaan tutkii jokaisen
erilaisen reitin kahteen kertaan

vaikka optimoisimme algoritmia siten etta tama epakohta poistuisi, pysyy
aikavaativuus silti eksponentiaalisena

kauppamatkustajan ongelmalle ei tiedeta parempia kuin eksponentiaalisessa
ajassa toimivia ratkaisualgoritmeja

toisaalta ei ole pystytty todistamaan ettei nopeaa (polynomisessa ajassa
toimivaa) algoritmia ole olemassa . ..

kyseessa on ns. NP-taydellinen ongelma, aiheesta hieman enemmadn kurssilla
LLaskennan mallit
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Pelipuu

e tietokone pelaa risti-nollaa ihmista vastaan

e OnN ristin vuoro, mita tietokoneen kannattaa tehda seuraavassa tilanteessa?

O
OX|O

e tietokone rakentaa paadtoksensa tueksi pelipuun, Ks. seuraava kalvo
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(1)

N

O|O

el[e)

O|O

el[e)

O|O

0|0

O|O

0|0

risti

nolla

risti
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tehtava siis valinta kolmen mahdollisen siirron suhteen

pelipuuhun on kirjattu auki myos kaikki mahdolliset nollaa pelaavan siirrot, eli
miten nolla voisi vastata kunkin ristin siirron jdlkeen

ja edelleen, miten peli voisi jatkua kahden siirtovuoron jdlkeen

lopputilanteita vastaaviin pelipuun lehtisolmuihin on merkattu tilanteen arvo
ristin kannalta: voitto 1, tasapeli O ja tappio -1

siis minka siirron tietokone tekee?

— valinta (1) johtaa lopulta joko nollan tai ristin voittoon

— valinta (2) johtaa joko tasapeliin tai ristin voittoon

— valinta (3) johtaa joko tasapeliin tai nollan voittoon

eli jarkevinta valita siirto (2), voittomahdollisuus jaa mutta on varmaa ettei

ainakaan havita

strategiana on valita parhaan arvon (voitto 1, tasapeli 0, tappio -1) tuottava
haara siten ettd oletetaan etta valkoinen pelaa mahdollisimman hyvin
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e Seuraavassa pelipuu piirrettyna hiukan abstraktimmin

e ristin vuoroa vastaavat solmut ovat mustia ja nollan vuoroa vastaavat valkoisia

e pelipuu evaluoida lahtien lehdista edeten juureen

— mustat solmut ovat max-solmuja, ne saavat arvokseen lapsen jolla suurin
arvo

— valkoiset solmut ovat min-solmuja, saaden arvokseen lapsen jolla pienin arvo
e ristin siirtoa vastaa se lapsi minka arvon juuren max-solmu perii

e Kkuten edellisissa esimerkissamme, ei nytkdaan ole tarvetta luoda pelipuuta
eksplisiittisesti muistiin, riittaa generoida yksi polku kerrallaan
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e Seuraavassa rekursiiviset operaatiot suorittavat pelipuun evaluoinnin, aluksi
kutsutaan operaatiota risti parametrina meneillaan olevaa pelitilannetta
vastaava solmu

risti(v)

1 if v:lla ei lapsia tai peli jo ohi

2 if ristilla kolmen suora return 1

3 if nollalla kolmen suora return -1

4 return O

5 mybest = —©

6 for kaikilla v:n lapsilla w eli pelitilanteilla mihin nykyisesta asetelmasta padstaan
7 newval = nolla(w)

3 if newval > mybest mybest = newval

9 return mybest

nolla(v)

1 if v:lla ei lapsia tai peli jo ohi

2 if ristilla kolmen suora return 1

3 if nollalla kolmen suora return -1

4 return O

5 myworst = oo

6 for kaikilla v:n lapsilla w eli pelitilanteilla mihin nykyisesta asetelmasta padstaan
7 newval = risti(w)

3 if newval < myworst myworst = newval

9 return myworst

272



rivilla 1 siis huomaamme jos siirtoja ei enad ole ja palautamme pelitilannetta
vastaavan arvon (rivit 2-4)

jos peli jatkuu vield, kdymme lapi kaikki mahdolliset siirrot (rivi 6) ja
evaluoimme miten peli etenee tamadn siirron seurauksena (rivi 7)

risti-operaatio palauttaa parhaan lapsensa arvon ja nolla palauttaa
huonoimman lapsensa arvon

esitetty pelipuun evaluointimenetelma kulkee kirjallisuudessa nimella
min-max-algoritmi

risti-nollassa pelipuut ovat viela kohtuullisen kokoisia, eli siirron valinta vie
kohtuullisen ajan (huom: jotkut puun haarat ovat symmetrisia eika
""'samanlaisista" tarvitse tutkia kuin yksi vaihtoehto)
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Useimmissa peleissa, kuten esim. shakissa tilanne on aivan toinen, pelipuut
ovat niin suuria, etta niiden lapikaynti kokonaisuudessaan on mahdotonta

talldin paras mita voidaan tehda, on generoida pelitilanteita tiettyyn syvyyteen
asti

jos pelipuuta ei voida rakentaa valmiisiin tilanteisiin (voitto, havi®, tasapeli)
asti, ongelmaksi nouseekin se mika on pelipuun lehtisolmuissa olevien

pelitilanteiden arvo

tahdn on toki mahdollista kehitelld erilaisia arviointitapoja (jaljelld olevat
omat/vastustajan nappulat, asetelma laudalla, ym ...)
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4. Levymuistiin talletetun tiedon organisoiminen

e T[asapainoitetut binaadarihakupuut, kuten AVL-puu toimivat hyvin, jos kaikki
kasiteltava tieto mahtuu keskusmuistiin
e Jos kasiteltava tieto joudutaan pitamaan levymuistissa, tilanne muuttuu

— tiedon hakeminen keskusmuistista on nopeaa, aikaa esim. kokonaisluvun
kokoisen tiedon hakemiseen kuluu reilusti alle mikrosekunti

— tiedon hakeminen levylta vie huomattavasti kauemmin, esim. kokonaisluvun
kokoisen tiedon hakemiseen menee ehka 10 millisekuntia

— tiedon haku levylta voi olla jopa miljoona kertaa hitaampaa kuin haku
keskusmuistista

— levylta ei kannata hakea pienia maaria tietoa, silla kaytanndssa samassa
ajassa saadaan kerralla haettua isompi maara, esim. nelja kilotavua joka
vastaa noin tuhannen int-muuttujan viemaa tilaa

e jOS tieto talletetaan levymuistiin, on suorituskyvyn kannalta oleellista, etta
levylta lukuoperaatioiden maara on mahdollisimman pieni
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e B-puu on tasapainoinen hakupuu, joka ottaa huomioon levymuistin
erityisluonteen

— ideana on tehda puista mahdolisimman matalia, jotta hakupolku olisi
mahdolisimman lyhyt

— puu saadaan matalaksi, jos solmuilla voi olla useita lapsia ja jos yhteen
solmuun talletetaan yhden data-alkion sijasta useampia, esim. tuhat

data-alkiota

— koska levylta kannattaa lukea kerralla suuri mddara dataa, on tallaisen ison
solmun lukeminen levylta suhteessa tehokkaampaa kuin monen pienen
solmun yksittdainen lukeminen levylta

e B-puita tai oikeastaan erasta sen varianttia, B-+-puuta kasitellaan erillisessa
materiaalissa, joka I0ytyy kurssisivulta

e B-+-puu kuuluu toisen valikokeen koealueeseen

e Alla esimerkki B-puusta

(2[5] | |[6[71d1p[1a10 [ |[ 2023 | [ B1fa147 [ [58 [6i6e871 | | (787576 |[ §06384] [ B7sg |
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5. Hajautus

e Tarkastellaan edelleen sivulla 85 madaritellyn joukkotietotyypin toteuttamista

e usSeissa sovelluksissa riittaa etta operaatiot insert, delete ja search toimivat
nopeasti

— esim. sivun 235 opiskelijarekisteriesimerkissa on epatodennadkoista etta
opiskelijanumeron mukaan jarjestetyssa indeksirakenteessa on mitaan
kayttoa operaatioille min, max, succ ja prev

— mydskdaan puhelinluettelon numeroiden suhteen jarjestetty indeksi ei naita
operaatioita tarvinne

— sensijaan (opiskelijarekisterissa tai puhelinluettelossa) nimen mukaan
jarjestetyssa indeksissa operaatioille min ja succ voi olla kayttdoa jos on
tarvetta esim. listata kaikki nimet aakkosjarjestyksessa

e tapauksissa, joissa insert, delete ja find operaatiot riittavat, hajautusrakenne on
varteenotettava tapa joukon toteutukselle
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Hajautusrakenteessa insert ja delete toimivat vakioajassa ja search toimii
keskinmaarin vakioajassa

— tasapainoisella puulla kaikki operaatiot pahimmassakin tapauksessa O(logn)

pahimmassa tapauksessa hajautusrakenteen seach-operaatio voi vieda aikaa
O(n)

hajautusrakenteen tehokkuuden kannalta erittain tarkea seikka on
hajautusfunktiolla

hyvan hajautusfunktion Idytaminen voi vaatia hieman kokeilua, mutta muuten
menetelma on helppo toteuttaa

avainten jarjestykseen liittyvia operaatioita succ, pred, min ja max ei
hajautuksessa erityisemmin tueta, ne voidaan toteuttaa ajassa O(n)

— tasapainoisella hakupuulla ne vievat vain O(logn)
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merkitaan kaikkien mahdollisten avainten joukkoa U:lla

— esim. opiskelijarekisterissa tama olisikaikki mahdolliset opiskelijanumerot tai
puhelinluettelossa kaikki mahdolliset puhelinnumerot tai kaikki mahdolliset
nimet

otetaan kayttoon m-paikkainen hajautustaulukko T, joka on indeksoitu alkaen
nollasta

koska yleensa U:n koko on erittdin suuri (tai aaretdon), on m < |U]|

maadritelldan hajautusfunktio h : U — {0,...,m — 1}

eli hajautusfunktio kuvaa jokaisen avaimen jollekin kokonaisluvulle valilta
0,....m—1

toisin sanoen, hajautusfunktio kuvaa jokaisen avaimen jollekin taulukon T
indeksille

sanotaan etta h(k;) on avaimen k; osoite tai kotiosoite

ideana on nyt ettd avain k; talletetaan taulukon T paikkaan h(k;)
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kaikkien avainten joukko U

h(ky )

h(k;)

h(kz ) =n(k, )

h(ks )

m-1

kuten kuva ylla kertoo, voi kayda niin etta kaksi avainta saavat saman
osoitteen eli joillekin avaimille k3, k4 voi olla h(k3) = h(ks)

talloin sanotaan etta avainten k3 ja ks valilla sattuu yhteentbrmays

oleellista onkin etta hajautusfunktio h suunnitellaan sellaiseksi etta
vhteentormayksia tapahtuu mahdollisimman vahan, palataan hieman
myohemmin hajautusfunktion suunniteluun

oli hajautusfunktio miten hyva tahansa, ei jokaiselle avaimelle yleensa riita
omaa osoitetta
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Y hteentbrmdykset vlivuotoketjuun

e yhteentdormaysten ratkaisemiseen on olemassa kaksi erilaista strategiaa,
kasitellaan ensin ketjutus, jossa yvhteentormadavat avaimet talletetaan
linkitettyihin listoihin

e alla olevassa kuvassa hajautustaulukon alkio ¢ sisaltaa viitteen osoitteen 3
saavien avainten sisaltamadan listan

kaikkien avainten joukko U

—H
—H
—H

kg | —1l

e paikkaan T[] liittyvaan listaan talletetaan siis kaikki osoitteen 7 saavat avaimet
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esitetaan nyt toteutus ketjutuksella varustettuun hajautukseen kayttaen
linkitettyja listoja (ks. kalvot 118-123)

T on nyt taulukko joka on madritelty vadlille [0,...,m — 1], ja jokainen T[]
sisaltaa viitteen linkitetyn listan ensimmaiseen solmuun

alussa hajautusalue on tyhja eli kaikkien T'[:] arvo on NIL

avaimen etsiminen hajautusrakenteesta:

hash-search (T, k)

1 L = T[h(k)]

2 X = list-search(L,k)
3 return X

— rivilla 1 selvitetadan missa taulun indeksiin liittyvassa listassa on avaimen
paikka

— rivilla 2 kutsutaan kalvolla 119 maadriteltya listan etsintaoperaatiota
selvittamaan 10ytyyko etsittavaa avainta

— operaatio palauttaa viitteen siihen listasolmuun joka sisdltaa etsityn avaimen
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e avaimen lisaaminen hajautusrakenteeseen

hash-insert(T, k)
1 L = T[h(k)]
2 list-insert(L,k)

— rivilla 1 selvitetaan missa taulun indeksiin liittyvassa listassa on avaimen
paikka

— rivilla 2 kutsutaan kalvolla 120 maadriteltya listan lisaysoperaatiota
laittamaan avain paikoilleen

e avaimen poistaminen hajautusrakenteesta

hash-delete(T,x)
1 L = T[h(x.key)]
2 list-delete(L,x)

— syOtteena siis viite poistettavan avaimen sisaltamaan listasolmuun, jos
viitetta ei ole tallessa, on se haettava ensin hash-search-operaatiolla

— rivilla 1 selvitetadan missa taulun indeksiin liittyvassa listassa poistettava
avain on

— rivilla 2 kutsutaan kalvolla 122 maadriteltya listan poisto-operaatiota, joka
poistaa avaimen listalta
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mika on operaatioiden aikavaativuus?
oletetaan etta hajautusfunktion arvon laskeminen vie vakioajan

luvusta 2 muistamme ettd lisays ja poisto linkitetysta listasta vievat vakioajan
(jos kyseessd on kahteen suuntaan linkitetty lista)

lisdys ja poisto hajautusrakenteesta vie aikaa O(1), silla vakioajassa voimme
selvittad minka taulukon indeksin padsta l0ytyy oikea ylivuotolista ja seka
avaimen lisays etta poisto listalta ovat vakioaikaisia operaatioita

luvusta 2 muistamme ettd [ avainta sisdltavaltad listalta etsinta vie aikaa O(1)

hajautustaulusta etsinndn aikavaativuus siis riippuu vlivuotolistojen
pituudesta

pahimmassa tapauksessa kaikki avaimet saavat saman osoitteen ja ne
on talletettu samalle listalle eli pahimmassa tapauksessa haku n avainta
sisdltavdstd hajautusrakenteesta vie ajan O(n)

pahimman tapauksen tilanne on siis sama kuin avaimet olisi talletettu yhteen
linkitettyyn listaan, selvastikaan hajautusta ei ole tarkoitettu tallaisiin
tilanteisiin, eli pahimman tapauksen analyysi ei anna oikeaa kuvaa
menetelmasta
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analysoidaan hakua keskimaardaisessa tapauksessa

oletetaan ettd hajautustauluun on talletettu n» avainta, ja ettd avaimet
ovat jakautuneet tasaisesti eri ylivuotolistoille

tilanne on yleensa tama jos kaytetty hajautusfunktio on jdrkevasti valittu

hajautustaulun tamdanhetkinen tgyttdsuhde on a = n/m, joka on samalla
keskinmaardinen ylivuotoketjun pituus

Avaimen haku hajautusrakenteesta vie aikaa keskimaddrin O(1 + «)
todistushahmotelma:

Todistus jakaantuu kahteen osaan: tuloksettomaan ja tuloksekkaaseen
hakuun.

Haettu avain voi olla yhta suurella todennakoisyydella missa tahansa
vlivuotoketjussa. Avaimen k tuloksettomassa haussa kaydadn lapi
ylivuotolista T[h(k)], jonka pituus oletuksen mukaan on « avainta. Kun
otetaan vield huomioon hajautusfunktion laskemiseen kuluva vakioaika
saadaan vaatimukseksi O(1 4 «).

Tuloksellisen haun tarkka analyysi vaatii todennakdisyyslaskennan
osaamista niin paljon, etta sivuutamme sen. Karkeasti ottaen
tuloksellisessa tapauksessa joudutaan kaymaan lapi puolet tietysta
ylivuotolistasta T[h(k)]. Ylivuotolistan pituus on keskimadrin «, joten
joudutaan tekemddn karkeasti ottaen O(1 + «/2) askelta.
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vleensa pyritaan siihen, etta hajautustaulun koko m on suoraan verrannollinen
talletettujen avaimien lukumadran n, esim. m ~n/3 , yleisemmin m ~d x n
missa d on vakio

talldin a =n/m = n/dn = O(1) eli ylivuotoketjujen keskimddrdinen pituus on
vakio hajautusrakenteeseen talletettavien avaimien lukumadran suhteen

kun a = O(1), haun keskimddrdinen aikavaativuus eli O(1 4+ «) siis vakio O(1)

eli jos tiedamme etta talletettavia avaimia on korkeintaan esim.
kolminkertainen maara hajautustaulun kokoon nahden, vie hakuoperaatio
keskinmaddrin ajan O(1)

jos hajautustaulukon koko on suoraan verrannollinen talletettavien
avaimien lukumddrddn ovat operaatiot hajautustaulussa vakioaikaisia

— hakuoperaatio search vie keskimaarin vakioajan jos avaimet ovat
jakautuneet tasaisesti vlivuotolistoille

— insert ja delete ovat vakioaikaisia myOs pahimmassa tapauksessa

useissa sovelluksissa tiedetaan suunnilleen talletettavien avaimien lukumaaran
yvlaraja, talloin on helppo valita hajautusrakenteen koko sopivasti

— Helsingin Yliopistossa opiskelijoita noin 30000

— Suomessa asukkaita reilu 5 miljoonaa
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Hajautusfunktion valinta

e tavoitteena on ettd hajautusfunktion arvo tulee olla laskettavissa nopeasti ja
etta funktio jakaa avaimet tasaisesti hajautusalueelle

e hajautusfunktio olettaa yleensa etta avain on kokonaisluku, jos avain on
kuitenkin esim. merkkijono, on se ensin muutettava kokonaisluvuksi

olkoon avain merkkijono aias...a,, oletetaan ettd funktio ascii(a) palauttaa
merkin a ascii-koodin, joka on kokonaisluku valilta 0-127

eras tapa muuttaa merkkijono kokonaisluvuksi k£ on seuraava
k = ascii(a1) + 128 X ascii(az) + 1282 x ascii(az) + ...+ 128" 1 x ascii(an)

e tahan sisdaltyy muutama ongelma

luvusta tulee suuri ja seurauksena saattaa olla aritmeettinen ylivuoto

ongelma korjautuu tulkitsemalla luku etumerkittomaksi kokonaisluvuksi ja
vhdistamalla se seuraavan sivun jakolaskumenetelmaan

toisaalta jos merkkijono on pitka, voi merkkijonoa vastaavan
kokonaislukuarvon laskeminen kestaa kauan

merkkijonon jokaista merkkia ei ole valttamatonta huomioida, voidaan
esim. ottaa mukaan vain joka toinen merkki, viisi ensimmaista merkkia, jne,

e Seuraavassa kaytannossa toimivaksi osoittautuneita hajautusfunktioita
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e Jakojddnnbsmenetelmd

— h(k) =k mod m
missa m on alkuluku, joka ei ole lahella mitaan 2:n potenssia

nain valittu m yleensa jakaa avaimet suhteellisen tasaisesti hajautustauluun
vaikka avaimet itsessaan olisivat jossain maarin epatasaisesti jakautuneet

jos m olisi jaollinen luku eli m = rs jollakin r ja s ja talletettavat avaimet
(tai suuri osa niistd) sattuisi olemaan r:n monikertoja eli muotoa ir jollakin
7, niin jakojaanndksella olisi vain s eri arvoa ja koko hajautustaulukko ei
tayttyisi. m:n siis kannattaa olla alkuluku. Tarkempi analyysi paljastaa vielg,
etta valinta on parempi jos m ei ole lahella mitaan 2:n potenssia.

— esim. jos haluamme hajautustaulun johon talletetaan noin 2000 avainta, ja
sallimme etta vlivuotolistoilla on keskimaarin 3 avainta, valitaan m = 701

— nyt m on alkuluku joka ei ole lahella 2:n potenssia ja tayttdasteeksi tulee
2000/701 ~ 2.85

— esim?2.: oletetaan etta kaytossa hajautustaulukko jonka koko 11,
hajautusfunktiona siis h(k) = k mod 11

— hajautetaan avaimet 75, 21, 43, 15, 18, 33, 30, 67 ja 93, eli nyt
h(75) =9, h(21) =10, h(43) =10,
h(15) =4, h(18) =7, h(33) = 0,
h(30) =8, h(67) =1, h(93) =5
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e tuloksena
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o Kertolaskumenetelmd
— olkoon A jokin luku 0< A<1
— merkitdadn |z]:lla luvun z kokonaislukuosaa ja fr(zx):lla luvun x desimaaliosaa
— eli esim |3,14159] = 3 ja fr(3.14159) = 0.14159
— h(k) = |m x fr(Ax k)]

— etuna jakolaskumenetelmaan se etta taulukon koon m saa nyt valita
vapaasti

— Asiantuntijoiden mukaan usein toimiva valinta on
A=Y51=0.6180339887...

— esim: oletetaan etta kdytossa hajautustaulukko jonka koko 11, ja
hajautusfunktiona h(k) = |11 x fr(0.618 x k) |

— avaimet 75, 43, 21, 15, 18, 33, 30, 67 ja 93, nyt
h(75) =3, h(43)=6, h(21)=10
h(15) =2, h(18) =1, h(33) =4,
h(30) =5, h(67)=4, h(93)=5

e tulos seuraavalla sivulla
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Hajautusfunktio pitdisi valita siten, ettd hajautusosoitteiden h(k) jakauma olisi
mahdollisimman lahelld joukon {0,...,m — 1} tasaista jakaumaa

Tata kriteeria on mahdoton arvioida, jos ei tiedetd avainten k£ jakaumaa (ja

Ohjelmoija voi tyhmyyttdan valita sovellusta ajatellen juuri vdaran
hajautusfunktion

Jos tehdaan huono valinta hajautusfunktioksi, hajautus toimii jokaisella
suorituskerralla hitaasti

Universaalihajautuksessa valitaan jokaisella ohjelman suorituskerralla
satunnainen hajautusfunktio, joka milla tahansa avainten jakaumalla on
keskimaarin hyva

Huonon hajautusfunktion saaminen edellyttada (hyvin) huonoa tuuria

Universaalihajautuksessakin voi joskus syntyd sovelluksen kasiteltavadn dataan
nahden huono hajautusfunktio

Keskimadarin nadin kay kuitenkin erittdin harvoin

Universaalihajautus toimii odotusarvoisesti nopeasti riippumatta hajautettavien
avaimien jakaumasta
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e Universaalihajautus

— valitaan alkuluku p joka on vahintaan yhta suuri kuin talletettavien avainten
lukumaara n

— valitaan satunnaisesti kaksi kokonaislukua a ja b valilta 1 <a<pjaO0<b<p

— muodostetaan hajautusfunktio seuraavasti:
h(k) = ((a x k 4+ b) mod p) mod m

— perusteluja nain muodostetun hajautusfunktion hyvyydesta [0ytyy Cormenin
luvusta 11.3.3

— esim: oletetaan jalleen etta kaytdssa hajautustaulukko jonka koko 11

— oOletetaan etta talletettavia avaimia korkeintaan 53 eli valitaan p = 53, ja
valitaan satunnaisesti a = 31, b = 17

hajautusfunktiona siis h(k) = ((31 x k4 17) mod 53) mod 11

— avaimet 75, 43, 21, 15, 18, 33, 30, 67 ja 93, nyt
h(75) = 10 mod 11 = 10, h(43) = 25 mod 11 = 3
h(21) = 32 mod 11 = 10, h(15) =5 mod 11 =5
h(18) = 45 mod 11 =1,  h(33) = 33 mod 11 = 0
h(30) = 46 mod 11 = 2, h(67) = 27 mod 11 =5 ja
h(93) =38 mod 11 =5
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e tuloksena

T
0 33 —|
1| —1—=| 75
2 30 —|
3 25 —|
4| —
5 15 —
6| —
7 —
8| —
9| —l
10 21 | —l

e Vvalitsemalla satunnaiset a ja b toisin, olisi paadytty eri arvot antavaan

45

—|

27

38

—l

hajautusfunktioon jonka kayttd olisi saattanut johtaa parempaan tulokseen

294



Uudelleenhajautus

e Kertauksena kalvolla 286:

— jos hajautustaukon koko m on suoraan verrannollinen talletettujen avaimien
lukumadaran n, esim. m = n/5, ylivuotoketjujen keskimadrdainen pituus on
n/m = 5m/m =5 = O(1) eli vakio hajautusrakenteeseen talletettavien
avaimien lukumaaran suhteen

e ¢eli Jos hajautustaulukon koko on suoraan verrannollinen talletettavien
avaimien lukumddrddn, ovat operaatiot hajautustaulussa vakioaikaisia

e jos hajautustaulun koko on vakio, esim. 1000, ja rakenteeseen talletettavien
alkioiden madra n kasvaa rajatta, on yhden ylivuotoketjun keskimdarainen
pituus n/1000, eli O(n)

e mutta jos talletettavien alkioiden mddrd kasvaa "rajatta",
vlivuotoketjujen keskimddrdiseksi pituudeksi tuleekin O(n) ja etsintd
hajautusrakenteesta vie lineaarisen ajan
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e hajautusrakenteen tayttymisongelma voidaan ratkaista uudelleenhajautuksella

kun tayttosuhde ylittdaa asetetun kynnysarvon kynnys (esim alkioimadara
kaksinkertainen verrattuna hajautustaulun kokoon), varataan
hajautustaululle lisayksen yhteydessa uusi kooltaan kaksinkertainen tila

kaikki alkuperdisen rakenteen avaimet talletetaan uuteen
hajautusrakenteeseen kayttaen uutta hajautusfunktiota

uuden hajautusrakenteen tdyttdsuhde on 1/2 x kynnys

jos poiston jdlkeen rakenteen tayttosuhde on alle 1/4 x kynnys voidaan tilaa
vapauttaa varaamalla uusi rakenne, kooltaan puolet alkuperaisesta

tassakin tapauksessa kaikki alkuperaisen rakenteen avaimet talletetaan
uuteen hajautusrakenteeseen kayttden uutta hajautusfunktiota

uuden hajautusrakenteen tayttosuhde on 1/2 x kynnys

molemmissa tapauksissa uudelleenhajautuksen aikavaatimus on O(m),
missa m alkuperaisen hajautusrakenteen koko
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Monisteen sivuilla 97 ja 98 ja viikon 3 harjoitusten tehtavassa 4 tarkasteltiin
taulukon laajentamisen aikavaativuutta

Ilmeni, etta jos taulukon koko lisayksen yhteydessa tarvittaessa
kaksinkertaistetaan, ei kasvatus lisaa yhden operaation keskimadarin vievaa
aikavaativuutta kuin vakion verran

Samantapainen analyysi osoittaa, etta vaikka uudelleenhajautus eli
hajautustaulun kasvattaminen on raskas operaatio, niin jos ajatellaan pidempia
sarjoja hajautusrakenteelle suoritettuja operaatiota, yhden operaation
keskimadradainen aikavaativuus on silloin talldin tapahtuvasta
uudelleenhajautksesta huolimatta vakio

jos uudelleenhajautusta ei suoriteta ja talletettavien alkioiden madra kasvaa

jatkuvasti, hash-search-operaation keskimaardinen aikavaativuus ei enaa sadily
vakiona

eli ajoittaisesta raskaudestaan huolimatta uudelleehajautus kannattaa jos
hajautusrakenteeseen talletettavien alkioiden lukumaaralla ei ole ylarajaa
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Avoin hajautus

e Ketjutuksen rinnalla toinen tapa ratkaista yhteentormaavien solmujen ongelma
on avoin hajautus (eng. open addressing)

e Avoimessa hajautuksessa kaikki avaimet talletetaan hajautustauluun
e jos paikka T'[h(k)] on varattu, etsitdan avaimelle k jokin muu paikka taulusta
e uusikin paikka voi olla varattu, tdlloin jatketaan etsimista edelleen

e ne paikat joihin avainta k yritetadn laittaa muodostavat k:n kokeilujonon (engl.
probe sequence)

e jarjestyksessddn j:s kokeilu kohdistuu paikkaan

h(k,j) = (h'(k) + s(j,k)) mod m
missa A/ on "normaali" hajautusfunktio ja s on kokeilufunktio

e vaaditaan ettd jokaiselle avaimelle k kokeilujono h(k,0),h(k,1),...,h(k,m —1)
muodostaa jonon 0,1,...,(m — 1) permutaation, eli toisin sanoen kokeilujonon
on kokeiltava jokaista hajautustaulun indeksia kertaalleen

e avaimen k lisaaminen tapahtuu siten ettd ensin yritetaan laittaa avain paikkaan
h(k,0), jos tama paikka on tdysi, yritetdan paikkaa h(k, 1), jne
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kaikki avaimet talletetaan hajautustauluun joten avaimien maksimimaara on m
oletetaan ettd jos hajautustaulun paikka T'[7] on tyhjd, silla on erityisarvo NIL

ennen kuin katsotaan miten operaatiot toteutetaan avoimessa hajautuksessa,
tutustumme yksinkertaisimpaan kokeilustrategiaan, eli lineaariseen kokeiluun

— kokeilujono on nyt h(k,7) = (R'(k) + 7)) mod m

— eli ensimmadinen paikka on h/(k) mod m, toinen (h'(k) + 1) mod m, kolmas
(h' (k) +2) mod m

— esim: jos m = 10 ja h/(k) = 7 niin kokeilujono olisi 7,8,9,0,1,2,3,4,5,6
avaimen lisdaaminen hajautustauluun

hash-insert(T, k)

1 i=20

2 repeat

3 J = h(k,i)

4 if T[j] == NIL
5 T[] = k

6 return TRUE
7 i = i+1

8 wuntili == m

9 return FALSE
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e jOs paikka avaimelle |0ytyy, palauttaa operaatio TRUE, mutta jos mikdan
kokeilujonon paikka ei ole vapaana, eli hajautustaulu on jo taysi, palauttaa

operaatio FALSE

e oOperaation toiminta:

h(kg 0) —_

hash—insert(g )
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e avaimen etsiminen hajautustaulusta

hash-search (T, k)

1 i=0

2 repeat

3 J = h(k,i)

4 if T[j]] == Kk return j

5 i = i+1

6 until T[j] == NIL or i == m
7 return NIL

e etsitdan kokeilujonoa h(k,0),h(k,1),...,h(k,m — 1) ldpi niin kauan kun
— etsitty avain 10ytyy,
— tormataan tyhjaan hajautustaulun paikkaan, tai

— koko kokeilujono on kayty lapi

e avaimen |Oytyessa palautetaan avaimen tallettavan taulukon paikan indeksi,
muuten NIL
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e avaimen poistamisen yhteydessa ei paikkaa voida jattaa vapaaksi
(NIL-arvoisiksi), muuten reitti joihinkin avaimiin saattaa katketa:

T T
kl kl
Kg Kg
hash—delete(k ) _
i | mmmmm s éﬁ - K hash-searchgk
h(ke,0)
K K, [=
2 2 )
k5 k5
K ?
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e merkitaan poiston yhteydessa poistettavan avaimen paikalle erityisarvo DEL
niin avaimen etsiminen toimii taas

hash-delete(T, k)

1 i=0

2 repeat

3 Jj = h(k,i)

4 if T[j]] == k

5 T[] = DEL

§) = i4+1

7 until T[jl] == NIL ori == m

T < Kq

Kg
Kg

hash—searcth3 )

(g O [~

DEL
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e muutetaan viela lisaysoperaation rivia 5 siten etta lisdays voidaan suorittaa
taulukon paikkaan jonka arvo on NIL tai DEL

hash-insert(T, k)

1 i=20

2 repeat

3 J = h(k,i)

4 if T[j] == NIL or T[j]] == DEL
5 T[] = k

6 return TRUE

7 i = i4+1

8 wuntili =m

9 return FALSE

e avoimen hajautuksen poisto-operaatio on /laiska, se ei vapauta muistialuetta,
vaan jattad taulukkoon DEL-arvoisia kohtia jotka tayttavat hajautustaulukkoa

e DEL-kohdat voivat korvautua normaaleilla avaimilla insertin yhteydessa
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esim: oletetaan ettd kaytossd hajautustaulukko jonka koko 11

kdytetdan kokeilujonofunktiota h(k,7) = ((k mod 11) 4+ 1) mod 11 kdytdssa siis
lineaarinen kokeilujono

hajautetaan avaimet 75, 43, 21, 15, 18, 33, 30, 66 ja 92

h(75,0) = 9 ja h(43,0) = 10, eli kahden ensimmadisen lisdayksen jdlkeen

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
/5| 43

h(21,0) = 10 eli joudumme etsimadn 21:lle uuden paikan
h(21,1) = ((21 mod 11) 4+ 1) mod 11 = 0 joka on vapaa.
h(15,0) = 4 ja h(18,0) = 7, tilanne viiden ensimmadisen lisdyksen jdlkeen:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
21 15 18 75| 43
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h(33,0) = 0 joka jo varattu, eli etsintd jatkuu A(33,1) = 1. Seuraava avain
voidaan sijoittaa heti kokeilujonon ensimmadiseen paikkaan h(30,0) = 8.
Tilanne tassa vaiheessa:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
21| 33 15 18 30| 75| 43

h(66,0) = 0 ei kdy, h(66,1) = 1 ei vielakdan, mutta h(66,2) = 2 onnistuu
Lopuksi h(92,0) = 4, ei kdy, mutta h(92,1) = 5 vapaa

tuloksena

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
21| 33| 66 15| 92 18 30| 75| 43

entd jos haluamme vield lisata avaimen 297 h(29,0) = 7 varattu ja vapaa
|0ytyy vasta 8. kokeilulla: h(29,7) = 3

entd jos etsisimme taulukosta lukua 417 Etsintad etenisi paikasta h(41,0) =7
aina paikkaan h(41,7) = 3 asti jonka jdlkeen voidaan todeta ettd 41 ei ole
taulukossa
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poistetaan taulukosta avaimet 21, 30 ja 75:

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
DEL| 33| 66 15| 92 18| DEL| DEL| 43

Edelleen, luvun 41 etsintd etenisi paikasta h(41,0) = 7 aina paikkaan
h(41,7) = 3 asti jonka jdlkeen voidaan todeta ettd 41 ei ole taulukossa

luvun 29 lisdys |oytdisi nyt 29:lle paikan toisella kokeilulla h(29,1) = 8 silld
T[8] =NIL
taulukko luvun 29 lisayksen jalkeen

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
DEL| 33| 66 15| 92 18| 29| DEL| 43
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e lineaarinen kokeilujono on helppo toteuttaa mutta kaytanndssa aika huono:
— tauluun tulee usein pitkia varattuja alueita

— pitkat varatut alueet kasvavat suuremmalla todennakdisyydella kuin lyhyet
varatut osat:

h(k11)

\ e N e U U

k02| k01| kO4| k06| kO5 kO3 k10 k07 k08 kQ9

e iIMiota nimitetdan primdadriseksi kasautumiseksi (eng. primary clustering)
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e nelibinen kokeilu

— kokeilujono on nyt h(k,i) = (R'(k) + c1 X i + co X i?) mod m, missa h’
normaali hajautusfunktio, c¢1 ja ¢ vakioita

— kokeilujonon ensimmadinen paikka on h/(k) mod m,
toinen (h'(k) 4+ c1 + ¢2) mod m, kolmas (h'(k) 4+ 2¢; + 4¢c2) mod m, jne

— huom: kaikki valinnat vakioiksi c1,c> ja m eivat tuota kokeilujonoa joka kay
taulukon kaikki paikat lapi

yKksi toimiva tapa valita vakiot on asettaa c¢; = cp = 1/2 ja valita
hajautustaulun kooksi m joku kahden potenssi

— esim jos ¢1 = cx = 1/2 ja h/(k1)=1 niin kokeilujonon alku olisi
1,2,4,7,11,16. ..
eli h(k,1) = h(k,0) + 1, h(k,2) = h(k,1) + 2, h(k,3) = h(k,2) + 3. ...

e primaariselta kasaantumiselta valtytaan, mutta nyt vaivana on sekundaarinen
kasautuminen: jos h(k1,0) = h(k2,0) niin k1:n ja ko:n kokeilujono on sama

k6
\ N = - .
kO| k1 k2 k3 k4 kS

h(k0,0) = h(k1,0) = h(k2,0) = h(k3,0) = h(h4,0) = h(k5,0) = h(k6,0) = 1
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e Kkaksoishajautus

— kokeilujono on nyt h(k,7) = (h'(k) + i x h"(k)) mod m, missa h’ ja h”
normaaleja hajautusfunktioita

— ensimmadinen paikka on h/(k) mod m, toinen
(h' (k) + h"(k)) mod m, kolmas (h'(k) + 2 x h'(k)) mod m, jne

— esim. tarkastellaan 13 paikkaista hajautustaulua ja olkoot h/(k) = k& mod 13
ja h'(k) =14 (k mod 11)

— lisataan hajautustauluun avain 14
— h'(14) =14 mod 13 =1, h'(14) =1+ (14 mod 11) = 4,
— kokeilujono on siis 1,5,9,0,4,8,12...

79 98 72 50
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Y

Y T T
79 98 72 14 50
0] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

hash-insert(14)
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e lisataan hajautustauluun avain 27
— h'(27) =27 mod 13 =1, h"(27) = 1 + (27 mod 11) = 5,
— kokeilujono on siis 1,6,11,3,8,0...

79 98 72 14 50
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|
I hash-insert(27)

— T
79 98 | 27| 72 14 50

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

e kaksoishajautus ei aiheuta kasaantumista ja on yleensa menetelmista toimivin

e funktion h” valinnassa on kuitenkin oltava huolellinen, arvoilla h”(x) ja m ei saa
olla yhteisia tekijoita, muuten osa hajautustaulusta voi jaada kaymatta lapi

e YyKsi hyva valinta on edellisessakin esimerkissa esiintynyt tilanne missa m on
alkuluku ja 0 < h”(z) < m, eli valitaan esim

h'(k) =k mod m ja h'(k) =1+ (k mod (m — 2))
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e avoimen hajautuksen tapauksessa kaikkien operaatioiden tehokkuus on
riippuvainen avaimen loytymisen tehokkuudesta

e Seuraavassa taulukossa tuloksettoman ja tuloksellisen haun keskimdaarainen

pituus kullakin kokeilujonotyypilla suhteessa tdyttosuhteeseen a = n/m.
Kaavoja ei tdssa perustella tarkemmin, niiden taustalla oleva analyysi on

esitetty Cormenin luvussa 11.4

tulokseton tuloksellinen
kaksoishajautus L InL
—o o 11—«

nelidinen T~ oz—l—lnm 1-— E‘H”m
: : 1 1 1 1

lineaarinen §(1—|—m) 5(14+ =)

e Seuraavalla sivulla viela hakujen keskimaaradisia pituuksia muutamalla
konkreettisella tayttosuhteen arvolla
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a= 0.5 tulokseton tuloksellinen
kaksoishajautus 2 1.38
nelidinen 2.19 1.44
lineaarinen 2.5 1.5

o= 0.75 tulokseton tuloksellinen
kaksoishajautus 4 1.85
nelidinen 4.63 2.01
lineaarinen 8.5 2.5

a = 0.9 tulokseton tuloksellinen
kaksoishajautus 10 2.55
nelidinen 11 2.88
lineaarinen 50.5 5.5

a = 0.95 tulokseton tuloksellinen
kaksoishajautus 20 3.15
nelidinen 22 3.53
lineaarinen 200.5 10.5

e nayttaa silta etta tayttoasteeseen 0.5 asti suurta eroa menetelmien valilla ei ole
e tata taydemmilla hajautustauluilla lineaarista kokeilujonoa ei kannata kayttaa

e avoimen hajautuksen yhteydessa taulukon tayttyessa on kasvattaa
hajautustaulukkoa ja suorittaa alkioille uudelleenhajautus
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Kdytdnnollisid huomautuksia hajautuksesta

e hajautusfunktioista jakojadnndsmenetelma on yleensa hyva

e usein aineiston kanssa kannattaa tehda muutamia kokeita ennen kuin
kaytettava hajautusfunktio valitaan

e yhteentormaysstrategioista ketjutus on yleensa paras ratkaisu
— ketjutus toimii hyvin vaikka hajautusalue onkin taynna

— poistot ketjutuksessa ovat aitoja toisin kuin avoimessa hajautuksessa
e avoin hajautus on hyva jos tayttosuhde sailyy pienena

e hajautus on yleensa kaytannossa tehokkain menetelma joukko-operaatioiden
toteuttamiseen jos operaatioita min, succ, max ja pred ei tarvita

e oOperaatioiden min, succ, max ja pred toteuttaminen hajautusrakenteissa on
toivottoman hidasta eli jos naita operaatioita tarvitaan, kannattaa kayttaa
tasapainoitettua hakupuuta

e hash-search-operaatio toimii vakioaikaisesti keskimadrdisessa tapauksessa, eli
jos halutaan takuu etta pahin tapaus ei koskaan toteudu, on syyta kadyttaa
tasapainoitettua hakupuuta
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Java-API:n hajautusrakenteet

e Javassa on kaksi hieman eri tilanteisiin sopivaa hajautusrakennetta (ndista
molemmista on myds pari erikoistettua versiota)

— Rajapinnan Set toteuttava HashSet

— Rajapinnan Map toteuttava HashMap

e HashSet tarjoaa operaatiot olion tallettamiseen ja etsimiseen, olio itse toimii
hajautusavaimena

— HashSet:in avulla ei siis ole mahdollista etsia olioa nopeasti minkaan
attribuutin perusteella, ajassa O(1) voidaan ainoastaan kysyd onko tietty
olio joukossa

e HashMap:iin talletetaan avain-olio-pareja, ja etsinta avaimeen perustuen
tapahtuu ajassa O(1)

e huomionarvoista on, etta jos itse maaritellyn luokan olioita talletetaan
HashSet:iin tai kaytetadan HashMap:in avaimina, on luokassa toteutettava
(tarkemmin sanottuna ylikirjoitettava Object-luokassa madritellyt) metodit int
hashCode () ja boolean equals(Object param), muuten hajautsrakenne ei toimi
ennakoidulla tavalla

asiaan palataan tarkemmin laskareissa
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6. Keko

Tarkastellaan viela yhta tapaa toteuttaa sivulla 86 maaritelty tietotyyppi joukko

talla kertaa emme kuitenkaan toteuta normaalia operaatiorepertoaaria, olemme
kiinnostuneita ainoastaan kolmesta operaatiosta:

- heap-insert(A,k) lisda joukkoon avaimen k
- heap-min(A) palauttaa joukon pienimmé&an avaimen arvon
- heap-del-min(A) poistaa ja palauttaa joukosta pienimman avaimen

namad operaatiot tarjoavaa kekoa sanotaan minimikeoksi (engl. minimum heap)

toinen vaihtoehto, eli maksimikeko (engl. maximum heap) tarjoaa operaatiot:

- heap-insert(A, k) lisda joukkoon avaimen k
- heap-max(A) palauttaa joukon suurimman avaimen arvon
- heap-del-max(A) poistaa ja palauttaa joukosta suurimman avaimen

nditd kolmea operaatiota sanotaan (maksimi/minimi) keko-operaatioiksi
keskitymme tdssa luvussa ensisijaisesti maksimikekoon ja sen toteutukseen

huom: keoksi kutsutaan myos muistialuetta, josta suoritettavien ohjelmien
ajonaikainen muistinvaraaminen tapahtuu. Talla tietojenkasittelyn
"toisella" keolla ei ole mitaan tekemista tietorakenteen keko kanssa
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e pystyisimme luonnollisesti toteuttamaan operaatiot kayttaen jo tuntemiamme
tietorakenteita:

kayttamalla jarjestamattoman listan insert, delete ja max-operaatioita
heap-insert olisi vakioaikainen mutta heap-del-max veisi aikaa O(n)

kayttamalla jarjestetyn rengaslistan insert, delete ja max-operaatioita
heap-insert veisi aikaa O(n) ja heap-del-max olisi O(1)

kayttamalla AVL-puun insert, delete ja max-operaatioita seka heap-insert
ettd heap-del-max veisivat aikaa O(logn)

kuten viikon 6 laskareiden viimeinen tehtava osoitti, voitaisiin
tasapainoitetun hakupuun avulla toteuttaa heap-max vakioajassa
muokkaamalla hieman puun rakennetta

e seuraavassa esittamamme keko-tietotyypin toteutuksessa seka heap-del-max
(tai minimikeossa heap-del-min) ettd heap-insert toimivat ajassa O(logn) ja
heap-max (tai minimikeossa heap-min) toimii vakioajassa O(1)
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herdaa kysymys, mihin tarvitsemme nadin spesialisoitunutta tietorakennetta?

eikO riita, etta kayttaisimme muokattua tasapainoitettua hakupuuta, silla nain
saavutettu keko-operaatioiden vaativuus olisi @-analyysin mielessa sama kuin
kohta esitettavalla varsinaisella kekototeutuksella?

tulemme kurssin aikana nakemaan algoritmeja, jotka kayttavat
aputietorakenteenaan kekoa ja ndiden algoritmien tehokkaan toteutuksen
kannalta keko-operaatioiden tehokkuus on oleellinen

vaikka keko ei tuokaan kertaluokkaparannusta operaatioihin, on se
toteutukseltaan hyvin kevyt, ja kaytannossa esim. AVL-puuhun perustuvaa
toteutusta huomattavasti nopeampi

keko on ohjelmoijalle kiitollinen tietorakenne siina mielessa, etta toteutus on
hyvin yksinkertainen toisin kuin esim. tasapainoisten hakupuiden toteutukset

seuraavalla sivulla muutama esimerkki keon sovelluksista
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e minimikeon avulla saamme toteutettua tehokkaasti prioriteettijonon:

— heap-insert vie jonottajan jonoon, avain vastaa jonottajan prioriteettia

(mita pienempi numeroarvo sitd korkeampi prioriteetti)

heap-del-min ottaa jonosta seuraavaksi palveltavaksi korkeimman
prioriteetin omaavan jonottajan

e keon avulla saamme myds toteutettua erittain tehokkaan jarjestamisalgoritmin

oletetaan etta A on n-paikkainen kokonaislukutaulukko

seuraava algoritmi jdarjestaa A:n alkiot suuruusjarjestykseen kayttden kekoa
H aputietorakenteena

sort-with-heap(A,n)
1 fori=1ton

2 heap-insert(H,A[i])
3 fori=ndownto1l
4 Ali] = heap-del-max(H)

algoritmin aikavaativuus on O(nlogn), silla heap-insert ja heap-del-max
vievat O(logn) ja molempia kutsutaan n kertaa

palaamme tarkemmin kekojarjestamiseen luvussa 7, varsinainen
kekojarjestaminen tapahtuu hieman toisen periaatteen mukaan

e myods verkkoalgoritmien yhteydessa (luvussa 8) Ioydamme kdyttda keolle
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Maksimikeon toteuttaminen

e keko kannattaa ajatella binaadaripuuna, joka on talletettu muistiin taulukkona

e binaaripuu on keko jos

(K1) kaikki lehdet ovat kahdella vierekkdiselld tasolla k ja k + 1 siten etta
tason k£ 4+ 1 lehdet ovat niin vasemmalla kuin mahdollista ja kaikilla k:ta
yvlempien tasojen solmuilla on kaksi lasta

(K2) jokaiseen solmuun talletettu arvo on suurempi tai yhtdsuuri kuin solmun
lapsiin talletetut arvot

e Seuraava binadripuu on keko
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keko-ominaisuuden (k1) ansiosta puu voidaan esittda taulukkona, missd solmut
on lueteltu tasoittain vasemmalta oikealle

vlla oleva puu taulukkoesityksena:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
16 | 14| 10 8 7 9 3 2| 4 1

juuri + taso 1 taso 2 I taso 3

kaytanndssa keko kannattaa aina tallentaa taulukkoa kayttaen

kekotaulukkoon A liittyy kaksi attribuuttia
— A.length kertoo taulukon koon

— A.heap-size kertoo montako taulukon paikkaa (alusta alkaen) kuuluu
kekoon

— huom: taulukossa A voi siis kohdan heap-size jalkeen olla "kekoon
kuulumattomia" lukuja

keon juurialkio on talletettu taulukon ensimmadiseen paikkaan A[1]
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e taulukon kohtaan ¢ talletetun solmun vanhemman seka lapset tallettavat
taulukon indeksit saadaan selville seuraavilla apuoperaatioilla:

parent(i)
return |i/2]

left(i)
return 2i

right(i)
return 2i4+1
e Vvaikka varsinaisia viitteita ei ole, on keossa liilkkuminen todella helppoa,
— tarkastellaan edellisen sivun esimerkkitapausta

— juuren A[1] vasen lapsi on paikassa A[2 x 1] = A[2] ja oikea lapsi paikassa
A[2%1+ 1] = A[3]

— solmun A[5] vanhempi on A[|5/2]] = 2, vasen lapsi A[10] mutta koska
heap-size[A]=10, niin oikeaa lasta ei ole

e voimme lausua kekoehdon (K2) nyt seuraavasti:
kaikille 1 < 7 < heap-size patee Al[parent(i)] > Ali]
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Ennen varsinaisia keko-operaatioita, toteutetaan tarked apuoperaatio heapify
Operaatio korjaa kekoehdon, jos se on rikki solmun ¢ kohdalla

Oletus on, ettd solmun ¢ vasen ja oikea alipuu toteuttavat kekoehdon

Kutsun heapify(A,i) jalkeen koko solmusta ¢ lahteva alipuu toteuttaa kekoehdon

toimintaperiaate on seuraava:

— Jos AJi] on pienempi kuin toinen lapsistaan, vaihdetaan se suuremman
lapsen kanssa

— Jatketaan rekursiivisesti muuttuneesta lapsesta
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e heapifyn parametreina taulukko A ja indeksi i

— oletuksena siis on etta left(i) ja right(i) viittaavat jo kekoja olevien
alipuiden Afleft(i)] A[right(i)] juuriin

— operaatio kuljettaa alkiota A[i] alaspdin, kunnes alipuusta jonka juurena A[i]
on tulee keko

heapify(A,i)
| = left(i)
r = right(i)
if r < A.heap-size
if A[l] > A[r] largest = |
else largest = r
if Ali] < Allargest]
vaihda AJi] ja A[largest]
heapify(A,largest)
elsif | == A.heap-size and AJi]<A[l]
o) vaihda A[i] ja A[l]

H OO ~NOOOTPD,WNE

e jos molemmat lapset ovat olemassa (rivi 3), vaihdetaan tarvittaessa (rivi 4)
Ali]:n arvo lapsista suuremman arvoon ja kutsutaan lapselle heapify-operaatiota

e jOs vain vasen lapsi on olemassa ja taman arvo suurempi kuin AJi]:n,
vaihdetaan arvot keskenddn (rivit 9 ja 10)

324



e Seuraava kuvasarja valottaa operaation toimintaa

heapify(A,4)
- - -
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heapify-operaation suoritusaika riippuu ainoastaan puun korkeudesta,
rekursiivisia kutsuja tehdaan pahimmassa tapauksessa puun korkeuden verran

n alkioisen keon korkeus selvasti O(logn) silla keko on ldhes taydellinen
binaaripuu

n alkiota sisaltavalle keolle tehdyn heapify-operaation pahimman tapauksen
aikavaativuus on siis O(logn)

rekursion takia operaation tilavaativuus on O(logn)

operaatio on helppo kirjoittaa myds ilman rekursiota, jolloin se toimii
vakiotilassa

kekoehdosta (K2) seuraa suoraan ettd keon maksimialkio on talletettu
paikkaan A[1]

operaatio heap-max siis on triviaali ja vie vakioajan

heap-max(A)
return A[1]
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e alkion poistaminen keosta

heap-del-max(A)

max = AJ[1]

A[l] = A[A.heap-size]
A.heap-size = A.heap-size -1
heapify(A,1)

return max

OOPWNDEH

e toimintaidea
— operaatio palauttaa kohdassa A[1l] olleen avaimen

— keon viimeisessa paikassa oleva alkio A[A.heap-size] vieddadn poistetun
alkion tilalle ja keon kokoa pienennetdan yhdella (rivit 2 ja 3)

— keko on muuten kunnossa mutta kohtaan A[1] siirretty avain saattaa rikkoa
keko-ominaisuuden, kutsutaan heapify operaatiota korjaamaan tilanne

e operaation aikavaativuus sama kuin heapifylld, eli O(logn)
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e esimerkki heap-del-max operaation toiminnasta
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e alkion lisaaminen kekoon

heap-insert(A, k)

A.heap-size = A.heap-size+1

I = A.heap-size

while i>1 and Alparent(i)] < k
Ali] = Alparent(i)]
i = parent(i)

Ali] = k

OO0, WNHR

e toimintaidea

— kasvatetaan keon kokoa vhdella solmulla eli tehdaan paikka uudelle
avaimelle

— kuljetaan nyt keon uudesta solmusta yldspain ja siirretaan arvoja samaan
aikaan yhta alemmas niin kauan kunnes uudelle alkiolle l10ydetaan paikka
joka ei riko keko-ominaisuutta (K2)

pahimmassa tapauksessa lisattdvad avain vieddan puun juureen ja nain kaydessd
puun korkeudellisen verran avaimia on valutettu alaspain

operaation aikavaativuus siis on O(logn)

e Seuraavalla sivulla esimerkki operaation toiminnasta
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e jotkut sovellukset tarvitsevat keko-operaatiota, joka kasvattaa annetussa
indeksissa olevan avaimen arvoa

heap-inc-key(A,i,newk)
if newk > A[i]
Ali] = newk
while i>1 and Alparent(i)] < A[i]
vaihda AJi] ja A[parent]i]]
i = parent(i)

OPWNDHE

e toimintaidea
— jos yritetadn pienentda avaimen arvoa, operaatio ei tee mitaan
— kopioidaan keon kohtaan i uusi avaimen arvo (rivi 2)

— jos kasvatettu avain rikkoo keko-ominaisuuden (K2), vaihdetaan sen arvo
vanhemman kanssa niin monta kertaa kunnes oikea paikka |0ytyy (rivit 3-5)

pahimmassa tapauksessa lehdessa olevaa avainta muutetaan ja muutettu avain
joudutaan kuljettamaan aina puun juureen saakka

operaation aikavaativuus on O(logn)

e Seuraavalla sivulla esimerkki operaation toiminnasta
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(8) (9 (1) (8) (4 (1)
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Keko kdytdnndssd

e Monissa kaytdnnon sovelluksissa, esim. kaytettdessa kekoa prioriteettijonona,
keottavat alkiot sisdltavat muitakin attribuutteja kuin pelkan avaimen

e talldoin itse kekoon ei valttamatta kannata tallettaa muuta kuin avaimet seka
viitteet avaimeen liittyvaan muun datan tallettavaan olioon

e tallaisessa kaytdannon tilanteessa keko-operaatioiden parametrit kannattanee
valita seuraavasti

- heap-insert(A,Xx,k) lisdad kekoon olion z jolla avain k
- heap-max(A) palauttaa viitteen olioon jolla
on avaimena keon maksimiarvo
- heap-del-max(A) palauttaa viitteen olioon jolla on avaimena keon
maksimiarvo ja poistaa olion liittyvan avaimen keosta
- heap-inc-key(x,newk) kasvattaa olion x avainta

antaen sille uuden arvon newk

e jotta operaatio heap-inc-key saadaan toteutettua tehokkaasti datan
tallettavissa olioissa on myOs oltava viite vastaavaan kekoalkioon

e kdytannossa viitteet ovat siis ovat kekotaulukon indekseja eli kokonaislukuja
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e Muistin organisointi nayttada esim. seuraavalta:

- —_ - - - - e e e e e e e e e e e e e e e

keko

viitteet datan tallettaviin olioihin

—_—- = = — —_—_— - — — — = —_— e — — = = — —_—— e e —

datan tallettavat oliot

viitteet kekosolmuihin

_________________________________________________________________
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(. Jdrjestdminen

Osaamme jo muutamia O(n?) ajassa toimivia menetelmis jotka jarjestavat n
lukua suuruusjarjestykseen

— insertion sort eli lisdysjarjestaminen (luku 1)
— bubble sort eli kuplajarjestaminen (luku 1)

— selection sort eli valintajdrjestaminen (ohjelmoinnin perusteet)

tarkastellaan tdssa luvussa muutamaa menetelmaa joilla jarjestamisessa
padstdaan aikaan O(nlogn)

— kekojarjestaminen

— lomitusjarjestaminen

— pikajarjestaminen

kurssilla johdatus diskreettiin matematiikaan osoitettiin, etta jos

jarjestamisalgoritmin toiminta perustuu alkioiden vertailuun, ei algoritmi voi
toimia nopeammin kuin O(nlogn)

jarjestamisessd voidaan paasta lineaariseen aikaan tietyissa erikoistapauksissa,
algoritmi ei silloin voi vertailla alkioita vaan toiminta perustuu alkioiden maaran
laskemiseen: laskemisjarjestaminen
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Kekojdrjestdminen

e Kalvolla 319 hahmottelimme jo idean, miten kekoa voidaan kayttaa
aikaansaamaan ajassa O(nlogn) toimiva jdrjestamisalgoritmi, esitetadn nyt
kaytannon tasolla hieman tehokkaammin toimiva versio kekojarjestamisesta

e kalvolla 324 esittelimme operaation heapify(A,i) joka toimii seuraavasti

— oletuksena on ettd left(i) ja right(i) viittaavat jo kekoja olevien alipuiden
Alleft(i)] Alright(i)] juuriin

— operaation suorituksen jdlkeen alipuu A[i] on keko

e Operaation avulla on helppo rakentaa mista tahansa taulukosta A keko:

— lehdet, eli paikossa A[|n/2] + 1], ..., A[n] olevat yhden alkion alipuut ovat
jo kekoja

— kutsutaan heapify lapselliselle kekosolmulle alkaen A[|n/2]]:sta aina juureen
A[l] asti

— nain taulukko A muuttuu keoksi

build-heap(A)

1 A.heap-size = A.length

2 for i = |[A.length/2] downto 1
3 heapify(A,i)
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tuloksena | 16| 14| 10/ 8| 7| 9| 3| 2| 4| 1
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e kekojdrjestaminen tapahtuu seuraavasti

heap-sort(A)
1 build-heap(A)
2 for i = A.length downto 1
3 vaihda A[1l] ja AJi]
4 A.heap-size = A.heap-size-1
5 heapify(A,1)
e toimintaidea
— aineistosta tehdddn ensin maksimikeko, ndin suurin alkio on kohdassa A[1]
— vaihdetaan keskendan keon ensimainen ja viimeinen alkio
— nain saamme yhden alkion vietya taulukon loppuun "oikealle" paikalleen

— pienentamalla keon kokoa yhdella huolehditaan viela etta viimeinen alkio ei
enaa kuulu kekoon

— paikkaan A[1] viety alkio saattaa rikkoa keko-ominaisuuden
— huolehditaan vield etta keko-ominaisuus sdilyy kutsumalla heapify(A,1)

— toistetaan samaa niin kauan kun keossa on alkiota
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e kekojdrjestamisen aikavaativuus
— heapify:n aikavaatimus O(logn) keolle jossa n alkiota

— build-heap operaatiossa kutsutaan n/2 kertaa heapify keolle jossa
korkeintaan n alkiota, siis build-heap kdyttda aikaa korkeintaan O(nlogn)

— heap-sortissa kutsutaan vield n — 1 kertaa heapify-operaatiota
— kokonaisuudessaan kekojdrjestdmisen aikavaativuus on siis O(nlogn)
e (hieman tarkempi analyysi (ks. Cormen luku 6.3) paljastaa ettd operaation

build-heap aikavaativuus onkin vain O(n), tama ei tosin vaikuta koko
operaation aikavaativuuteen)

e tilavaativuus

— heapify kutsuu rekursiivisesti itseaan pahimmillaan keon korkeudellisen
verran, operaatio on kuitenkin helppo toteuttaa myds ilman rekursiota
jolloin sen tilantarve vakio

— muutkaan kekojarjestamisen toimet eivat aputilaa tarvitse, siis tilavaativuus
O(1)

340



341



Q! ©
© ©

tuloksena 1| 2| 3| 4| 7| 8| 9 10 14 16

342



Lomitusjdrjestdminen

Perusajatuksena on seuraava menetelma jarjestda (mahdollisesti vajaa) korttipakka:
1. Jos pakassa on vain yksi kortti, ala tee mitdan

2. Muuten
(a) Jaa pakka kahteen suunnilleen yhta suureen osaan A ja B.
(b) Jdrjesta osa A soveltamalla tatda menetelmaa rekursiivisesti
(c) Jarjesta osa B soveltamalla tatd menetelmaa rekursiivisesti
(d) Lomita nyt jarjestyksessd olevat osapakat A ja B siten, ettd koko pakka
tulee jarjestykseen

Lomittaminen tapahtuu esim. asettamalla osapakat A ja B kuvapuoli yldspain
poydalle ja ottamalla kahdesta nakyvissa olevasta kortista aina pienempi
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e Lomitusjarjestaminen perustuu hajoita-ja-hallitse (engl. divide-and-conquer)
-tekniikkaan:

— hajoitetaan ongelma pienempiin osaongelmiin
— hallitaan, eli ratkaistaan osaongelmat rekursiivisesti

— Vyhdistetaan osaratkaisut siten etta saadaan ratkaisu koko ongelmalle

e taulukko A[1l,n] jarjestetdan kutsumalla merge-sort(A,1,n):

merge-sort(A,vasen,oikea)

1 if vasen<oikea

keski = | (vasen + oikea) /2|
merge-sort(A,vasen,keski)
merge-sort(A,keski+1,o0ikea)
merge(A,vasen,keski,oikea)

aObrWN
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e toimintaidea
— operaation tehtdvdnad on jarjestaa taulukon A osa A[vasen,oikea]

— jos jarjestettdvdan osan pituus on korkeintaan 1 (eli vasen > oikea), ei tehdad
mitdan, silla talléin haluttu taulukon osa on valmiiksi jarjestyksessa (rivin 1
if-ehto)

— rivilla 2 asetetaan g kasiteltavan taulukon osan keskikohtaan

— taulukon osat A[vasen,keski] ja A[keski+1,oikea] jarjestetddn kutsumalla
niille merge-sort operaatiota rekursiivisesti

— riville 5 tultaessa siis taulukon osat A[vasen,keski] ja A[keski41,oikea] ovat
jarjestyksessa

— rivilla 5 kutsutaan operaatiota merge joka "lomittaa'" osaratkaisut siten
ettd A[vasen,oikea] saadaan jarjestykseen
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e esimerkki:

| merge-sort(A,1,8)

Yoy

4 5 6 7 8

merge-sort(A,1,4) merge-sort(A,5,8

merge(A,1,4,8)
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jarjestyksessa olevien taulukon osien A[vasen,keski] ja A[keski+1,oikea]
lomittaminen jdrjestykseen on helppo tehda:

— kopioidaan Alvasen, keski] aputaulukkoon L[1,n1]
— ja Afkeski+1,oikea] aputaulukkoon R[1,n5]
— laitetaan paikkaan A[vasen] pienin alkioista L[1] ja R[1],

— jos L[1] laitettiin taulukkoon, niin paikkaan A[vasen—-1] laitetaan pienin
alkioista L[2] ja R[1]
jos taas R[1] laitettiin taulukkoon, niin paikkaan A[vasen-1] laitetaan
pienin alkioista L[1] ja R[2]

— nain jatketaan kunnes kaikki aputaulukoiden alkiot on siirretty taulukkoon A
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e algoritmina

merge(A,vasen,keski,oikea)
ny = keski—vasen—+1
N> — oOikea—keski
// luodaan taulukot L[1,..., ni+1] ja R[1,...,n>+1]
fori = 1 to n;
L[i] = A[vasen+4i—1]
L[n141] = o // lisatdan loppuun alkio, joka on kaikkia muita suurempi
for j = 1 to n»
R[] = A[keski-+]]
R[n>4+1] = oo // lisatdan loppuun alkio, joka on kaikkia muita suurempi
10 i =1
11 j=1
12 for k = vasen to oikea
13 if L[i] < R[]
14 Alk] = LJi]
15 i= i+1
16 else
17 Alk] = RJ[j]
18 jJ=]j+1

©CO~NOOTP,,WN P

e esimerkki merge-operaation toiminnasta seuraavilla kalvoilla:
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L 2 4 5 7 | oo R 1 2 3 6| o
i j
1 2 3 4 5 6 7 8
A
k I
IL[i]>R[j]
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L 2 4 5 7| oo R 2 3 6| o
i j
1 2 3 4 5 6 7 8
A 1
k .
+ L[] <RIj]
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
L 2 4 5 7| oo R 1 2 3 6| o
i j
1 2 3 4 5 6 7 8
A 1 2 349




L{I>RI]

1 2 3 4 5 1
L| 2] 4| 5| 7| o R| 1
[
1 2 3 4 5 6
Al 1| 2| 2
K |
_ L[I>RIi]
1 2 3 4 5
L 4| 5| 7| o R
[
1 2 3 4 5 6
Al 1| 2| 2| 3
|
|
vL[i]SRm
1 2 3 4 5
L| 2| 4| 5| 7| R
i
1 2 3 4 5 6
Al 1| 2| 2| 3| 4
k
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I L[] R[]

Al 1| 2| 2| 3| 4| 5| 6| 7

e Seuraavalla sivulla esimerkki koko algoritmin toiminnasta:
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taulukkoalussal 5| 2| 4| 7| 1| 3| 2| 6
L7 “ divide . R
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5| 2| 4| 7 1| 3| 2| 6
.7 divide® " divide®
Vo q 4 A
5| 2 4| 7 1| 3 21 6
/ \ / / \ / \
\ / \ / \
/ \ / \ / \ / \
’dividQ 'divid\ ’ divia‘ ' divi&

Z

\”‘efe \ /g'

7

\

2| 3

taulukko jarjestyksessa 1| 2
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e ennen kuin analysoimme koko lomitusjarjestamisen aikavaativuutta,
tarkastellaan mika on merge-operaation vaativuus

— olkoon n lomitettavan taulukonosan pituus

— operaatio luo kaksi aputaulukko L:n ja R:n kooltaan yhteensa
nm+1l14+n+1=n+2=0(n)

— rivien 4 ja 7 for-lauseiden vaativuus yhteensa O(ni1 + n2) = O(n)

— rivin 12 for toistetaan n kertaa tehden toisto-osassa vakiomadara
operaatioita, mydhempi for-lause siis myods O(n)

e merge-operaation aikavaativuus seka tilavaativuus siis O(n), missa n
lomitettavan taulukonosan pituus oikea — vasen + 1

e entd koko lomitusjarjestamisen aikavaativuus?

e tehdaan yksinkertaistava oletus: jarjestettavan taulukon koko on jokin kahden
potenssi, jokainen jako siis puolittaa taulukon kahteen yhtasuureen osaan
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Kaytetaan k:n kokoisen taulukon lomitusjarjestamisen vaativuudesta merkintaa
T(k)

k:n kokoisen taulukon lomitusjarjestamisen vaativuus on nyt sama kuin kahden
k/2 kokoisen taulukon jdrjestamisen vaativuus -+ taulukon osien lomittaminen

vyhden kokoisen taulukon lomitusjarjestamiseksi ei tarvitse tehdd mitaan
eli, voimme maadritella T:n rekursioyhtalbna:

T(k) = O(1) kun k=1
| T(k/2)+T(k/2) + O(k) kun k>1

Taulukon A[1,n] lomitusjarjestamisen aikavaativuus saadaan selville
ratkaisemalla rekursioyhtald T'(n)

kKirjoitetaan rekursioyhtaldo hieman toisin, kayttamatta O-termeja
T(k) = kun k=1
o T(k/2)—|—T(k/2)—|—ck kun k> 1

mMissa ¢ on sopivasti valittu vakio

kdytdannossa molemmissa yhtdldissa O:n korvaa oma vakio, valittu ¢ on naista
vakioista suurempi
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e Pitda selvittaa mika on n:n pituisen taulukon lomitusjarjestamisen
aikavaativuus, eli on laskettava T'(n):n arvo

e aletaan laskemaan auki rekursioyhtaloa:

T(n) T(n/2) +Tn/2) +cn
T(n/4)+T(n/4) +cn/2+T(n/4)+T(n/4)+cn/2+ cn

e havainnollisempaa on muodostaa rekursiopuu:

T(n) - - - cn - - - cn

/\ N

T(/2)  T(n/2) cn/2 cn/2

AYVA

T(n/4) T(nl4) T(n/4) T(n/4

e merkataan rekursiopuun solmuihin kyseisen rekursioinstanssin vaativuus eli
lomitukseen meneva aika

e jatketaan rekursiopuun aukipiirtamista niin kauan kunnes tullaan yhden
kokoisen taulukon jarjestamista vastaaviin lehtisolmuihin
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cn S R 1

PN

cn/2 cn/2 ----------= ¢Cnh

wi NN

ch/4 ch/4 cn/4 cnf4 ----------= ¢n

AN ARRA

cC ¢ c ¢c € cC € C -——--= ¢n

cn (log, n+1
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Huomaamme etta rekursiopuun jokaisella tasolla olevien
rekursiokutsuinstanssien yhteenlaskettu vaativuus on cn

Rekursiopuu on taydellinen binddripuu jolla n lehted, kalvolla 142 todistetusta
lauseesta 1 seuraa nyt suoraan etta rekursiopuun korkeus on log,n eli puulla on
logo,n 4+ 1 tasoa

Toinen tapa paatella rekursiotasojen maara on seuraava:

Jokainen rekursiokutsu puolittaa sydtteensa koon. Syotteen koko on aluksi n.
Kun puolitus on tehty log, n-kertaa on syotteen koko enda 1. Eli mukaanlukien
alin taso, jossa rekursiokutsua ei enaa tapahdu, on rekursiotasoja logo,n + 1
kappaletta.

Lomitusjarjestamisen vaativuus saadaan siis laskemalla yhteen kaikkien
rekursiotasojen vaativuus, joka on cn(logon + 1), eli

Lomitusjarjestamisen aikavaativuus O(nlogn)

Algoritmin tilavaativuus on O(n) eli sama kuin ylimman tason
merge-operaatiolla, silla rekursiosta huolimatta merge-operaatioita on
suorituksessa kerrallaan vain yksi instanssi
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e Jdrjestamisalgoritmia sanotaan vakaaksi (stable) jos silla on seuraava
ominaisuus:

Jos kahdella eri tiedolla on sama avain, niin vakaa jarjestamisalgoritmi ei muuta
naiden kahden tiedon keskenadista jarjestysta

e Lomitusjarjestaminen on vakaa toisin kuin kekojarjestaminen ja kohta
esitettava pikajarjestaminen

e Milloin jarjestamisalgoritmin vakaudesta on voisi olla hyotya?

— Oletetaan, etta jarjestetaan olioita, joilla on attribuutteina etunimi,
sukunimi ja ika

— Jarjestaminen halutaan tehda ensisijassa sukunimien suhteen
— Sama sukunimisten jarjestyksen ratkaisee etunimen jarjestys

— Jos molemmat nimet ovat samat, ratkaisee jarjestyksen ika

e Oliot saadaan haluttuun jdrjestykseen seuraavasti

jarjesta(A, 1, n)

1 merge-sort(A, 1, n) ian mukaan

2 merge-sort(A, 1, n) etunimen mukaan
3 merge-sort(A, 1, n) sukunimen mukaan
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e Toimintaperiaate on seuraava
— rivin 1 jalkeen oliot ovat ikadjdrjestyksessa

— rivin 2 jalkeen oliot ovat etunimen mukaisessa jarjestyksessa

lomitusjarjestamisen vakaus takaa, ettda saman etunimen omaavat ovat
edelleen ian mukaan jarjestettyna

— rivin 3 jadlkeen jarjestys sukunimien suhteen

koska lomitusjarjestaminen on vakaa, niin saman sukunimiset ovat edelleen
etunimen mukaisessa jarjestyksessa ja seka saman etu- etta sukunimen
omaavien jdrjestyksen madaaraa ika

e Aikavaativuus on edelleen O(nlogn) silla O(nlogn) aikaa vieva
lomitusjarjestaminen suoritetaan kolme kertaa perakkain

e Jos Javassa halutaan jarjestaa olioita vastaavalla tavalla, helpoimmalla
selvitadan maddrittelemadlla luokalle sopiva compareTo-metodi, joka madarittelee
mikd on kahden luokan olion keskinainen jarjestys

e Java API:n luokasta Collections I0ytyy valmis staattinen metodi sort, jonka
avulla voidaan jarjestda esim. ArrayList:issa sailytettavat oliot niiden
compareTo-metodin maadrittelemadan jarjestykseen

e Luokasta Arrays |Oytyy vastaava metodi normaalien taulukoiden jarjestamiseen
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Pikajdrjestdminen

e sovelletaan edelleen hajoita-ja-hallitse-periaatetta

e taulukko A[1l,n] jarjestetdan kutsumalla quick-sort(A,1,n):

quick-sort(A,vasen,oikea)

1 if vasen<oikea

2 jako = partition(A,vasen,oikea)
3 quick-sort(A,vasen,jako)

4 quick-sort(A,jako+1,oikea)

e toimintaidea

— operaation tehtdvdanad on jarjestaa taulukon A osa A[vasen,oikea]

— jos jarjestettdvdan osan pituus on korkeintaan 1 (eli vasen > oikea), ei tehdad
mitdan, silla talléin haluttu taulukon osa on valmiiksi jarjestyksessa (rivin 1
if-ehto)

— rivilla 2 kutsutaan partition-operaatiota joka jakaa taulukon kahteen osaan:
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partition(A,1,n)

%
g

NN P
X=Yy

jaon jadlkeen kaikki alkuosan A[vasen,jako] alkiot ovat korkeintaan yhtad suuria
Kuin loppuosan Aljako+1,oikea] alkiot

huom: toisin kuin lomitusjdrjestamisessd, taulukon osat A[vasen,jako] ja
Aljako+1,0ikea] eivat ole vdlttamattd saman kokoisia

taulukon osat A[vasen,jako] ja A[jako+1,0ikea] jarjestetdan kutsumalla niille
rekursiivisesti quick-sort-operaatiota

tulosten kokoamisvaihetta ei tarvita, silla alkuosan ja loppuosan alkiot ovat jo
partition-operaation jaljilta keskenaan oikeassa jarjestyksessa
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e pikajdrjestamisen tehokkuuden kannalta on oleellista etta partition-operaatio
toimii nopeasti (lineaarisessa ajassa jaettavaan taulukonosan koon suhteen) ja
tuottaa mahdollisimman tasaisia jakoja

e kdytetaan seuraavaa partition-operaatiota

partition(A,vasen,oikea)
1 jakoAlkio = A[vasen]

| = vasen
j = oikea
while true
while AJi] < jakoAlkio i = i+1

while A[j] > jakoAlkio j = j—-1
if i<j vaihda A[i] ja A[]]
else return |

O~NOOTP,PWN
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e toimintaidea

valitaan alussa jakoalkioksi vasemmanpuoleisimman alkion Afvasen]

ideana on nyt etta jaon jdlkeen kaikki vasemman puolen alkiot ovat
suuruudeltaan korkeintaan jakoAlkio ja oikean puolen alkiot ovat
suuruudeltaan vahintaan jakoAlkio

lahdetaan kulkemaan taulukkoa kummastakin paasta lapi, indeksi ¢ alusta
loppuun ja indeksi 5 lopusta alkuun

rivilla 5 viedaan ¢ osoittamaan alustapdin ensimmaista alkiota jonka arvo on
suurempi tai yhta suuri kuin jakoalkio eli A[i] > jakoAlkio

rivilla 6 viedaan j osoittamaan lopustapdin ensimmaista alkiota jonka arvo
on korkeintaan jakoalkio eli A[j] < jakoAlkio

jos indeksi ¢ on viela indeksin 3 vasemmalla puolella, vaihdetaan alkioiden
Ali] ja A[j] arvot

jos © > 7, on tilanne se etta kaikki j:n oikealla puolella olevat taulukon alkiot
ovat vahintaan jakoAlkio:n suuruisia ja j:n vasemmalla puolella olevat taas
korkeintaan jakoAlkio:n suuruisia, eli voimme lopettaa ja palautetaan j, silla
se osoittaa oikeaa jakokohtaa
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e esimerkki partition-operaation toiminnasta:

vasen oikea _ _ |

2] 81 71 1] 3l 5] & 2 jakoalkioks|
vasen v oikea

4 8 7 1 3 5 6 2

i ! J
vasen v oikea

2 8| 7 1 3 5 6| 4

| + j

vasen oikea

2 3 7 1 8 5 6| 4

]!

vasen v oikea

2| 3| 1| 7| 8| 5| 6| 4 palautetaan
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e selvdsti partition-operaation aikavaativuus O(n) suhteessa kdsiteltdavan
taulukon pituuteen n, aputilaa ei tarvita kuin parin muuttujan verran eli
tilavaativuus O(1)

e esimerkissamme meilla oli melko hyva tuuri, taulukko jakautui kohtuullisen
tasan kahtia, enta jos kyseessa olisi ollut seuraava taulukko?

vasen oike:

8| 1| 7| 4| 3| 5| 6| 2

e Seuraavalla sivulla esimerkki pikajarjestamisen toiminnasta
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4 8 7 1 3 5 6 2 taulukko alussa

/I \
/ \
/ \ ele
; \ Ppartition(A,1,8)
2 3 1 7 8 5 6 4
/ \\ I\
N / I\
partltlon(l,3)ll Y I/ * partition(4,8)
1 3| 2 4 6 5 8 7
;\ I\ I\
/l \\ /l ‘\ /l ‘\ partition(7,8)

Nl S
w | A7
EEN ‘\
‘/
hs
‘/

1 2 3 4 5 6 7 8 jarjestetty taulukko
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Mmika on pikajdrjestamisen aikavaativuus?

pahimmassa tapauksessa partition jakaa taulukon aina kahtia siten etta
toisessa osassa on vain 1 alkio

pahimman tapauksen vaativuus voidaan maaritella seuraavalla rekursioyhtalolla:

B kun £k =1
Tw(k)—{ To(1) +Tw(k—1)+ck kun k>1

missd ¢ on vakio eli termi ck kuvaa partition-operaation vaativuutta k:n
mittaiselle taulukon osalle

ratkaistaan T,,(n) laskemalla auki rekursioyhtalda:

Tw(n) Tw(l) + Tw(n — 1) +cn
c+Ty(1) —Ty(n—2)4+c(n—1)4+cn

c+c+Tuw(1)+Ty(n—3)+c(n—2)4+c(n—1)+cn

n

= cn—l—cz =cn+

=1

cn(n 4+ 1)
2

= O(n?)
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pahimmassa tapauksessa pikajarjestaminen toimii nelioisesti, eli on selvasti
huonompi kuin lomitus- ja kekojdrjestaminen

enta parhaassa tapauksessa, missa partition-operaatio sattuu aina jakamaan
taulukon kahteen yhtasuureen osaan?

parhaan tapauksen vaativuus voidaan maaritella seuraavalla rekursioyhtaldlla:

Kun k=1
Ty(k) = { Ty(k/2) + Ty(k/2) +ck kun k>1

vhtaldo on tasmalleen sama kuin lomitusjarjestamisen vaativuutta kuvannut
yhtdl®, eli parhaan tapauksen aikavaativuus on O(nlogn)

pikajdrjestamisen pahin tapaus on erittain harvinainen, ja kaytannossa
pikajarjestys toimii yleensa paremmin kuin lomitus- tai kekojarjestaminen

osoittautuu, etta keskimaardisen tapauksen vaativuus pikajarjestamisella onkin
O(nlogn), analyysi I6ytyy Cormenista, se ei kuulu taman kurssin vaatimusten
piiriin
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analysoidaan viela tilannetta missa partition jakaa alkioita melko huonosti, eli
oletetaan etta k:n alkion taulukko jakautuisi pahimmillaan siten etta
pienemmadssd osassa on vain k/10 alkiota ja suuremmassa 9k/10

naytetaan etta jopa tassakin tapauksessa pikajdarjestamisen vaativuus olisi
O(nlogn)

"epdtasapainoisten jakojen" tapauksen vaativuus T,(n) voidaan madritella
seuraavalla rekursioyhtalolla:

B Kun k£ =1
Tu(k) = { Tu(k/10) + T(9k/10) +ck kun k> 1

kKirjoitetaan rekursioyhtaloa auki rekursiopuumuodossa, solmuihin merkitty nyt
rekursiokutsua vastaavan taulukonosan pituus
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N > Cn
logp N / \
n/10 ON/10 o = Ccn
n/lO/O \9n/100 9n£) En/mo ---------------------- = CNn
SN SN / \
— 1 : : : : :81n/<000 /729{/1000 -------- = cn
: : : C - <cn
l0g,/9 N : Z : Z
1 = <Cnh

<cn(logge N+1
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Saamme siis epatasapainoisten jakojen tapauksen aikavaativuudeksi

Tu(n) < en(logigjon + 1) = en(iog%gs + 1) < en(7 x 1ogon + 1) =

7 x cn(logon +2) = O(nlogn)

ndinkin epdtasapainoinen partitiointi johtaa viela O(nlogn) aikavaativuuteen,
tosin rekursiotasoja tulee noin 7 kertaa enemman Kuin taysin tasapainoisissa
jaoissa

Yleisemmin jos jakosuhde on aina a: 1 —«a missa 0 < a < 1/2 on vakio, niin
aikavaativuus on
1

1092(1/(1 — )

cnlogon = O(nlogn)

Yleensa jakojen tasaisuus tietenkin vaihtelee. Jos esim. joka toinen jako on

l ; ot L ja joka toinen % : 190, niin edelliseen verrattuna rekursmpuuhun tulee

kaksunkertalnen madrad tasoja, joista joka toisella tasolla laskenta ei "etene”
Tama tuottaa silti vain vakiokertoimen 2 aikavaativuuteen

Yleisessa tapauksessa jakosuhteiden vaihtelu ei tietenkaan ole nain helposti
analysoitavissa. Kuitenkin aikavaativuus O(n?) edellyttda, ettd huonoja jakoja
tulee systemaattisesti paljon perakkain

Satunnaisesti valitulla syotteella tama on hyvin epatodenndkdista
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Koska quick-sort ja partition vaativat vain vakiomadran apumuuttujia,
pikajdrjestamisen tilavaativuus on verrannollinen rekursion maksimisyvyyteen

Pahimmassa tapauksessa se on edella esitetylld toteutuksella O(n)
Tdama voidaan kuitenkin parantaa arvoon O(logn) toteutusta optimoimalla

Ensimmainen askel on korvata quick-sort-kutsun paattava rekursiivinen kutsu
eli hantarekursio iteraatiolla:

quick-sort2(A,vasen,oikea)
1 while vasen<oikea

2 jako = partition(A,vasen,oikea)
3 quick-sort2(A,vasen,jako)
4 vasen = jako+1 // quick-sort(A,jako+1,oikea) korvataan iteraatiolla

Monet kaantajat tekevat tallaisen optimoinnin automaattisesti

Tama ei viela muuta pahimman tapauksen vaativuutta, koska pahimmassa
tapauksessa rekursiivisesti kdsiteltavd osataulukko Alvasen..oikea] on edelleen
kooltaan n — 1
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e Tilavaativuuteen O(logn) pdastdan valitsemalla pienempi kahdesta
osataulukosta rekursion kohteeksi. Suurempi jatetdaan iteraation kasiteltavaksi,
mihin ei kulu lisatilaa:

quick-sort3(A,vasen,oikea)
while vasen<oikea
jako = partition(A,vasen,oikea)
if jako-vasen < oikea-jako// alkuosa pienempi
quick-sort3(A,vasen,jako)
vasen = jako+1 // quick-sort(A,jako+1,oikea) korvataan iteraatiolla
else // loppuosa pienempi
quick-sort3(A,jako+1,oikea)
vasen = jako // quick-sort(A,vasen,jako) korvataan iteraatiolla

O~NOOT P WN

e algoritmin optimoidun version toimintaperiaate ei ole valttamatta taysin
ilmeinen, joten sen toimintaa kannattaa simuloida

e nyt pahin tapaus onkin tasajako, ja tilavaativuus toteuttaa seuraavan
rekursioyhtalon
S(1) = ¢
S(n) < Sn/2)+c

e Kkalvolla 70 ratkaisimme saman rekursioyhtalon, ja paadyimme tulokseen
S(n) = O(logn), eli quick-sort3:n tilavaativuus pahimmassa tapauksessa ja siis
tietysti myos keskimadarin O(logn)
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Viritelty pikajdrjestdminen

e lisdysjarjestaminen on lyomaton pienilla aineistoilla

e pikajarjestamistad kannattaakin viritella siten etta jos jarjesteltavan
taulukonosan pituus on enda esim. alle 20, jarjestetadnkin tama osa kayttaen
lisdysjarjestamista, muuten toimitaan kuten pikajarjestamisessa normaalistikin

quick-sort-tuned(A,vasen,oikea)

1 if r—p<20 insertion-sort(A,vasen,oikea)
2 else

3 jako = partition(A,vasen,oikea)

4 quick-sort-tuned(A,vasen,jako)

5 quick-sort-tuned(A,jako+1,0ikea)

e partition-operaatiossa paras valinta jakoalkioksi olisi jaettavan aineiston
mediaani eli suuruudeltaan puolessa vadlissa oleva alkio, talldin jako olisi aina
tasainen, mediaanin selvittaminen ei kuitenkaan onnistu tehokkaasti

e Mmelko hyva ja ylseisesti keino keino on valita jakoalkioksi kolmen mediaani eli
mediaani arvoista A[vasen], A[|(vasen + oikea)/2]] ja Aloikea]

e pahinta tapausta (siis jollin aikaa kuluu O(n?)) pikajarjestamisesss ei voida
taysin valttaa, mutta kayttaen kolmen mediaania jakoalkion valintaan,
pahimman tapauksen esiintymistodennakoisyys on hyvin pieni
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Alaraja vertailuihin perustuvalle jdrjestdmiselle

e Edelld esitetyt jarjestamisalgoritmit ovat kaikki vertailuihin perustuvia: ne
kasittelevat jarjestettdvia arvoja vain

— testaamalla jarjestysehtoja A[i] < A[j], Ali] = A[j], A[i] > Al[j] jne.
— vaihdoilla A[i] <+ A[j] ja yleisemmin sijoituksilla x = A[i] jne.
e Esimerkki muusta kuin vaihtoihin perustuvasta algoritmista voisi olla sellainen,

joka olettaa alkioiden olevan kokonaislukuja ja esim. kayttaa keskiarvoa

(A[1l] 4+ A[n])/2 tai testaa, onko A[i] parillinen tai laskee taulukossa A
esiintyvien arvojen lukumaaria

e Kurssilta Johdatus diskreettiin matematiikkaan tiedamme, etta vertailuihin

perustuva jdrjestamisalgoritmi suorittaa pahimmassa tapauksessa Q2(nlogn)
vertailua

Muistinvirkistys: merkinnalla €2 tarkoitetaan funktion kasvunopeuden alarajaa

e Kertaamme lyhyesti tamadn vaitteen takana olevat ajatukset
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e Lahtokohtana on jokin vertailuihin perustuva jarjestamisalgoritmi jollekin
Kiintedlle syOtteen koolle n.

e Alla on esimerkkina vuokaavio lisaysjdrjestamiselle, kun n = 3.

kylla ei

l A[2] < A[1]

A[1] < A[2]

kylld @ ei

Al2] + A[3] [ loppu ] Al2] + A[3] I loppu I

All] < A[2] I loppu I A[l] < A[2] I loppu I
I loppu I I loppu I
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e Saamme vuokaavioesityksesta padtospuun, kun jatamme sijoitusoperaatiot pois
ja merkitsemme muuttujien A[1], A[2] ja A[3] alkuperdisid arvoja a, b ja c

e Paatdospuun lehdesta nahdaan, mika on alkioiden a, b ja c jarjestys

|c<b<a| |b<c<a| I c<a<b| |a<c<b|

e Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, etta alkiot ovat erisuuria
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Yleisesti jarjestamisalgoritmia vastaavassa paatospuussa
— sisasolmuina on ehtotesteja

— jokaisella sisasolmulla on kaksi lasta

— lehtind on n alkion jarjestyksia (permutaatioita)

— puun korkeus on pahimmassa tapauksessa tehtavien vertailujen lukumaara

Jotta algoritmi toimisi oikein, jokaiselle syOtteen jdrjestykselle pitaa olla
(ainakin) yksi lehti

Siis lehtia on ainakin n!
Koska kyseessa on binddripuu, sen korkeus on ainakin log,(n!), ks. kalvo 147

Tama on siis samalla alaraja algoritmin pahimman tapauksen aikavaativuudelle
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e Teemme nyt hyvin karkean arvion

logo(n!) = logy(n(n—-—1)(n—-2)...-3-2-1)
= logon+1log(n—1)+ ...+ 109,34+ 109,24+ log, 1

= Zn: log- k
k=1

> > logyk

k=[n/2]
> [n/2]109z [n/2]

e Siis mika tahansa vertailuihin perustuva jarjestamisalgoritmi tekee pahimmassa
tapauksessa ainakin (n/2)log>(n/2) = Q2(nlogn) vertailua

e Siis kekojarjestamisen ja lomitusjarjestamisen aikavaativuudet ovat
vakiokerrointa vaille optimaalisia, kun rajoitutaan vertailuihin perustuviin
algoritmeihin

Jdrjestdminen lineaarisessa ajassa

e tehokkuusraja O(nlogn) voidaan rikkoa, jos jdrjestaminen perustuu johonkin
muuhun kuin alkioiden keskinaiseen vertailuun

379



e oletetaan ettd jarjestettdva aineisto A[1l,n] koostuu luvuista joiden arvo on
vililta 0,...,k

e vksinkertainen ja tehokas jarjestamismenetelma saadaan aikaan seuraavasti:
— otetaan kayttdéon aputaulukko C[0,K]

— kaydaan A lapi ja lasketaan kuinka monta kertaa kukin luku esiintyy, luvun X
esiintymien madra talletetaan paikkaan CJ[x]

— sijoitetaan taulukkoon A ensin C[0] kertaa luku 0, C[1] kertaa luku 1 jne

— nain taulukossa samat luvut kuin alussa ja luvut ovat suuruusjarjestyksessa

e algoritmina:

counting-sort1(A,k,n)
fori = 0 to k C[i]l= 0
forj =1 ton
x = Alj]
Clx] = C[x]+1
y=1
fori = 0 to Kk
for j = 1 to CJi]
Aly] =i
y = y+1

OO NOOTP,,WN P
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e esimerkki:

taulukko alussa

1 2 3 4 6 7 8
2| 5| 3] 0 3] 0 3
o 1 2 3 5
2| 0] 2| 3 1] -
i

o 1 2 3 5
2| 0| 2| 3 1] -

i
o 1 2 3 5
21 0] 2| 3 1] -
i

o 1 2 3 5
2| 0] 2| 3 1f -

0 1 2 3 4
- C| 2| 0] 2| 3] O
1 2 3 4 5 6 7
Al 0]0
y
1 2 3 4 5 6 7
Al 0] 0] 2| 2
y
1 2 3 4 5 6 7
A| 0| 0] 2| 2 3| 3| 3
taulukko jarjestettyna
1 2 3 4 5 6 7
Al 0| 0| 2| 2| 3| 3| 3
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algoritmi kay kerran lapi taulukon A, kahteen kertaan taulukon C ja tulostaa
luvun jokaiseen A:n paikkaan, aikavaativuus siis O(n + k) ja jos k = O(n) niin
aikavaativuus on lineaarinen jarjestettavan aineiston koon suhteen

tilavaativuus luonnollisesti O(k)

kutsutaan algoritmia laskemisjarjestamiseksi (counting sort), kyseessa ei
kuitenkaan ole sama versio laskemisjarjestamisesta mika [0ytyy Cormenista

jos jarjestettaviin alkioihin liittyy muita datakenttia ei juuri esitetty versio
laskentajdrjestamisesta toimi
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e esitetdan viela laskemisjarjestamisesta Cormenin versio, joka valttaa ylla
mainitun ongelman

counting-sort2(A,k,n)

1 fori=0tok CJ[i]=0
2 forj=1ton

3 x = Al[j]

4 C[x] = C[x]+1

5 fori=1tok

6 Cli] = CJi]+CJ[i-1]
7 forj = ndownto 1

8 x = Al[j]

9 B[C[x]]= x

10 C[x] = C[x]-1
11 fori =1 to n AJi] = BJi]
e toimintaidea:
— algoritmi kadyttda aputaulukkoja B[1,n] ja C[O,K]

— rivien 3-4 for-lauseen jdlkeen CJi] sisdltdad tiedon kuinka monta lukua i
taulukossa A on

— rivien 5-6 for-lauseen jdlkeen CJ[i] sisdltda tiedon kuinka monta korkeintaan
yhta suurta lukua kuin ¢ taulukossa A on
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e toimintaidea, jatkuu:
— rivien 7-10 for-lause jdrjestada A:n alkiot taulukkoon B
— laitetaan ensin paikalleen paikan A[n] alkio X
— C[x] kertoo kuinka monta korkeintaan x:n suuruista alkiota taulukossa A on
— x on siis C[x]:nneksi suurin A:n alkioista, eli laitetaan x paikkaan B[C[X]]

— vdhennetddn vield arvoa C[x] yhdella jotta seuraava paikalleen laitettava
saman suuruinen alkio menee oikealle paikalleen

— jatketaan laittamalla paikoilleen alkio A[n-1]

— lopuksi kopioidaan jarjestetyt alkiot taulukosta B takaisin taulukkoon A

e algoritmi kay kahteen kertaan ldapi molemmat taulukot A ja C sekd kertaalleen
lapi taulukon B, aikavaativuus siis O(n + k)

e aputaulukon B koko on n ja aputaulukon C koko on k eli tilavaativuus O(n + k)
e edelleen, jos k = O(n), on molempina vaativuuksina O(n)

e esimerkki Cormenin laskemisjarjestyksen toiminnasta seuraavalla kalvolla:
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taulukko alussa

1 2 3 4 7
Al 2] 5] 3] 0 0
A[8]=3

o 1 2 3
C| 2| 2| 4| 7 -

|
A[7]=0 \

O 1 2 3

cl[ 2] 2] 4] 6 -
|
A[6]=3 \

O 1 2 3

cl 1] 2] 4] 6 -
|
A[5]=2 \

o 1 2 3

cl 1] 2[ 4] 5 -

0 2
- 2 2
|
Y
0 2
2 4
1 3 5
B
1 3 5
B
1 3 5
B
1 3 5
B
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|

A[4]=0 \
0 2 3
cl1 3] 5

|

A[3]=3 \
0 2 3
cl o 3] 5

|

A[2]=5 v
0 2 3
clo 3] 4

|

A[1]=2 v
0 2 3
clo 3] 4

taulukko jarjestyksessa
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Y hteenveto jdrjestdmisalgoritmeista

e aikavaativuus

pahin tapaus keskim. tapaus paras tapaus | vakaa
kupla O(n?) O(n?) O(n?) on
lisdys O(n?) O(n?) O(n) on
lomitus O(nlogn) O(nlogn) O(nlogn) on
keko O(nlogn) O(nlogn) O(nlogn) ei
pika O(n?) O(nlogn) O(nlogn) ei
laskemis O(n 4+ k) O(n+k) O(n+k) on

e tilavaativuus

lomitusjarjestaminen O(n)

pikajarjestaminen O(logn)

laskemisjdrjestaminen O(n + k)

muut O(1)
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Jdrjestdmisalgoritmin valinta

e Kaytannodssa viritelty pikajarjestaminen eli lyhyisiin taulukonosiin
lisaysjarjestamista kayttdava versio on nopeiten toimiva jarjestamisalgoritmi

e Ohjelmointikielten kirjastototeutukset perustuvat useimmiten viriteltyyn
pikajarjestdmiseen (ks. kalvo 374)

e Pikajarjestamisen keveys esim. lomitusjdrjestamiseen verrattuna johtuu siita,
etta tulosten yhdistamisvaihetta ei tarvita ja alkioiden jaon suorittava partition
on suhteellisen kevyt operaatio, silla se kay jaettavat alkiot Iapi ainoastaan
kertaalleen

e Vaikka lomitusjarjestamisen yhdistamisvaihe merge ei ole vaativuudeltaan kuin
O(n), kdy se alkiot ldapi kolmeen kertaan: ensin tapahtuu kopiointi
aputaulukkoon, sitten aputaulukkojen lapikaynti, jonka yhteydessa alkiot
kopioidaan takaisin alkuperadiseen taulukkoon

Kasvanut tilavaativuus vaikuttaa myods muistiinviittausten viemdan aikaan
prosessorin valimuistin suuremman kayttoasteen takia, silla todennakdisyys
sille, etta kaikki tarpeellinen data ei mahdu valimuistiin kasvaa

e Jdrkevasti toteutetussa pikajarjestamisessa pahin tapaus eli nelidisen
suoritusajan tuottava tapaus on kaytannossa erittain harvinainen
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e JOs on erittain tarkeaa, etta pahin tapaus ei toteudu koskaan, esim.
turvallisuuskriittisissa jarjestelmissa joissa vasteaikojen on oltava kaikissa
tapauksissa ennustettavat, kannattaa kayttaa lomitusjarjestamisto tai
kekojdrjestamistd, silla ne ovat pahimmassakin tapauksessa ajassa O(nlogn)
toimivista algoritmeista kaytanndssa nopein

e Jos pikajarjestamisen partition-operaatio onnistuisi valitsemaan jakoalkioksi
tarkasteltavan taulukonosan alkioiden mediaanin, olisivat jaot aina tasaisia, eikad
pahin tapaus O(n?) koskaan toteutuisi

— vyllattaen osoittautuu, etta k:n kokoisesta taulukosta on mahdollista I0ytaa
mediaani ajassa O(k), eli pikajdrjestaminen on mahdollista toteuttaa
toimimmaan pahimmassakin tapauksessa ajassa O(nlogn)

— mediaanin selvittaminen lineaarisessa ajassa on kuitenkin kaytannodssa niin
hidas operaatio, etta sen kayttaminen pikajarjestamisen yhteydessa
huonontaisi algoritmin toimintaa lilan paljon
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Vakautta edellytettdessa eivat pika- ja kekojarjestaminen kelpaa, vaan valinta
on lomitusjarjestaminen

Lomitusjarjestaminen on kehittyneimmista jarjestamisalgoritmeista
suoritusajaltaan ennustettavin, silla se toimii kaytanndssa kaikenmuotoisilla
syOtteilla taysin samalla tavalla. Esim. kekojdrjestamisessa syotteen muoto
vaikuttaa jossain madarin heapify-operaation suoritusaikaan.

Javan valmiista jarjestamisalgoritmeista taulukoita jdrjestdva Arrays.Sort
perustuu pikajarjestamiseen, kokoelmia jarjestdva Collections.Sort taas
lomitusjdrjestamiseen

Laskemisjarjestaminen nayttaa lineaarisine aikavaativuuksineen houkuttavalta
valinnalta. Kaytannossa ongelmaksi osoittautuu jarjestettavien alkioiden
arvoalueen suuri koko. Jos jarjestettavana on esim. max 20 merkin mittaisia
merkkijonoja, on arvoaluen koko luokkaa (2 * 27)29, eli laskemisjdrjestaminen
on tilanteessa taysin kayttokelvoton

Jos sovellus koostuu esim. kymmenestatuhannesta pienesta taulukosta jotka on
jarjestettava, on paras valinta lisaysjarjestaminen

Lisaysjarjestaminen toimii myos parhaiten isoillakin taulukoilla jos taulukot ovat
melkein jarjestyksessd
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Mista johtuu, ettd pikajdrjestaminen toimii kaytanndssa useimmiten
nopeammin kuin kekojarjestaminen?

Kekojarjestaminen vaihtaa hyvin usein taysin eri puolilla jarjestettavaa
taulukkoa olevien alkioiden arvoja, pikajarjestaminen taas pysyttelee
useimmiten pitemman aikaa pienemmassa osassa taulukkoa

Talla on suuri merkitys kaytanndssa, silla jos muistiviittaukset keskittyvat
tietylla ajanjaksolla pieneen osaan taulukkoa, on todennakdisempada etta
taulukon tarvittava osa 10ytyy valimuistista

Valimuistiin tehtavien muistihakujen viema aika on merkittavasti pienempi
verrattuna siihen jos tieto jouduttaisiin hakemaan keskusmuistista

Asian merkitys korostuu viela enemman jos koko jarjestettava taulukko ei
mahdu kerralla keskusmuistiin vaan sijaitsee osittain kiintolevyn swap-0siossa

Kaytannossa on myoOs osoittautunut, etta kekojarjestaminen suorittaa
keskimaarin monta kertaa enenmman vertailu- ja sijoitusoperaatioita kuin
pikajdrjestaminen

Ei ole mitenkdan ilmeista mista tama seikka johtuu. Perusteluja asialle [0ytyy
seuraavasta http://users.aims.ac.za/~mackay/sorting/sorting.html
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8. Verkot

Verkko (engl. graph) koostuu solmuista (engl. node) ja niitd yhdistavista
kaarista (engl. edge)

verkkoja on kahta paatyyppia
suunnatuissa verkoissa kaarilla on suunta

esim:
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e suuntaamattomien verkkojen kaarilla ei ole suuntaa

e &sim:

e verkoilla on paljon sovelluksia tietojenkasittelyssa

e tutustutaan ensin verkon kasitteistoon, sen jalkeen katsotaan muutamia
verkkojen sovelluksia ja tutustutaan tyypillisimpiin verkkoalgoritmeihin
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Kdsitteistd

e formaalisti verkko G esitetdan parina (V, E), missa
— V on solmujen joukko

— E on kaarien joukko
e kaaret ovat siis pareja (u,v) missa u ja v ovat solmuja

e suunnatussa verkossa (u,v) € E jos solmusta u on kaari solmuun v
— talloin w on kaaren lahtosolmu ja v kaaren maalisolmu
— solmua v sanotaan solmun u vierussolmuksi
— suunnatun verkon kaarista kaytetadan usein my0s merkintdaa v — v

e kalvon 392 suunnatussa verkossa siis esim. solmun e vierussolmuja ovat b ja d
silla e—bjae—d

solmun b vierussolmuja ovat d ja solmu itse, silla b —>d ja b— b
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esim: kalvon 392 kuvan suunnatun verkon formaali maaritelma:
— V={a,b,c,d,e}
— E ={(a,c),(b,b),(b,d), (c,b),(d,a),(d,c),(eb), (e d)}

edella mainittiin etta verkon kaaret muodostavat joukon, eli kahden solmun
valilla ei maaritelman mukaan voi olla kahta samaan suuntaan kulkevaa kaarta

joissakin sovelluksissa tilanne poikkeaa tasta, ja on mielekdsta sallia, etta
kahden solmun valilla on useita kaaria

suunnatun verkon solmujen u ja v valilla voi sensijaan olla kaaret molempiin
suuntiin v — v ja v — u

suuntaamattomassa verkossa kaarten joukko E on symmetrinen, €eli jos
(u,v) € E niin myos (v,u) € E

— merkitsemme myods suuntaamattoman verkon kaaria joskus v — v

— jos (u,v) € F sanotaan ettd solmut u ja v ovat vierekkdisid, (engl.
vierusacent) eli v on u:n vierussolmu ja uw on wv:n vierussolmu

esim: kalvon 393 suuntaamaton verkko formaalisti maariteltyna:
— V ={a,b,c,d, e}
— E = {(a,c),(c,a),(b,d),(d,b), (c,b),(b,c),(d,a),(a,d), (e b), (be),(ed),(d,e)}
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e usein verkon kaariin liitetdan paino (engl. weight)

e oOletetaan etta kaaripainot ovat kokonaislukuja
e kaaripainon kdsite mddritelldan funktiona w: E — {0,1,2...}

e cli funktio w liittaa jokaiseen kaareen painon, esim. kKuvan suunnatussa verkossa
w(a,c) =7, w(e,d) = 3 jne.

(

U,
(1)

e painotetun verkon kaarista (u,v) € E kdytetddn myods merkintdd u v, eli

. . .. . 7
esimerkissamme on kaari a — ¢

e kaaripainoilla voidaan ilmaista esim. solmujen valisia etaisyyksia, niiden vadlisen
vhteyden hintaa ym., painon ei siis valttamatta tarvitse olla kokonaisluku
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solmujono vy, vo,...,v, ON polku solmusta vy solmuun v, jOS
V1 — V2,V2 — V3,...,Un—1 — Un

jos solmusta u on polku solmuun v kaytetaan merkintaa v~ v
jOosS u ~ v sanotaan etta solmu v on saavutettavissa solmusta u
polun pituus on polkuun liittyvien kaarien lukumaara

painotetussa verkossa polun paino on polun kaarien yhteenlaskettu paino

— huom: painotetussa verkossa polun painoa kutsutaan usein myds polun
pituudeksi

polku on yksinkertainen, jos kKukin solmu esiintyy polussa vain kerran, paitsi
viimeinen ja ensimmadinen saavat olla sama solmu

yksinkertainen polku on sykl/i jos viimeinen ja ensimmadinen solmu ovat samat
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kalvon 396 suunnatun painotetun verkon polkuja:
®c 3> d i> c i> b on yksinkertainen syklitdn polku jonka pituus on 3 ja paino 8
o d 3> a l> c i> b 3> d on sykli jonka pituus on 4 ja paino 20

®C i> b E> b E> b 3> d on polku jonka pituus 4, paino 4 ja joka sisaltaa kaksi
syklia

suunnattu verkko on syklitdn jos se ei sisalla yhtaan syklia

huom: englannin Kielessa syklittbmasta suunnatusta verkosta kdytetaan joskus
substantiivia dag (directed asyclic graph)

huomionarvoista on, etta verkon ei valttamatta tarvitse olla yhtenadinen, eli
verkko voi koostua useista erillisista osista
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Esimerkkejd verkoista ja verkko-ongelmista

e Tietokoneverkon vhtendisyys:
solmut: tietokoneita
kaaret: tietoliikenneyhteyksia; ei suuntausta, ei yleensa painoja

ongelma: mitka yhteydet ovat sellaisia, etta niiden katkeaminen jakaisi
verkon kahteen toisistaan eristettyyn osaan

e Robotin navigointi:
solmut: sopivalla tarkkuustasolla esitettyja maantieteellisia sijainteja
kaaret: tunnettuja vaylia; ei suuntausta, ei painoja
ongelma: ohjaa robotti paikasta A paikkaan B
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e Maantieverkosto:
solmut: kaupunkeja
kaaret: maanteitd; ei suuntausta
painot: kaupunkien valisia etadisyyksia
ongelma: mikd on lyhin reitti kaupungista A kaupunkiin B

e Logistiikkaverkosto:
solmut: varastoja
kaaret: olemassaolevia kuljetusreitteja; ei suuntausta

painot: useasta tavaralajista tieto, kuinka paljon sita voidaan tietyssa
ajassa kuljettaa mitakin reittia pitkin

ongelma: miten saadaan halutut maarat tavaroita kulkemaan eri
varastojen valilla
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e Tilasiirtymdverkko:
solmut: reaaliaikaisen jarjestelman tiloja
kaaret: tilojen vadlisia siirtymia; suunnattu
painot: mikad ulkoinen tapahtuma aiheuttaa minkin tilasiirtyman

ongelma: voiko jokin tapahtumajono johtaa johonkin epatoivottuun
tilaan tai tapahtumajonoon

e EsimerkKki tilasiirtymaverkosta

timeout, reset

Voo e T

— T
= ((s0,0,0) ) _  reset _ (((s1,1),0) : ((s1,1),1)

set!

timeout, reset

((s1,2),2)
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e Adrellinen automaatti (kurssilla Laskennan mallit):
solmut: abstraktin automaatin laskennan tilanteita
kaaret: abstraktin automaatin laskenta-askelia
painot: merkkeja

ongelma: Voiko tilasta A kulkea tilaan B siten, etta kuljettujen kaarten
painoista muodostuu haluttu merkkijono

e Esimerkki adrellisesta automaatista, joka maadrittelee Javan float -tyyppisen
vakion syntaktisesti oikean muodon

T
8)'

d jokin numeroista 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8, 9

402



Verkkojen tallettaminen

e Tarkastellaan seuraavassa tapoja verkon G = (V, E) esittamiselle
tietokoneohjelmassa

e merkitdan solmujen lukumaddrad symbolilla |V| ja kaarien lukumaddraa symbolilla
[E|
e vaihtoehtoisia talletustapoja on kaksi:
— vieruslistat (engl. adjacency lists)
— vierusmatriisit (engl. adjacency matrices)
— on myoOs tilanteita, joissa verkko on mielekkaampi tallettaa jossain muussa

muodossa tai verkoa ei edes kannata tallentaa etukateen

e vieruslistaesityksessd verkko G = (V, FE) esitetdadan taulukkona wvierus joka
sisdltaa |V| kappaletta linkitettyja listoja, yhden kullekin verkon solmulle

e jokaiselle solmulle u € V lista vierus[u] sisdltdaa kaikki ne solmut joihin u:sta on
kaari
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e esim: suunnattu verkko ja sen vieruslistaesitys

vierus

@ @ 3 1 = 2 4]
2 5
3 6 5|+
4 2| 4

e I CS I S e
6 6| 1

e suunnatun verkon vieruslistojen yhteenlaskettu pituus on |FE| silla jokainen kaari
on talletettu kertaalleen yhteen vieruslistoista

)

e koko vieruslistaesitys vie suunnattujen verkkojen tapauksessa tilaa O(|E| + |V
silla kaarien lisaksi varataan luonnollisesti tila taulukolle vierus

e Javassa vieruslistat voitaisiin esitaa taulukollisena LinkedList-olioita

e jOS solmuja ei esiteta kokonaislukuina, vieruslistat lienee helpointa toteuttaa
tallettamalla LinkedList:eina esitetyt vieruslistat HashMap:in
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e esim: suuntaamaton verkko ja sen vieruslistaesitys

vierus
@ 2 1] =] 2 5 [
2 1 5 3 4|
3 2 4|+
4 2|1 5 3|
(5/ f4 5 4 1 2|

e suuntaamattoman verkon vieruslistojen yhteenlaskettu pituus |E| on kaksi
kertaa kaarien lukumaara, silla jokainen kaari on talletettu kahteen vieruslistaan

e KoOKoO vieruslistaesitys vie suuntaamattomien verkkojen tapauksessa tilaa
O(|V| 4+ 2 % kaarilkm) = O(|V| + |E|)
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e MyOs kaarien painot voidaan tallentaa vieruslistarakenteeseen:

vierus

@ 1 @ a —+=bl1 i
b el 2|-H

4 7 6 C f| 6 i
d b| 7|1+

(e GIIERE

e ST -

f flal4

e Vvieruslistaesityksen hyva puoli on siis kohtuullinen tilantarve joka on
O(|E| 4+ |V]), eli lineaarinen suhteessa solmujen ja kaarten madrdan

e huonona puolena taas se ettad tieto onko verkossa kaarta w — v ei ole suoraan

saatavilla, vaan vaatii vieruslistan wvierus[u] lapikaynnin

e pahimmillaan tdma operaatio vie aikaa O(|V]) silla solmusta « voi olla

pahimmassa tapauksessa kaari kaikkiin verkon solmuihin
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Verkon G = (V, E) vierusmatriisiesityksessd oletetaan ettd solmut on
numeroitu, eli esim: V = {1,2,...,n}

vierusmatriisi on n x n-matriisi A, missa Al:,j] = 1 jos (z,7) € E ja muuten
Ali, 3] =0

esimerkki suunnatusta verkosta:

o|lo|lo|lo|o|o|r
o|lo|r|Oo|lO |, |N
o|lo|o|lo|o|O|w
o|FPF|lO|lo|lOo|FP N
olo|lo|P PO U,
P lololPlol°Plo

o O A WO DN P

407



e ja suuntaamattomasta verkosta:

(1) 2

R lRr RO |N

3
0
1
0
1
0

a N W N P
R |lo|lo|R,r|O|R
ROk |FR|lo|~
ol|lFr|lo|Fr |k |J

(5) (4

e suuntaamattoman verkon tapauksessa jokainen kaari on rekisteroity kahteen
kertaan vierusmatriisiin, esim. koska (2,5) € E, niin A[2,5] =1 ja A[5,2] =1

e suuntaamattoman verkon tapauksessa riittaisikin siirtymamatriisista puolikas:

1 2 3 45

@ 2 0| 1| 0| of 1| 1
o 1| 1] 1| 2

0| 1| o] 3

o| 1| 4

(5 (4 0| s
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e joskus on vieldpa kaytossa rajoitus etta suuntaamattomassa verkossa kaaret
muotoa (¢,7) eivat ole sallittuja, jos ndin on, ei vierusmatriisin diagonaalia (eli
alkioita A[1,1], A[2,2], ...) myOskddn tarvita

e Kkaaripainojen tallettaminen vierusmatriisiin on vaivatonta:

1 2 3 4 5 6

@ ! @ 3 1lo|1|®| 4|w|®
2|0 |00 |m || 2|00

4 ! 2 4 6 3|0 |® ||| 4|6
4|0 | 7|00 |00 |00 |00

4 f5 (:) )1 5|0 ||| 9| 00| 0
Q 9 Q 6| |0 || |0]| 1

e painotetun verkon vierusmatriisissa periaatteena siis on asettaa A[i, j] = w(4, 7)
jos (i,7) € E ja muuten Ali, j] = o0/0

— jos kaaren i = j paino kuvaa reitin 4:st3d j:hin pituutta tai kustannusta, on
aareton luonnollinen valinta olemattomien kaarien merkintaan

— jos kaari taas kuvaa reitin kapasiteettia, on luonnollinen valinta
olemattomien kaarien merkintaan nolla
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hyvana puolena vierusmatriisissa on se etta tietyn kaaren olemassaolo selvida
matriisista vakioajassa

toisaalta solmun kaikkien kaarien selvittdmiseen kuluu aikaa aina O(|V]) vaikka
kaaria olisikin vain yksi

toinen huono puoli vierusmatriisissa on tilan tarve, matriisin koko on kaarien
lukumaddrdsta riippumatta aina |V| x |V]|

verkkoa sanotaan harvaksi jos kaaria on suhteellisen vahdn, esim. vain kaksi
kertaa solmujen maadra

kaarien maarda tdlloin |E| = O(]V]), ja vieruslistana esitetty verkko vie tilaa
O(|E|+ |V]) = O(]V]) kun taas vierusmatriisiesityksen tilantarve on tahan
verrattuna nelidinen O(|V| x |[V|)

isot harvat verkot siis kannattanee tallentaa vieruslistoja kayttaen

0Ssa verkkoalgoritmeista tosin olettaa etta verkko on talletettu esim. kayttaen
vierusmatriiseja, eli verkon talletusmuoto riippuu paljolti myos verkon
kayttotarkoituksesta
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Verkon muunlaiset esitystavat

e Vieruslista- ja vierusmatriisiesitys olettavat, etta verkon solmut ja kaaret ovat
eksplisiittisesti generoitu koneen muistiin

e usein tama ei ole tarpeen tai tarkoituksenmukaista

e verkosta voi olla olemassa jokin muunlainen esitysmuoto ja verkko
"verkkona" on olemassa vain ohjelmoijan taustalla olevana mentaalisena

mallina

e esim. tehtdvana on etsia |10ytyyko merkkeina kuvatusta labyrintista X:lla
merkitysta kohdasta reittia ulos

HH## . HHH#
#. .#....#
H.oH OHHH O H
#....X. . #
HAHHHHHHH
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lienee mielekasta tulkita mahdolliset sijaintipaikat eli pisteet solmuiksi
— jokaisen vierekkaisen pistetta edustavan solmun valille tulee kaari

— labyrintin seinat eli #2&-merkit taas ovat kaarettomia kohtia

labyrintti kannattanee tallettaa koneen muistiin kaksiulotteisena taulukkona
jossa esim. 1 merkitsee seinatonta kohtaa ja O seinaa:

000010000
011011110
010100010
011111110
000000000

solmut vastaavat nyt taulukon kohtia, esim. ylareunan aukko labyrintista ulos
on taulukon kohta lab[0,4]. Ensimmadinen indeksi siis tarkoittaa rivid ja toinen
saraketta

kaarien olemassaolo selviaa nyt suoraan taulukosta, eli esim

— kohdasta lab[3, 5] (paikka mistd aloitetaan, eli missa on alussa X) on kaari
kohtaan lab[3, 4] ja lab[3, 6] koska molemmissa kohdissa taulukossa on 1

— kohdasta lab[1, 1] kaari kohtiin lab[1,2] ja lab[2, 1]

verkkoa ei siis kannattane esittaa vieruslista- tai vierusmatriisiesityksena koska
taulukosta lab selviaa kaikki kaaria koskeva informaatio
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Verkon ldpikdynti

e tyypillista verkkoa kadytettaessa on ettad halutaan kulkea verkossa
systemaattisesti vieraillen kaikissa solmuissa tai ainakin kaikissa tietysta
solmusta saavutettavissa olevista solmuista

e solmujen lapikayntiin on kaksi perusstrategiaa:

— leveyssuuntainen lapikdynti (engl. bredth-first search), ja

— syvyyssuuntainen lapikaynti (engl. depth-first search)

Leveyssuuntainen ldpikdynti

e Verkon G = (V, E) leveyssuuntaisessa ldapikdynnissd tutkitaan mitkd verkon
solmuista ovat saavutettavissa annetusta aloitussolmusta s € V

e lapikaynti etenee uusiin solmuihin "taso kerrallaan", eli ensin etsitaan mitka
solmut saavutetaan s:sta yhden pituista polkua kdyttaen, taman jalkeen

edetaan solmuihin mitka ovat saavutettavissa s:sta kahden mittaista polkua
kayttden, jne

413



e algoritmin sivutuotteena selvitetdaan mika on polun pituus aloitussolmusta s
kuhunkin lapikdaynnin aikana loydettyyn solmuun v, tieto talletetaan taulukkoon
distance

e toisena sivutuotteena algoritmi muodostaa verkkoa lapikaydessadn
leveyssuuntaispuuta (engl. bredth-first tree)

— puu kertoo mita reittia lapikaynti on edennyt kuhunkin solmuun v

— algoritmin suorituksen jalkeen puun polku solmusta s solmuun v vastaa
verkon lyhinta polkua s~ v

— puun kaaret talletetaan taulukkoon tree, ja taulukon alkio tree[v] kertoo
mista solmusta lyhin polku solmuun v saapuu

e algoritmin kirjanpitoa varten verkon solmuihin tarvitaan viela kolmaskin
taulukko, color, jossa pidetaan kirjaa solmujen "vareista"

taulukon alkio color[v] kertoo onko lapikdynti jo Idytanyt solmun v

— solmut joita lapikaynti ei ole viela |I0ytanyt ovat valkoisia, eli niille
color[v] = white

— kun solmu v 0ytyy, asetetaan sen variksi musta, eli color[v] = black
e aluksi kaikille paitsi aloitussolmulle s merkitdaan color[v] = white
e aloitussolmulle s merkataan color[s] = black
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e algoritmi kayttaa aputietorakenteenaan jonoa Q joka on aluksi tyhja

jonossa ovat tietylla hetkella ne solmut jotka lapikaynti on jo |dytanyt, mutta
joiden naapurisolmuja ei viela ole kasitelty

e rivien 1-7 alustusvaiheen jdlkeen aloitussolmu s on merkitty mustaksi ja laitettu
jonoon
e rivien 8-15 toimintaperiaate
— aloitussolmu s otetaan jonosta, ja kaikki sen vierussolmut laitetaan jonoon

— vierussolmujen etdisyydeksi padivitetaan 1, niita leveyssuuntaispuussa
edeltavaksi solmuksi asetetaan s ja merkitaan solmut loydetyiksi eli mustiksi

— solmu s on nyt Kkasitelty

— taman jadlkeen niin kauan kun jonossa on solmuja, otetaan kasittelyyn jonon
alussa oleva solmu u

— laitetaan jonoon ne wu:n vierussolmut, joita etsinta ei ole viela kohdannut, eli
joille color[v] = white

— paivitetaan jonoon laitettujen etadisyys- ja leveyssuuntaispuutietoa seka
merkitaan ne |0ydetyiksi
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e algoritmi

BFS(G,s)
for jokaiselle solmulle u € V
color[u] = white
distance[u] = ~©
tree[u] = NIL
color[s] = black
distance[s] = 0
enqueue(Q),s)
while ( not empty(Q) )
u = dequeue(Q)
10 for jokaiselle solmulle v € vierus[u] // kaikille u:n vierussolmuille v
11 if color[v]==white // solmua v ei vield |10ydetty
12 color[v] = black
13 distance[v] = distance[u]+1
14 tree[v] = u
15 enqueue(Q,v)

©CoO~NOOOTP,,WN P

e huomionarvoista algoritmissa on ettd se toimii seka suunnatuilla etta
suuntaamattomilla verkoilla

e esimerkki algoritmin toiminnasta seuraavillia sivulla, |0ydetyt, eli mustat solmut
ovat varillisissa kalvoissa punaisia
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e Algoritmin kdyttamien Kkirjanpitotaulukkojen distance ja color informaatio on
merkitty suoraan solmujen yhteyteen

e taulukon tree alkio treefv] siis kertoo mistd solmusta lyhin polku ldhtosolmusta
solmuun v Saapuu

r S t u r S t u
() (0)——) (0)——®)
Ql s Q| w| r
() © \%) © () (0) 0
v w X y % w X y
r S t u \ W X Yy r S t u \' W X Yy
tree NIL free| s |NIL S
r S t u r s t u
& ®)
Q r t X Q t X V
() S o
\Y} W X Vv W X y
s t u v w x y r s t u v w X Yy
tree| s |NIL| W S| w tree| s |NIL| W s | w
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r

tree| s |NIL| w| t

tree| s [NIL| W t
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e algoritmin suorituksen jalkeen lyhin polku s ~» v saadaan selville seuraavasti:
— tree[v] kertoo minkd solmun kautta lyhin polku s ~» v saapuu solmuun v
— solmuun treef[v] lyhin polku saapuu solmun tree[tree[v]] kautta, jne

— laitetaan pinoon tree[v], tree[tree[v]], tree[tree[tree[v]]] ja tulostetaan pinon
sisalto

— nain saadaan tulostettua polulla koko polku s ~» v alusta loppuun

e algoritmina:

shortest-path(G,v)

1 u = tree|v]

2 while u # s

3 push(S,u)

4 u = tree[u]

5 print( "lyhin polku solmusta s solmuun v'")
6 while not empty(S)

7 u = pop(S)

8 print(u)

419



e edella siis esitimme solmujen nimet kirjaimina, useimmissa ohjelmointikielissa
on mahdollista indeksdida taulukkoja tree, distance ja color my0os Kirjaimilla silla
kKirjaimet tulkitaan ascii-koodeiksi

e paremmin yleistyva tapa esim. Javassa olisi esittaa tree, distance ja color
HashMap:in avulla, talldin avain, eli solmun "nimi" voi olla myds esim.
merkkijono tai joku muu sovelluksen kannalta sopiva olio

e Seuraavalla sivulla on luonnos leveyssuuntaisen lapikaynnin Java-toteutuksesta
tilanteessa, jossa solmut on nimetty merkkijonoina

— distance ja color ovat HashMap-olioita

— koska vadreja on vain kaksi, voi tiedon color tallettaa boolean-muotoisena
— leveyssuuntaispuuta ei koodissa tilan puutteen takia muodosteta

— jonona kaytetddn LinkedList:ia

— algoritmin toteuttavan metodin parametreina on kaikkien solmujen joukko
eli String-taulukko solmut sekd aloitussolmu s

— algoritmi olettaa, etta on olemassa metodi vierus, joka palauttaa
parametrina olevan solmun vierussolmut

e luennolla tarkasteltava hieman erilainen versio |0ytyy osoitteesta
https://wiki.helsinki.fi/display/javakll/Verkko+Javalla
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// palauttaa parametrina olevan solmun vierussolmut
public static String[] vierus(String v){ ... }

public void static bfs(Stringl[] solmut, String s){
LinkedList<String> jono = new LinkedList();

HashMap<String, Integer> distance = new HashMap();

HashMap<String, Boolean> color = new HashMap();

for ( String solmu : solmut ) {
color.put(solmu, false);
distance.put(solmu, Integer.MAX_VALUE);

+

color.put(s, true);

distance.put(s, 0);

jono.addLast( s );

while( !'jono.isEmpty() ){
String u = jono.removeFirst();
for ( String v : vierus(u) )
if ( color.get(v)==false ) {
color.put(v, true);
distance.put(v, distance.get(u)+1 );
jono.addLast (v) ;
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e |leveyssuuntaisen lapikaynnin aikavaativuus:
— alustukseen (rivit 1-6) kuluu aikaa O(|V|)

— koska jonoon laitettava solmu varjataan heti mustaksi eika vari enaa
muutu, takaa rivin 11 testi etta jokainen solmu laitetaan jonoon vain kerran

— jokainen solmu siis myoOs poistetaan jonosta korkeintaan kerran

— enqueue ja dequeue-operaatiot voidaan toteuttaa ajassa O(1), eli
kokonaisuudessaan jono-operaatioihin kuluu aikaa O(|V])

— kunkin solmun vieruslista kaydaan lapi ainoastaan silloin kuin solmu
poistetaan jonosta, eli korkeintaan kerran

— vieruslistojen yhteispituus on O(|E]), eli yhteensa vieruslistojen lapikdyntiin
kdytetdan aikaa korkeintaan O(|E|)

e kokonaisuudessaan aikaa siis kuluu O(|V|+ |V |+ |E|) eli O(|V| + |E|)

e tilavaativuus algoritmilla on O(|V]) silla pahimmassa tapauksessa
aloitussolmusta on kaari kaikkiin verkon solmuihin, ja tdssa tapauksessa jono @
tulisi sisdaltamaan kaikki verkon solmut

myOs aputaulukot color, tree ja distance kuluttavat tilaa O(|V])
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Syvyyssuuntainen ldpikdynti

e toinen verkkojen lapikayntitavoista siis on syvyyssuuntainen lapikaynti

e sStrategiana on nyt edeta aloitussolmusta s yhta polkua niin pitkalle kuin
mahdollista

e kun tullaan solmuun josta ei enaa pdasta uusiin, viela tutkimattomiin
solmuihin, peruutetaan tutkitulla polulla lahimpaan sellaiseen solmuun josta
lahtee viela tutkimaton haara

e ndin loydetdaan kaikki solmusta s saavutettavissa olevat solmut

e josS halutaan kayda lapi kaikki verkon solmut ja verkossa on solmuja jotka eivat
ole saavutettavissa solmusta s, valitaan yksi saavuttamattomissa olevista
solmuista ja kaynnistetaan uusi lapikaynti
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e MyOs syvyyssuuntainen ldapikaynti varjaa solmuja, nyt vareja on kolme:
— solmut joita ei ole |0ydetty ovat valkoisia
— kun solmu loydetadn, se asetetaan harmaaksi

— kun solmun kaikkien vierussolmujen kadsittelysta on palattu, tulee solmusta
Mmusta

e harmaa vadri siis merkkaa, etta solmu on jo loydetty, mutta sen kasittely ei ole
viela kokonaisuudessaan ohi

e Seuraavassa algoritmi, joka selvittaa aloitussolmusta s saavutettavissa olevat
solmut

DFS(G,s)
1 for jokaiselle solmulle u € V
2 color[u] = white

3 DFS-visit(G,s)

DFS-visit(G,u)
4 color[u] = gray
5 for jokaiselle solmulle v € vierus[u] // kaikille u:n vierussolmuille v

6 if color[v]==white // solmua v ei vield |0ydetty
7 DFS-visit(G,v)
8 color[u] = black
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e kolmas vari eli harmaa ei ole tarpeen algoritmin toiminnan kannalta, eli solmu
voitaisiin periaatteessa vdrjata heti mustaksi

e tarvitsemme harmaata varia kohta esitettavassa syvyyssuuntaisen lapikaynnin
sovelluksessa, joten otamme mukaan sen jo nyt

e toimintaperiaate
— alustusvaiheessa kaikki solmut merkataan loytymattomiksi eli valkoisiksi
— lapikaynti aloitetaan kutsumalla DFS-visit aloitussolmulle s

— kun lapikaynti etenee solmuun, merkataan etta solmu on |Oydetty ja etta
sen kdsittely on kesken eli solmu muuttuu harmaaksi (rivi 4)

— jokaiselle solmun vierussolmulle jota ei ole viela |0ydetty, eli valkoisille
solmuille kutsutaan rekursiivisesti DFS-visit:ia (rivit 5-7)

— kun kaikki vierussolmut on kasitelty, merkataan solmu kasitellyksi eli
mustaksi (rivi 8) ja rekursiivinen funktio padatty

e esimerkki algoritmin toiminnasta seuraavalla sivulla. Varillisessa kuvassa
harmaat solmut ovat keltaisia ja mustat punaisia
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e Syvyyssuuntainen lapikaynnin aikana muodostuu syvyyssuuntaispuu, joka
koostuu niista kaarista, joita pitkin lapikaynti eteni aiemmin loytymattomiin
solmuihin

e kuten leveyssuuntaisen lapikaynnin yhteydessa, syvyyssuuntaispuun kaaret olisi
tarvittaessa helppo Kirjata algoritmin yhteydessa esim. erilliseen taulukkoon
tree, johon asetettaisiin tree[v] = u jos ldapikdynti eteni solmusta v solmuun v
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algoritmi siis merkkaa ensin color[v] = gray ja lopulta color[v] = black kaikille
aloitussolmusta s saavutettavissa oleville solmuille

— solmu v pysyy harmaana niin kauan kuin haku etenee solmuissa, jotka ovat
v:sta saavutettavissa

— kun kaikki v:sta saavutettavat solmut on l0ydetty ja kadsitelty, varjataan v
mustaksi

kaaret joita pitkin lapikaynti on edennyt, eli syvyyssuuntaispuun kaaret on
kuvassa paksunnettu

syvyyssuuntainen lapikaynti siis 10ysi solmut seuraavassa jarjestyksessa:
87 u7v7m7y

solmua w ei saavuteta aloitussolmusta, eli lopussa edelleen color[w] = white

koko verkolle tehtava syvyyssuuntainen lapikaynti tapahtuu seuraavasti:

DFS-all(G)

1 for jokaiselle solmulle u € V
2 color[u] = white

3 for jokaiselle solmulle u € V
4 if color[u]==white

5 DFS-visit(u)
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e Seuraavassa esimerkki algoritmin toiminnasta:
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e Syvyyssuuntaisen lapikdaynnin vaativuus

taulukon color alustus vie aikaa O(|V|)

operaatio DFS-visit kutsutaan (korkeintaan) kerran jokaiselle solmulle, silla
operaatiota kutsutaan ainoastaan solmuille v, joilla color[v] = white, ja heti
kKutsun jdlkeen asetetaan color[v] = gray eika vari enda muutu missaan
vaiheessa valkoiseksi

yhteensa DFS-visit-operaation kutsuja siis enintaan |V| kappaletta

DFS-visitin for-lause kady jokaisen solmun vieruslistan |lapi, eli for-osa
toistetaan yhteensd |E| kertaa

kokonaisuudessaan aikaa siis kuluu O(|V| + |V | + |E|) eli O(|V|+ |E|)

tilavaativuus algoritmilla on O(|V]) silla pahimmassa tapauksessa
aloitussolmusta padsee yhta polkua pitkin kaikkiin muihin solmuihin ja
talldin sisakkaisia rekursiivisia DFS-visit-kutsuja tehdaan |V| kappaletta

myds aputaukko vie tilaa O(|V])

e aivan kuten leveyssuuntaisen ldapikaynnin tapauksessa myo0s syvyyssuuntaisen
lapikdaynnin algoritmi toimii sellaisenaan niin suunnatuilla kuin
suuntaamattomillakin verkoilla
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Kaarten luokittelu

e Verkon kaaret voidaan luokitella neljaan eri luokkaan sen perusteella, miten
kaaret kayttaytyvat syvyyssuuntaisen lapikdaynnin suhteen

e ldpikdynti etenee puunkaaria (engl. tree arc) pitkin uusiin vield Idytymadttomiin
solmuihin, eli puunkaari kohdistuu valkoiseen solmuun

e takautuva kaari (engl. backward arc) kohdistuu taaksepdin syvyyssuuntaisessa
puussa, eli takautuva kaari ilmenee kun algoritmi yrittaa edeta solmuun joka on
jo loydetty, mutta jonka kasittely on kesken, eli takautuva kaari kohdistuu
harmaaseen solmuun

e etenevd kaari (engl. forward arc) kohdistuu eteenpdin syvyyssuuntaisessa
puussa, eli eteneva kaari ilmenee kun algoritmi yrittaa edeta solmuun, joka on
nykyisen solmun jdlkeldinen mutta l0ydetty ja kasitelty (eli musta) jo jotain
nykyisen solmun muuta jdlkelaista tutkittaessa

e poikittaiskaari (engl. cross arc) kulkee jo |0ydettyyn eli mustaan solmuun joko
— kahden eri syvyyssuuntaispuun valilla, tai

— syvyyssuuntaispuun sisalla sellaisten solmujen valilla joista kumpikaan ei ole
toisensa jalkelainen puussa
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e alla edellisen esimerkin verkon kaaret luokiteltuina

u W

Q tree é D

forward

tree tree
backward Cross

—
Q tree @Q backwarc

X y

e Ldpikdynti (ks. kalvot 411 ja 412) etenee aluksi valkoisia solmuja pitkin reittia

u — v — y — x, Kaikki nama harmaasta valkoiseen solmuun kohdistuvat ovat
puunkaaria

e kun ollaan solmussa x, ainoa kaari kohdistuu harmaasen solmuun v, joka siis on

jo l0ydetty mutta jonka vierussolmuja ei ole kasitelty loppuun, x — v on Ssiis
takautuva kaari

e kun lapikaynti on peruuttanut takaisin solmuun u, tutkitaan kaari u — x joka
kohdistuu w:n seuraajaan syvyysuuntaispuussa, v — x SiiS on eteneva kaari

e kaari w — z on kahden eri syvyyssuuntaispuussa sijaitsevan solmun valinen, eli
kyseessa on poikittaiskaari

e huom: kaarten luokittelu on riippuvanen, mista solmusta lapikaynti aloitetaan
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Verkon syklittbmyyden tarkastus

e joskus voi olla tarvetta testata onko annetussa suunnatussa verkossa syklia, eli
onko kyseessa sykliton suunnattu verkko

e pienella muutoksella voimme kayttaa syvyyssuuntaisen lapikaynnin algoritmia
syklittomyyden testaamiseen:

oletetaan ettd ollaan tutkimassa solmun u vieruslistaa vierus[u]

jos vieruslistalta 16ytyy solmu v jolle color[v] = gray, tieddamme ettd v:n
kasittely on kesken, ja

solmusta v johtaa polku solmuun w«
nyt siis on olemassa polku v ~ u — v, eli verkossa on syKli

syklin olemassaolo siis havaitaan jos syvyyssuuntaispuussa on takautuva
kaari

e tarvittava muutos on siis testi 10ytyykd tutkittavan solmun vieruslistalta solmu
v, jolle color[v] = gray

e seuraavalla sivulla algoritmi palauttaa true jos verkossa on sykli ja muuten false
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DFS-cycles(G)

1 for jokaiselle solmulle u € V

2 color[u] = white

3 for jokaiselle solmulle u € V

4 if color[u]l==white

5 if DFS-search-cycles(G,u) == true
6) return true

7 return false

DFS-search-cycles(G,u)
9 color[u] = gray
10 for jokaiselle solmulle v € vierus[u] // kaikille u:n vierussolmuille v

11 if color[v] == gray // 10ytyi sykli, voidaan lopettaa
12 return true

13 if color[v]J==white // solmua v ei vield |0ydetty
14 if DFS-search-cycles(G,v) == true

15 return true

16 color[u] = black
17 return false
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e Jos siis tutkittaessa solmun wu vieruslistaa vierus[u] 10ytyy solmu v jolle
color[v] = gray, tieddmme ettd v:n kdsittely on kesken, ja solmusta v johtaa
polku solmuun u eli on olemassa polku v ~ u — v, eli verkossa on syKkli

e Perustallaan seuraavassa vield asia vield toisinpadin eli, jos verkossa on sykli,
algoritmi huomaa syklin olemassaolon

Oletetaan, ettad verkossa on sykli ja olkoon v ldapikdaynnissa
ensimmaisena vastaantuleva syklin solmu

Koska v on osa syklia, on olemassa solmu wu jolle v ~ u — v, eli u on
syklissa oleva solmu josta on kaari v:hen

Kun lapikaynti tulee solmuun v, ei oletuksen mukaan wu:ta eikd muita
syklin solmuja ole viela loydetty ja koska v ~ u ldpikaynti etenee
solmuun u

Kun u:n vierussolmuja tutkitaan, havaitaan, etta w:sta on kaari
harmaaseen solmuun v eli algoritmi |0ytda syklin

e Algoritmi siis I0oytaa syklin jos ja vain jos verkossa on sykli, eli algoritmi toimii
oikein

e Aika- ja tilavaativuus algoritmilla on tietenkin sama kuin modifioimattomalla
syvyyssuuntaisella lapikaynnilla
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e esim: miten syklien etsinta toimisi seuraavissa verkoissa?
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w X y
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Topologinen jdrjestdminen

e syklittdmien suunnattujen verkkojen (engl. Directed Asyclic Graph, dag) avulla
voimme Kuvata tapahtumien valisia riippuvuuksia

e alla oleva verkko sisaltaa pukeutumiseen kannalta oleelliset riippuvuudet:

socks

e cli esim. sukat on laitettava ennen kenkia koska verkossa kaari socks — shoes

e kello voidaan laittaa kateen missa vaiheessa tahansa koska silla ei ole mitaan
riilppuvuutta
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heraa kysymys voisimmeko jdrjestad asiat sellaiseen lineaariseen jarjestykseen
etta voisimme pukea vaatekappaleen kerrallaan siten etta mikaan
riippuvuuksista ei rikkoudu, eli

— jOs riippuvuusverkossa on kaari u — v, tulee u jarjestyksessa ennen wv:ta
tallaista jarjestysta kutsutaan topologiseksi jarjestykseksi

asia hoituu helposti kayttaen apuna syvyyssuuntaista lapikayntia

Topological-Sort(G)
kutsutaan DFS-all(G)
kun solmun v kdsittely on ohi eli solmu muuttuu mustaksi
lisataan se pinoon P
return P

operaation jdlkeen solmut ovat pinossa P jarjestettyna siten etta pinon paalla
on viimeiseksi kasitelty solmu, eli solmu v,, johon ei varmuudella kohdistu
yhtaan kaarta eli jolla ei ole yhtaan riippuvuutta

pinossa toisena on solmu v,—1 johon on olemassa kaari eli riippuvuus
korkeintaan solmusta wv,,, jne.

solmut ovat siis pinossa P topologisessa jarjestyksessa
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e Seuraavassa esimerkkimme topologisesti jarjestettynad. Solmujen yhteyteen on
merkitty kuinka monentena solmun kasittely on valmistunut

solmujen jarjestys pinossa siis on kaanteinen numerojarjestys

s
8 [undershort socks | 9

socks | 9

undershor@ 8

-—-—-p @nts 7

shoes| 6
4 6
5
2
4
1
3
2
1
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e perustellaan algoritmin oikeellisuus vielda hieman tarkemmin

e algoritmi toimii oikein jos kaikille solmuille v, w missa v topologisessa
jarjestyksessa solmun w edelld, ei ole olemassa kaarta w — v

e Oletetaan, etta kaari w — v on olemassa, ja ndytetadn, etta tasta seuraa
ristiriita
koska v on solmua w edella topologisessa jarjestyksessa, on sen kasittely
paattynyt myohemmin kuin w:n kasittely

— jos w:n kasittely olisi aloitettu v:n [O0ytymisen jalkeen, olisi verkossa
polku v ~ w seka kaari w — v eli verkossa olisi sykli. Tama on
ristiriita, silla oletus on, etta verkko on sykliton

— jos w:.n kasittely olisi aloitettu ennen v:n I0ytymista, olisi lapikaynti
kaaren w — v seurauksena edennyt solmuun v ja v:n kasittelyn olisi
taytynyt paattya ennen w:n kasittelyn padttymista. Tama taas on
ristiriita solmujen topologisen jarjestyksen takia

e ON Siis osoitettu, etta kaaren w — v olemassaolo johtaisi ristiriitaan, eli
topologisen jarjestyksen rikkovaa kaarta ei voi olla olemassa, siispa

e topologinen jarjestaminen toimii oikein
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Topologisen jdrjestdmisen sovellus: kriittiset tyOvaiheet

e Ohjelmistoprojektissa on tiettyja maaraaikoja eli deadlineja

— dokumenttien ja komponenttien deadlinet, katselmuksia, asiakasdemoja

Deadlineilla on osittainen jarjestys:

— kayttoliittyma on saatava valmiiksi ennen asiakasdemoa
— kayttoliittymaa ei voida aloittaa ennen kuin tietokantaliittyma on valmis

— tietokantaliittymada voi testata kayttoliittymasta riippumatta

e Eri vaiheilla on kestoja

— kayttoliittyman aloittamisesta sen valmistumiseen kuluu (arviolta) 4 viikkoa

Ero topologiseen jarjestamiseen:

— lisatdaan eri vaiheille kestot ja sallitaan eri vaiheiden tekeminen rinnakkain

e Mallissa tehdaadn yksinkertaistuksia, eika oteta huomioon esim. etta:

— joitakin vaiheita ei voida tehda yhta aikaa, koska kaytettdvissa on vain yksi
henkild, joka pystyy tekemadn niita

— joitakin vaiheita ei voida tehda yhta aikaa, mutta niiden keskinaisella
jarjestyksella ei ole merkitysta
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e Ongelma: halutaan selvittaa, kauanko projektiin vahintdan kuluu aikaa

e Ongelma mallinnetaan suunnattuna verkkona:

— Jokaisesta vaiheesta tehdaan kaari, jonka paatepisteina ovat vaiheen alku ja
loppu ja painona vaiheen kesto

— Jos kahdella vaiheella maaratty jarjestys, tehddaan kaari, jonka lahtosolmuna
on ensimmaisen vaiheen loppu ja maalisolmuna jalkimmaisen vaiheen alku

— Lasketaan taman verkon painavin polku
e &sim.

— vaiheA kestad kuukauden, vaiheB 2 kuukautta, vaiheC 4 kuukautta, ...

— vaiheA:lla ja vaiheB:lla ei riippuvuutta, vaiheA tehtava ennen vaiheC:ta, ...

vaiheA

vaiheE

vaiheD 0
Or—0
QL vaiheF
vaiheB
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Talletetaan kustakin solmusta lahtevan painavimman polun paino taulukkoon
heaviest

Solmusta u alkavan polun suurin mahdollinen paino heaviest[u] voidaan
maadritella seuraavasti:

— heaviest[u] = 0, jos solmusta ei ole kaarta eteenpadin

— muuten paino on

hlu] = max{c+ heaviest[v] | solmusta u on solmuun v kaari,
jonka paino on ¢}

Laskusaantda ei voi kayttaad, jos verkossa on sykli, mutta talldin projekti on
Myos mahdoton

Solmun u luku heaviest[u] voidaan laskea vasta sitten, kun on laskettu sen
kaikkien seuraajasolmujen v luvut heaviest|v]

Solmut on siis kdsiteltava kaanteisessa topologisessa jdrjestyksessa

Solmun u luku heaviest[u] voidaan laskea silla hetkelld, kun u vieddan
topologisen jarjestyksen laskevassa algoritmissa pinoon P, eli kun solmu
varjataan mustaksi
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projektin kokonaiskesto on

t = max heaviest[u]
ueV

Kaytannossa halutaan tietaa myos, mitka projektin poluista ovat kriittisia:
sellaisia, joiden myohastyminen venyttaad koko projektin kestoa

— Kiriittisid ovat ainakin ne vaiheiden alkusolmut w, joiden heaviest[u] =t

— Jos solmu uw on Kriittinen, niin sen seuraajasolmuista v ovat kriittisia ne,
joille heaviest[u] = w(u,v) + heaviest|[v]

Kriittiset polut voidaan tulostaa syvyyssuuntaisella lapikaynnilla sen jalkeen,

kun kunkin solmun heaviest-arvo on ensin laskettu

— ldahtdsolmuina ovat ne solmut u, joille ehto heaviest[u] =t pdtee

— kaari (u,v) kuuluu kriittiselle polulle, jos heaviest[u] = w(u,v) + heaviest[v]
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e esimerkki kriittisten polkujen loytaminsesta
e Jokaiseen solmuun on merkitty sen heaviest-arvo

e Kriittiset polut on vahvennettu

vaiheA

(92>

vaiheB

446



Verkon vahvasti vyhtendiset komponentit

e Suunnattua verkkoa G = (V, E) sanotaan vahvasti yhtendiseksi (engl. strongly
connected), jos kaikilla solmuilla u,v € V on olemassa polut v~ v ja v~ u

e cli vahvasti yhtenadisen verkon kaikki solmut ovat saavutettavia toisistaan

komponentteihin V1,V,,...,V, seuraavasti:

1. jokaisella solmulla u patee u € V; tasan yhdella
eli kukin solmu kuuluu tasan yhteen vahvasti yhtenadiseen komponenttiin
2. josueV,javeV, niinu~wvjav~u
eli vahvasti yhtenaisen komponentin kaikki solmut ovat toisistaan
saavutettavissa
3. josu€eV;jawveV,;, missa i # j, niin ei ole olemassa molempia poluista
U~V Jja v~ U

eli kahden eri vahvasti yhtenadisen komponentin solmut eivat ole molemmat
toisistaan saavutettavia
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e T[arkastellaan seuraavaa suunntattua verkkoa:

\
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e Verkon vahvasti yhtenaiset komponentit ovat

Vi = {a,be}
Vo = {c}

Va = {d,h}

V4 — {fag}

e Vaikka verkon vahvasti yhtenaisten komponenttien tuntemisen hyodyllisyys ei
ole paallepain kovin ilmeinen seikka, on vahvasti yhtendisten komponenttien
selvittamiselle paljon kayttoad erilaisissa sovellustilanteissa
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e Vahvasti yhtenaiset komponentit voidaan muodostaa seuraavalla algoritmilla:

Strongly-Connected-Components(G)

1. Suorita verkon G = (V, E) syvyyssuuntainen lapikdynti.

Kun solmun v kdsittely on ohi, eli asetetaan color[v] = black, lisataan
se pinoon P

2. Muodosta verkon G transpoosi GT = (VT,ET), missd VT =V ja
ET = {(v,u) | (u,v) € E}.
Verkon transpoosi on siis muuten sama verkko, mutta kaaret
kaannettyna painvastaiseen suuntaan

3. Suorita verkon GT syvyyssuuntainen ldpikdynti alkaen pinon P
huipulla olevasta alkiosta.

Jokainen verkon GT syvyyssuuntaisen ldpikdynnin aikana muodostunut
syvyyssuuntaispuu on verkon G vahvasti yhtendainen komponentti.

Aina kun yksi puu on tullut lapikdydyksi, seuraava DFS-Visit(u) alkaa
pinosta P ensimmaisend |oytyvasta viela lapikaymattomasta solmusta
u.

e Koska verkon transpoosi voidaan muodostaa ajassa O(|V |+ | F|), vahvasti
yhtendiset komponentit selvittavan algoritmin pahimman tapauksen
aikavaativuus on O(|V |4+ | E']) ja tilavaativuus O(] V' |) kuten syvyyssuuntaisella
lapikaynnilla
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e Tarkastellaan esimerkkia

e Vasemmalla verkko GG jonka vahvasti yhtendiset komponentit halutaan selvittaa

e Oikealla verkon G syvyyssuuntaisen lapikaynnin tulos, solmut on numeroitu
siina jarjestyksessa missa niiden kasittely valmistui, eli missa jarjestyksessa ne
laitettiin pinoon P
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e vasemmalla transpoosiverkko GT, solmut on numeroitu siind jarjestyksessa
Missd ne otetaan pinosta, joka siis on jarjestys, missa transpoosin
syvyyssuuntainen lapikaynti etenee

e Oikealla lapikaynnin tulos, verkon G vahvasti yhtendiset komponentit

muodostuvat lapikaynnin aikana muodostuneista syvyyssuuntaispuiden
solmuista

6 (s 5(3)

—C o—0G @
e algoritmi on suhteellisen yksinkertainen, mutta paaltapadain on vaikea nahda,

etta algoritmi todella toimii

e todistetaan seuraavaksi, etta algoritmi toimii oikein
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e Tehdaan ensin seuraava huomio:

jos v ja w ovat solmuja, jotka kuuluvat samaan verkon G vahvasti yhtendiseen
komponenttiin, niin G:ssa on polut v ~ w ja w ~ v. Siispa myos
transpoosiverkossa G'7 on polut v~ w ja w~ v.

e Algoritmin oikeellisuuden perustelu jakautuu kahteen osaan:

e Jodistuksen ensimmainen suunta nayttda, etta jos mielivaltaiset kaksi solmua v
ja w kuuluvat G:n vahvasti yhtendiseen komponenttiin, niin ne kuuluvat
samaan transpoosiverkon GT syvyyssuuntaiseen puuhun

Oletetaan ettd GT:ssd tehtdvid ldpikdynti 10ytd3 ensin solmun v. Koska
ylla tehdyn havainnon perusteella v ja w ovat saavutettavissa toisistaan
verkossa G, padtyy myds w samaan syvyyssuuntaispuuhun GT:ssa.
Vastaavasti, jos solmu w |0ydettdisiin ensin, pdatyy v samaan
syvyyssuuntaispuuhun

Eli kaikki G:n tiettyyn vahvasti yhtendiseen komponenttiin kuuluvat
solmut padatyvat samaan transpoosiverkon syvyyssuuntaispuuhun
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e Jodistuksen toinen suunta nayttda, etta jos mielivaltaiset kaksi solmua
pdatyvat transpoosiverkossa samaan syvyyssuuntaispuuhun, ne kuuluvat G:n
samaan vahvasti yhteiseen komponenttiin

Oletetaan ettd v ja w kuuluvat samaan verkon G syvyyssuuntaispuuhun.
Merkitdaan z:lla kyseisen syvyyssuuntaispuun juurisolmua.

Koska v on z:n seuraaja verkon G'T syvyyssuuntaispuussa, on solmusta v
solmuun z polku alkuperdisessa verkossa G.

Ndytetdan nyt, etta verkossa G taytyy myds olla polku solmusta x solmuun
V.

Kun etsintd GT aloitti solmusta z, ei solmussa v oltu vield vierailtu, eli
verkon G syvyyssuuntaisessa lapikdynnissa v:n kasittely on loppunut ennen
x.n kasittelyn loppumista.

Solmun v kasittely ei ole voinut alkaa G:n lapikdynnissa ennen x:n
kasittelya, silla muuten verkossa G olevan polun v ~» x takia x olisi saatu
kdsiteltya ennen wv:ta. Siispa solmun v kdsittely on aloitettu z:n jo
|0ydyttya, mutta ennen kuin x on kasitelty, eli x:n ollessa viela harmaa.
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Edellisesta seuraa, etta verkon G syvyyssuuntaisessa lapikaynnissa v:ssd
vieraillaan kun solmun x kautta kulkeva lapikaynti on menossa. Eli
verkossa GG on polku =z ~ v. Aiemmin todetun perusteella verkossa GG on
MyoOs polku v ~» x eli solmut v ja  kuuluvat samaan vahvasti yhtenaiseen
komponenttiin.

Vastaavanlaisella padttelylla voidaan nayttaa, etta verkossa G on polut
T~ w ja w~ x, eli nainollen solmut v ja w ovat saavutettavissa toisistaan
solmun x kautta, eli ne kuuluvat samaan vahvasti yhtendiseen
komponenttiin verkossa G.

On siis osoitettu myds todistuksen toinen suunta, eli jos mielivaltaiset
kaksi solmua paatyvat transpoosiverkossa samaan syvyyssuuntaispuuhun,
ne kuuluvat G:n samaan vahvasti yhteiseen komponenttiin

Todistus siis osoittaa, etta algoritmi toimii oikein vaikka algoritmin toiminnan
perusteita onkin hiukan vaikea nahda padaltapain

Vahvasti yhtenaiset komponentit etsiva algoritmi onkin hyva esimerkKki
tilanteessa, jossa matematiikkaa tarvitaan pelkan intuition lisaksi
vakuuttamaan algoritmin oikeellisuudesta
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Lyhimmadt polut

e T[arkastellaan painotettuja verkkoja ja tulkitaan kaaren paino sen yhdistamien
solmujen etadisyydeksi

e Kkaaripainon voi tulkita myos esim. ajaksi mika kuluu matkustettaessa kaaren
vhdistavien solmujen valinen matka

e tehtavana on loytaa annetusta solmusta s lyhin etaisyys, eli vahiten painava
polku kaikkiin muihin solmuihin

e ongelma on keskeinen esim. tietoliikenneverkkojen reitityksessa

e esitellaan ongelmalle ratkaisuksi Dijkstran algoritmi joka olettaa etta
kaaripainot ovat positiivisia

e Negatiivisten kaaripainojen tapauksessa lyhimmat polut voidaan ratkaista esim.
Dijkstran jalkeen kasiteltavalla Floyd-Warshallin algoritmilla tai
Bellman-Ford-algoritmilla jota ei kurssilla kasitella
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Olkoon G = (V, E) suunnattu verkko ja s erds verkon solmu

oletetaan ettd jokaiseen kaareen (u,v) € E on liitetty pituus w(u,v) joka on
ei-negatiivinen reaaliluku

oletetaan lisdksi ettd jos (u,v) € E niin w(u,v) = oo ja w(v,v) = 0, eli jos
solmuja ei yhdista kaari, niiden valisen reitin pituus on daretdon ja jokaisesta
solmusta matka itseensa on nolla

Dijkstran algoritmi pitaa ylla joukkoa S joka muodostuu solmuista joiden lyhin
etaisyys solmuun s on jo selvitetty

algoritmi kayttaa aputaulukkoja distance ja path, joihin talletetaan tietoa verkon

solmuihin liittyen

— distance[v] kertoo mika on solmun v etdisyysarvio solmusta s

— path[v] on se joukon S solmu, joka edeltdd solmua v toistaiseksi tunnetulla
lyhimmalla polulla

lyhin tunnettu polku s ~ v seka sen etadisyysarvio, joista algoritmi pitaa kirjaa,
ovat sellaisia etta polun kaikki solmut mahdollisesti solmua v lukuunottamatta
kuuluvat joukkoon S
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aluksi algoritmi asettaa kaikkien solmujen (paitsi solmun s) etdisyysarvioksi
ddarettoman eli distance[v] = oo, sekd path[v] arvoksi NIL

algoritmi valitsee toistuvasti solmun u € V' \ S, jonka etdisyysarvio solmuun s on

pienin

— valittu solmu wu lisataan joukkoon S, ja

— kaikkien solmun u vierussolmujen v etaisyysarvio solmuun s seka polkutieto
path[v] pdivitetdadn

ensimmaisessa toistoaskeleessa tulee valituksi aloitussolmu s silla distance[s] = 0

— solmu s siis lisataan joukkoon S

— kaikille s:n vierussolmuille v asetetaan uusi etadisyysarvio, joka on nyt
distance[s] + w(s,v) = 0 4+ w(s,v) = w(s,v), eli sama kuin etdisyys solmujen
s ja v valilla

— attribuuttien path[v] arvoksi tulee s, silld lyhin polku solmusta s solmuun v
saapuu solmun s kautta
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e toisessa toistoaskeleessa tulee valituksi se solmu v jonka etdisyys solmuun s on
lyhin

— solmu wu siis lisataan joukkoon S

— kaikille u:n vierussolmuille v joiden entinen etaisyysarvio solmuun s on
suurempi kuin distance[u] + w(u,v):

— asetetaan uusi etdisyysarvio, joka on nyt distance[u] + w(u,v), eli sama kuin
etaisyys s — u + etaisyys v — v, ja

— polkutiedon path[v] arvoksi pdivitetddn u, silla lyhin tunnettu polku
solmusta s solmuun v saapuu solmun u kautta

e Sama jatkuu seuraavissa toistoaskeleissa
valitaan solmu w jonka etaisyys lahtdosolmuun s on lyhin

— solmu u lisataan joukkoon S

— kaikille u:n vierussolmuille v joiden entinen etaisyysarvio solmuun s on
suurempi kuin distance[u] + w(u,v), pdivitetdan etdisyysarvio ja

— polkutiedoksi path[v] arvoksi pdivitetdaan u, silla lyhin polku solmusta s
solmuun v saapuu solmun u kautta

458



e algoritmi osittain abstraktissa muodossa

Dijkstra(G,w,s)

1 for kaikille solmuille v € V
2 distance[v] = oo

3 path[v] = NIL

4  distance[s] = 0

5 S=19

6 while ( kaikki solmut eivat vield ole joukossa S )

7 valitse solmu u € V' \ S, jonka etdisyysarvio lahtdsolmuun s on lyhin
3
9

S =S UAu}

for jokaiselle solmulle v € vierus[u] // kaikille u:n vierussolmuille v
10 if distance[v] > distance[u] + w(u,v)
11 distance[v] = distance[u]+w(u,V)
12 path[v] = u

e Seuraavilla kalvoilla esimerkki algoritmin toiminnasta
— joukkoon S lisatyt alkiot tummanharmaita (varikuvassa punaisia)

— kdsittelyvuorossa oleva alkio vaaleanharmaa (vdrikuvassa keltainen)
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e tieto lyhimmista poluista on kuvattu paksunnettuina kaarina
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e miten algoritmin rivi 7, jossa on valittava solmu u € V' \ S, jonka etdisyys
lahtosolmuun s on lyhin, voidaan toteuttaa tehokkaasti?

— yksi mahdollisuus olisi tietysti kdydd lapi kaikki solmut joukosta V' \ S
e tehokkaampaan ratkaisuun paastaan kayttamalla aputietorakenteena

minimikekoa H

— solmut v € V' \ S pidetdan keossa

— solmun v avaimena sen etdisyysarvion distance[v] arvo

— nain seuraavaksi kasiteltava solmu saadaan nopeasti operaatiolla
heap-delete-min

— jos valitun solmun wu jonkin vierussolmun v etaisyysarviota pienennetaan,
kutsutaan sille heap-decrease-key-operaatiota joka asettaa solmun v taas
oikealle paikalle keossa
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e algoritmi joka hyodyntaa minimikekoa

Dijkstra(G,w,s)

1 for kaikille solmuille v € V

2 distance[v] = oo

3 path[v] = NIL

4 distance[s] = 0

5 S=10

6 for kaikille solmuille v € V

7 heap-insert(H,v,distance[v])

8 while ( not empty(H) )

9 u = heap-del-min(H)

10 S =S UAu}

11 for jokaiselle solmulle v € vierus[u] // kaikille u:n vierussolmuille v
12 if distance[v] > distance[u] + w(u,v)
13 distance[v] = distance[u]4+w(u,V)
14 path[v] = u

15 heap-decrease-key(H,v,distance[v])

e Huom: joukkoa S ei oikeastaan enda tarvita, silla joukossa S ovat tasmalleen ne
alkiot jotka eivdt ole keossa H

e pidetdan kuitenkin S mukana silla se selkeyttad pian esitettavaa
oikeellisuustodistusta
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e algoritmin suorituksen jalkeen lyhin polku s ~» v saadaan selville seuraavasti:
— path[v] kertoo minkd solmun kautta lyhin polku s ~» v saapuu solmuun v
— solmuun path[v] lyhin polku saapuu solmun path[path[v]] kautta, jne

— laitetaan pinoon path[v], path[path[v]], path[path[path[v]]] ja tulostetaan pinon
sisalto

— nain saadaan tulostettua polulla koko polku s ~» v alusta loppuun

e algoritmina:

shortest-path(G,v)

1 u = path|v]

2 while u # s

3 push(pino,u)

4 u = path[u]

5 print(lyhin polku solmusta s solmuun v )
6 while not empty(pino)

7 u = pop(P)

8 print(u)
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e toinen esimerkki Dijkstran algoritmin toiminnasta, talla kertaa kyseessa
suuntaamaton verkko
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e Dijkstran-algoritmin vaativuus

rivien 1-5 alustustoimet vievat aikaa selvasti O(|V])

kaytossa siis minimikeko, ja kutsutaan keko-operaatioita heap-insert,
heap-del-min ja heap-decrease-key

keko-operaatioiden vaativuus on O(logn) jos keossa n alkiota

riveilla 7-8 tehdddn |V| kappaletta heap-insert-operaatioita, aikaa siis kuluu
O(|V]log[V])

rivien 8-15 toistolauseessa O(log|V|) aikaa vievda operaatiota heap-del-min
Kutsutaan kullekin solmulle kerran, eli yhteensa |V| kertaa

koska jokainen solmu v lisataan joukkoon S vain kertaalleen, kaydaan kukin
vieruslista ldapi tasmalleen kerran

jokaista kaarta siis tutkitaan rivilld 12 kerran, eli O(log |V]) aikaa vievda
heap-decrease-key-operaatiota kutsutaan maksimissaan |E| kertaa

yhteensd toistolauseessa kuluu aikaa O((|E| 4+ |V]) log |V
koko algoritmin aikavaativuus

), joka on samalla

algoritmin alussa kaikki solmut ovat keossa ja taman jdlkeen keko alkaa
pienentya solmujen siirtyessa samalla joukkoon S

tilavaativuus on siis selvasti O(|V|)
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joskus riittaa tietda pelkastaan kahden solmuparin s ja v valinen lyhin polku

e suoritetaan algoritmia lahtosolmuna s siihen asti kunnes solmu v lisatdaan
joukkoon S

e taman jalkeen voidaan lopettaa silla lyhin polku s~ v on jo selvinnyt

itseasiassa ei ole 0-analyysin mielessa helpompaa etsia lyhinta polkua
solmusta s yhteen solmuun v kuin solmusta s kaikkiin solmuihin

e Dijkstran algoritmi noudattaa ns. ahnetta (greedy) strategiaa:

rivilla 9 valitaan aina kasiteltavaksi se solmu mika on lahimpana
aloitussolmua s

ahneudella tarkoitetaan tassa sita etta algoritmi pyrkii joka hetkella juuri
silloin "parhaalta" vaikuttavaan ratkaisuun

ei ole itsestadnselvaa etta ahne strategia tuottaa nimenomaan lyhimmat
polut, mutta Dijkstran algoritmin tapauksessa nain on

todistus perustuu seuraavaan havaintoon: kaikille solmuille v € S patee:
distance[v] on sama kuin lyhimman polun s ~ v pituus

eli kun solmu on lisatty joukkoon S, sen lyhin etdisyys aloitussolmuun on
selvinnyt

e perustellaan seuraavassa tarkemmin miksi Dijkstran algoritmi toimii oikein
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Naytetaan, etta

(1) solmuille v € S patee: distance[v] on sama kuin lyhimman polun s ~ v
pituus

(2) solmuille v € V' \ S pdtee: distance[v] on lyhimmadn tunnetun, el
kaytanndssa joukon S solmujen kautta kulkeva polun s ~» v pituus

Vaittamat ovat voimassa alustuksen jalkeen:

— alussa S = {s} ja distance[s] = 0, ja koska kaikki kaaripainot positiivisia, ei
lyhempaa polkua solmuun s ole olemassa

— algoritmi pdivittaa s:n vierussolmujen v etdisyysarvioiksi w(s,v), eli selvasti
kaikkien solmujen v € V' \ S etdisyysarvio on alussa lyhin tunnettu etdisyys

Oletetaan nyt, etta vaittamat ovat voimassa tietylla suoritushetkella, ja
naytetaan etta ne sdilyvat voimassa kun uusia solmuja lisataan joukkoon S

Olkoon u seuraavaksi kasittelyvuorossa oleva eli joukkoon S lisattava solmu

— Kasittelyvuorossa oleva solmu on siis joukon S ulkopuolisista solmuista se,
jonka etaisyysarvio on pienin

— Kun solmu w lisataan joukkoon S ei sen etdisyysarviota endaa muuteta

— eli jotta vaittama (1) pysyisi voimassa, on lisattdvan solmun etdisyysarvion
jo oltava sama kuin lyhimman polun s ~ u pituus
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e Voiko verkossa olla viela lyhyempada polkua s:sta u:hun kuin joukon S kautta
kulkeva distancel[u]:n pituinen polku?

— Oletetaan, etta verkossa olisi viela lyhempi polku solmuun u
— Taman polun taytyisi kayda jossain vaiheessa joukon S ulkopuolella

— Jaetaan tama polku osiin: s~ p — g ~ u Missa g on polun ensimmadinen
solmu, joka on joukon S ulkopuolella

R
S \ :
K distance[q]
: >
J sz distance[u]

— Nyt distance[q] = distance[p] + w(p, q) > distance[u] silla algoritmi valitsi
solmun u kasittelyyn ennen q:ta

— Polun loppuosan g ~ u pituuden pitdisi olla negatiivinen, jotta polku olisi
todella lyhyempi kuin distance[u]. Dijkstran algoritmi kuitenkin kdsittelee
ainoastaan tilanteita, joissa kaarten paino on positiivinen

— Eli kun solmu u lisataan joukkoon ei koko verkossa voi olla polkua s~ wu
jonka pituus olisi pienempi kuin distance[u]

— vadittama (1) siis sdilyy voimassa uusia solmuja lisattdessa
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On viela osoitettava, ettd algoritmi paivittda oikein etdisyysarviot taulukkoon
distance, eli ettd vadittama (2) sadilyy voimassa uusia solmuja joukkoon S
lisattaessa

Olkoon edelleen u seuraavaksi joukkoon S lisattava solmu, ja tarkastellaan u:n
mielivaltaista vierussolmua v joka ei viela ole joukossa S

jos polku s ~ u — v on lyhempi kuin aiemmin tunnettu Iyhin polku s~ v,
asettaa algoritmi rivilla 13 v:lle uuden etaisyysarvion

Onko nain asetettu uusi etadisyysarvio pienin etaisyys polulle s ~ v, joka
voidaan tassa suoritusvaiheessa tietaa, eli jossa kaikki solmut polun varrella
kuuluvat joukkoon S7

Ainoa mahdollisuus, etta nain ei olisi, on alla kuvattu tilanne, jossa v:hen

kulkisi viela lyhempi polku s~ v — x — v, eli missa solmusta « palattaisiin viela
johonkin joukon S solmuun x

S
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e kuvatun kaltaista polkua ei kuitenkaan voi olla olemassa, silla koska x laitettiin
joukkoon S ennen solmua wu, ei lyhin polku solmuun x voi kulkea u:n kautta

e algoritmi siis paivittaa oikein joukon S ulkopuolisten solmujen etaisyysarviot eli
vaittama (2) sdilyy voimassa uusia solmuja lisattdessa

e On siis osoitettu, etta

(1) solmuille v € S patee: distance[v] on sama kuin lyhimman polun s~ v
pituus

(2) solmuille v € V' \ S pdtee: distance[v] on lyhimmdn tunnetun, el
kaytanndssa joukon S solmujen kautta kulkeva polun s ~» v pituus

ovat voimassa algoritmin suorituksen alussa ja pysyvat voimassa kun solmuja
lisatddn joukkoon S

e Lopussa kaikki solmut ovat joukossa S, eli vaittamasta (1) seuraa, etta Ioytaa
algoritmi lyhimman polun kaikkiin solmuihin
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Esimerkki ongelmanratkaisusta Dijkstralla: vankilapako

e SyoOtteend saadaan vankilan pohjapiirros matriisina B[0...2-m][0...2 - m]

e Jokainen paikka BJ:][j] on joko kdytavda tai muuria

o0
® O
X @
o0
o0 O

e Vanki on aluksi vankilan keskipaikassa B[m][m], joka on kdytdvada
e T[avoitteena on pdasta vankilasta sen jonkin reunan yli vapauteen

e Vankilassa saa liikkua seuraavasti:

— NyKkyisesta paikasta voi siirtya mihin tahansa naapuripaikkaan, mutta ei
kulmittain.

— Kaytavilla voi hiiviskella, mutta niilla ei kannata maleksia turhaan

— Muuriin taytyy ensin kaivautua ennen kuin siihen voi kulkea
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Pakosuunnitelmassa on tarkeinta, etta ei kaiveta yhtaan enempad kuin aivan
valttamatonta.

MyOs hiiviskelya pitaisi valttaa, jos se on mahdollista

Mallinnetaan pakoreitti lyhyimpana polkuna verkossa G
— V = vankilan paikat seka lisdapaikka t vapaudessa
— Kaari (p,q) € E jos ja vain jos paikka g on paikan p naapuripaikka

— Jokaisen reunapaikan naapurina on myos lisdpaikka t

Kaarilla on painot niiden maalisolmun (kohdepaikan) ¢ mukaan:
— Jos g on kaytavlla, w(p,q) =1

— Jos g on muurilla w(p,q) = (2 -m 4+ 1)? eli suurempi kuin koko vankilan
pinta-ala

— Jos g on vapaudessa eli g =t, w(p,q) =0

Nailla kaaripainoilla yksikin kaivautuminen johtaa suurempaan etadisyyteen kuin
pisinkaan hiiviskely
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e Eras mahdollisimman hyva pakosuunnitelma saadaan siis seuraavasti:

— Suoritetaan Dijkstran algoritmia verkossa G alkusolmusta B[m][m] lahtien,
kunnes solmu ¢t liitetaan joukkoon S

— Talloin pakosuunnitelma saadaan seuraamalla taulukon path polkutietoja
solmusta t taaksepadin ja kaantamadlla saadun polun jarjestys:

s — ... — path[path[t]] — path[t] — t
e Verkkoa G ei tarvitse tallentaa erikseen, vaan vieruslistat lasketaan algoritmin
suorituksen aikana nykyisen solmun indekseista 1, j:

— Solmun BIJi][j] mahdolliset vierussolmut ovat B[i + 1][j], B[: — 1][j],
Bli][j + 1] ja B[i][j — 1]
— Indeksoinnin ylitys tarkoittaa lisasolmua t

— Kaaripaino katsotaan kohdesolmusta
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Kaikki lyhimmadt polut

e Merkintojen yksinkertaistamiseksi oletetaan, etta solmujoukko on
V={1,...,n}, missda n on solmujen lukumadara

e Halutaan muodostaa n x n-matriisi D, missa D[z, 5] on Ilyhimman polun paino
1~ 7, eli halutaan selvittaa jokaisen solmun valisen Iyhimman polun
pituus/paino

e Jos kaarten painot ovat ei-negatiivisia, ongelma voidaan ratkaista suorittamalla
Dijkstran algoritmi n kertaa

e Olettamalla prioriteettijono toteutetulési kekona saadaan aikavaativuudeksi
o(VI|-(VI+I|lEDlg|V]) =0V I +|VI]IE|)log|V])

e Jos verkko on tihed (kaaria on melkein jokaisen solmun valilld) eli
|[E|=0(V?), téma on O(|V [*log |V ])

e Floydin-Warshallin algoritmi ratkaisee ongelman ajassa O(|V\3), mika siis
tiheilla verkoilla on asymptoottisesti parempi kuin Dijkstran toistaminen

e Lisaksi Floyd-Warshall
— sallii negatiiviset painot (mutta ei negatiivisia kehid)

— on helppo toteuttaa, vakiokertoimet ovat pienia

476



e Verkko oletetaan annetuksi vierusmatriisina A[1..n,1..n]. Oletetaan
Ali, j] = oo, jos (i,j) € E. Jos verkko on vieruslistamuodossa, on tieto kaarista
konvertoitavissa matriisimuotoon ajassa O(|V|?)

e Algoritmi laskee vilituloksenaan etdisyysmatriiseja D°, D1, D? ... D"

e matriisin D* alkio DF[i, ] pitda ylla tietoa siitd mikd on solmujen ¢, j lyhin
etdisyys, jos niita yhdistava polku kayttaa ainoastaan solmuja 1,2,...,k, eli

DO[i, j] kertoo mikd on solmujen i ja j etdisyys jos niiden véliselld polulla ei
ole mitaan solmua, toisin sanoen, mika on :n ja j:n vadlisen mahdollisen
suoran kaaren pituus eli D94, 5] = A[i, 5]

D1[i, j] kertoo mikd on solmujen i ja j pienin etdisyys jos niiden viliselld
polulla kaydaan korkeintaan solmussa 1

D?[i, j] kertoo mikd on solmujen i ja j pienin etdisyys jos niiden viliselld
polulla kdyddan korkeintaan solmuissa 1 ja 2 (molemmissa tai vain toisessa
tai ei kummassakaan)

D"[7, 5] kertoo mikd on solmujen ¢ ja 7 pienin etdisyys siten, ettd niiden
valisella polulla voidaan kayda missa tahansa verkon solmuista
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eli matriisi D" kertoo halutun lopputuloksen kaikille solmuille 7,7 € V

miten matriisit D, D!, D?,... D™ saadaan laskettua?

— DO siis saadaan suoraan siirtymamatriisista DO9[:, j] = A[s, 5]

entd D! joka kertoo mikd on solmujen ¢ ja j pienin etdisyys jos niiden viliselld
polulla kaydaan korkeintaan solmussa 17

— solmujen ¢ ja 5 pienin etdisyys silloin kun niiden vadlinen polku kay
korkeintaan solmussa 1 on selvasti joko kaaren ¢+ — 5 paino tai polun
1 — 1 — 5 pituus

— jalkimmaisessa vaihtoehdossa polku ¢ ~» 5 siis kulkee solmun 1 kautta
— eli D[4, 5] = min{D°[i, j], D°[i, 1] + D°[1, ]}
entd D2 joka kertoo mikd on solmujen i ja 7 pienin etaisyys jos niiden valinen

polku saa kdyda solmuissa 1 ja 27

— D'[i, j] kertoo pienimman etdisyyden jos vialissd kdydaan korkeintaan
solmussa 1

— viela lyhempi solmu voi |0ytyd, jos kuljetaan solmun 2 kautta ¢~ 2 ~» 7,
tama ei tosin ole valttamatta lyhempi kuin jo tunnettu solmua 2
hyodyntamaton polku ¢ ~»> j

— eli D2[i,§] = min{D[i, j], D[i, 2] 4+ D'[2, j]}
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o D?Z[i,4] siis pitdd sisdlldan lyhimman polun ¢ ja j vélilld, joka voi olla joko
— 11—
—1—=1—=7
—1—=2—=7
—1—=1—=2-=3

—1—=2=1=3

e huomattavaa on, etta polku voi kulkea solmun 2 kautta kolmella eri tavalla
— joko kaymatta solmussa 1 tai kulkemalla ensin tai lopuksi solmun 1 kautta

— tieto lyhimmasta korkeintaan solmun 1 kautta kulkevasta polun 2 ~» 2
pituudesta on huomioitu laskettaessa D'[i, 2], polku on joko i — 2 tai
1 —1—2

— vastaavasti lyhimman korkeintaan solmun 1 kautta kulkevan polun 2 ~s 3
pituus on laskettu D![2, j] siten ettd on huomioitu mahdollinen solmun 1
kautta kulkeminen

— huom: polkuz—1—2 — 1 — 5 ei voi tulla kyseeseen, silla silloin 1 -2 — 1
olisi negatiivinen sykli, ja algoritmi ei toimi ndissa tapauksissa

e algoritmi siis nayttaa kayvan lapi kaikki vaihtoehtoiset polut laskiessaan
alkioiden D?[i, j] arvot
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e cdellisestd yleistamalld saamme laskusdanndn matriisin D* alkioiden DF[i, §]
arvoille:

D*[i, j] = min{ D*"[i,j], D* '[i,k] + D* [k, ;] }

e ¢cli lyhin polku 2 ~ 5 joka kayttda solmuja 1,2,...,k on sama joka ei kadyta
solmua k ollenkaan tai : ~ k ~» 7 missa k:ta pienempia solmuja ei ole kaytetty

e Kkuvana:

DKL1ij]

DXL K]

e DO saadaan suoraan siirtymamatriisista ja matriisin D* kaikki arvot voidaan
edellisen matriisin D=1 avulla

e nainollen on helppo muodostaa algoritmi joka selvittad matriisit
numerojarjestyksessa pdaatyen matriisiin D™ joka on haluttu lopputulos
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e [asta saamme algoritmin ensimmaisen version

Floyd-Warshall-v1(A)

1 fori=1ton

2 for j=1ton

3 if 1 ==

4 D°[i,5] =0

5 else D°[i, 5] = Al4, 5]

6 fork=1ton

7 fori=1ton

8 forj=1ton

9 DF[i, 5] = min { D*"[3,j], D**[i, k] + D[k, 5] }

e Kolmen sisdkkdisen for-lauseen takia aikavaativuus on selvasti O(n3)

e Tilavaativuus on tadssd versiossa O(n3), silld O(n?):n kokoisia matriiseja on
kdytdssd n kappaletta. Kuten pian havaitaan, apumatriisien D kdyttod voidaan
tehostaa ja tilavaativuus saadaan putoamaan nelidiseksi

e tarkastellaan seuraavilla kalvoilla esimerkkia algoritmin toiminnasta, selvyyden
vuoksi solmut on nimetty aakkosin a, b, c ja d, matriisi D! vastaa lyhimpia
korkeintaan a:n kautta kulkevia polkuja, jne
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e verkko ja sita vastaava siirtymamatriisi

2 a b c d_
3 DO:b 2 0 o oo
6 C o 7 0 1
1 d d_6°°°°0

e matriisia D! laskettaessa, selvitetddn Iyhentddkd a:n kautta kulkeminen
joidenkin solmujen valista polkua

a b c¢c d a b c d_
a |0 ® 3 @ a © 3
pD0- b [12/0 @ o pl- b 0 5 o
C |0 7 0 1 c w 7 0 1
d |16 ® © 0 d 6 © 9 0

e huomataan, etta b~ a~ c ja d~ a~> ¢ ovat lyhempia kuin aiemmin tunnetut
a:ta kayttamattomat polut
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e matriisia D? laskettaessa, huomataan, ettd b:n kautta kulkeminen lyhentds

ainoastaan polkua ¢~ a

a b ¢ d ]
SECRCHERE

pl= b 121005 =
C 0 E?i 0 1
d 6 ©, 9 0

a b
O (o0}
2 0
9 7
6 (o0}

e matriisia D3 laskettaessa selvitetdidn lyhentddkd c:n kautta

joidenkin solmujen valista polkua

a b ¢ d

a Q0 © :_é: ©

p2= b | 2 05 =
¢c |19 7i0 1L

d 6 ©, 9 0

b
10

0
7

(0)] © N o o

16

c d

3 (e 0]

5 o

0 1

9 0
kulkeminen

c d
3 4
5 6
0O 1
9 O

e huomaamme, etta esim. a ~ c~ b ja a ~ ¢~ d ovat lyhempia kuin aiemmin

tunnetut c:ta kayttamattomat polut
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e matriisia D* laskettaessa siis selvitetdan lyhentddkd d:n kautta kulkeminen
joidenkin solmujen valista polkua, eli tassa vaiheessa on kaikki vaihtoehdot
otettu huomioon ja algoritmi on selvittanyt halutun lopputuloksen

a b c d a b c d

a | 0 10 34 a | 0 10 3 4

p3- b 2 0 56 D4- b 2 0 5 6
c 9 7 01! c 7 7 0 1

d |16 16 9 10 d 6 16 9 0
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Tilantarve saadaan helposti pudotetuksi luokkaan O(n?) toteamalla, etts
matriisin D* laskemiseen ei endid tarvita matriiseja D°, D1, ... DF 2

Riittda siis pitdd muistissa kaksi viimeisintd matriisia D = D* ja D' = Dk-1

Tastakin voidaan sadstaad puolet: tarvitaan vain yksi matriisi D, jonka paivitys
on Dli, j] = min{ Dli, j], D[i, k] + DIk, j] }

Tama seuraa siita, etta solmuun k rajautuvissa poluissa ei ole valia, sallitaanko
k valisolmuna, eli kaikilla 2, 5 ja k patee

DF[i, k] = D" i, k] ja DF[k, j1 = D" !k, 5]
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e Saadaan ajassa O(n3) ja tyotilassa O(n?) toimiva algoritmi:

Floyd-Warshall-v2(A)
1 fori=1ton

2 for j=1ton

3 if i==14

4 DJ[i,j] =0

5 else DJi, 7] = Alz, j]

6 fork=1ton

7 fore=1ton

8 forj=1ton

9 if Dl[i, k] + DIk, j] < D3, j]

10 D[i, j] = D[i, k] + D[k, j]

e algoritmin yhteydessa on mahdollista selvittdaa lyhimpien polkujen painojen
lisaksi lyhimmat polut

e jatamme taman harjoitustehtavaksi
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Verkon virittdvdt puut

e Olkoon G = (V, E) suuntaamaton yhtendinen verkko

— verkon yhtendisyydella tarkoitamme ettad kaikki verkon solmut ovat
saavutettavissa toisistaan, eli

— verkossa ei ole erillisia osia

e verkon G virittdvd puu (engl. spanning tree) on G:n yhtendinen sykliton
aliverkko joka sisdltda kaikki G:n solmut

e verkko ja sen virittavia puita

2 2 2
-- -
4 (4) 4
verkko virittava puu 1 virittava puu 2 virittava puu 3

487



e seuraavassa yksinkertainen algoritmi joka muodostaa verkolle G = (V, E) jonkin
virittavan puun

e algoritmin lopussa joukossa T' olevat kaaret muodostavat virittavan puun

spanning-tree(G)

valitaan mielivaltainen solmu v € V

V'= {v}

T =0

while V' # V
valitse kaari (u,v) € E siten ettd u e V' jave V\V’
V'=V'"U {v}
T =T U {(u,v)}

~NOoO O WN -
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e esimerkki algoritmin toiminnasta:

2

V'={1,2,3}

V'={1,2,3,4)
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virittavia puita hydodynnetadn useissa sovelluksissa

esim. tietokoneverkkoprotokollissa ja hajautetuissa algoritmeissa koneet
joutuvat usein jakamaan tietoa keskenaan, tama hoidetaan muodostamalla
virittava puu ja kayttamalla sita sanomien valittamiseen

asken esitetty algoritmi muodostaa verkosta jonkin virittavan puun, jos
kyseessa on painotettu verkko, olemme yleensa kiinnostuneita minimaalisen
virittavan puun muodostamisesta

Olkoon G = (V, E) suuntaamaton yhtendinen painotettu verkko, jonka
kaaripainot maaraa funktio w

verkon G minimaalinen virittdvad puu (engl. minimal spanning tree) on G:n
virittavista puista se jonka kaaripainojen summa on pienin
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e Yhdella verkolla voi olla useita minimaalisia virittavia puita:

e Yleensa riittaa etta pystytdan muodostamaan jokin minimaalisista virittavista
puista

e Minimaalisen virittavan puun muodostamiseen esitetaan kurssilla kaksi
algoritmia:

— Primin algoritmi

— Kruskalin algoritmi

e Yleisperiaate on sama kuin aikaisemmin esitetyssa algoritmissa jonkun
virittavan puun laskemiseen: puuhun lisataan kaaria yksi kerrallaan niin, etta ei
synny syklia

e Nyt kuitenkin kaaria lisatdan puuhun madrdtyssa jarjestyksessa jotta
virittavasta puusta saadaan minimaalinen
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Primin algoritmi

e Algoritmin toimintaperiaate on hyvin samankaltainen kuin kalvon 489
algoritmilla

— rakenteilla on virittava puu, jota kasvatetaan solmu kerrallaan

— kun kaikki solmut on lisatty, on virittava puu valmis
e puuhun lisattavia solmuja ei valita mielivaltaisesti

e lisattdvaksi solmuksi valitaan se, joka on lahimpana jotakin jo puussa olevaa
solmua

e tallaisen solmun ja sen puuhun yhdistavan kaaren valinta nayttaa aina
suoritushetkella parhaalta valinnalta

e aina tietylla hetkella parhaalta nayttavan valinnan tekemista sanotaan ahneeksi
toimintastrategiaksi (engl. greedy), ja ahneita valintoja tekevaa algoritmia
ahneeksi algoritmiksi

e ¢ ole selvad, etta ahne valinta tuottaa aina optimaalisen lopputuloksen, kuten
pian naemme Primin algoritmin kohdalla tilanne on kuitenkin nain

e Seuraavalla kalvolla algoritmin hahmotelma
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e Puun muodostaminen aloitetaan jostain verkon solmusta r, aloitussolmu
voidaan valita vapaasti

e Algoritmi keraa minimaalisen virittavan puun muodostavat kaaret joukkoon T
e Virittavan puun ulkopuolella olevista solmuista pidetdan kirjaa joukossa H
e Aluksi T on tyhja ja H sisaltaa kaikki solmut

e Ensimmaisella kierroksella r lisataan virittavaan puuhun, eli poistetaan joukosta
H

e Taman jdlkeen jokaisella kierroksella algoritmi lisaa virittavaan puuhun solmun,
joka on lahimpana jotain virittavassa puussa jo olevaa solmua

— Lisattava solmu on siis se, johon kohdistuu painoltaan pienin niista kaarista,
jotka yhdistavat jotain virittavdaan puuhun jo kuuluvaa ja jotain siihen
kuulumatonta eli joukossa H olevaa solmua

— uuden solmun virittavaan puuhun yhdistava kaari lisataan joukkoon T

— lisatty solmu poistetaan joukosta H

e Kun joukko H on tyhja, minimaalinen virittava puu on valmis ja se koostuu
joukon T kaarista
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e Ennen yksityiskohtaisempaa algoritmiesitystd, tarkastellaan esimerkkia

e Algoritmi aloittaa vasemman vylareunan solmusta, tummennetut kaaret
muodostavat minimaalisen virittavan puun

e Solmut siis liittyvat virittavaan puuhun yksitellen, siten etta jotain virittavassa

puussa jo olevaa solmua lahimpana oleva solmu liitetaan puuhun kullakin
kierroksella

e Algoritmin tehokkaan toteutuksen kannalta onkin oleellista etta lahimpana
puun valmista osaa oleva solmu I0ytyy nopeasti
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Lahdetdan tarkastelemaan algoritmin toteutuksen yksityiskohtia

Algoritmi kayttaa aputaulukkoa distance, johon on talletettuna jokaiselle
solmulle sen lyhin etdisyys johonkin jo virittavavadssa puussa olevaan, eli joukon
H ulkopuolella olevaan solmuun

Aluksi asetetaan distance[r] = 0 ja kaikille muille solmuille distance[v] = oo

Jokaisella kierroksella lisatdaan puuhun se solmu wu, jolla distance[u] on pienin
niista solmuista, jotka kuuluvat joukkoon H

Joukko H toteuteutetaan minimikekona siten, etta avainkenttana toimii
distance[v] eli solmun etdisyys johonkin virittdvdssa puussa jo olevaan solmuun

— oOperaation heap-del-min(H) avulla saadaan siis selville nopeasti solmu, josta
on lyhin kaari jo virittavdssa puussa olevaan solmuun

Kun virittavaan puuhun lisataan uusi solmu w, kayddaan w:n vieruslista lapi

— Jos vieruslistan solmu v on vield keossa H ja w(u,v) < distance[v], niin
solmun distance-arvoa pienennetdaan w(u,v):Ksi

— Nain siis solmun v pienin etaisyys jo virittavdssa puussa olevaan solmuun
saadaan pidettya ajan tasalla

— Jotta vierussolmu, jonka distance-arvo muuttuu, pysyisi keossa H oikealla
paikalla, kutsutaan sille heap-decrease-key-operaatiota
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e Algoritmilla on kaytossa myos aputaulukko parent

e JOs solmu u ei vield ole virittavdssa puussa, kertoo parent|[u] sen virittdvdssa
puussa olevan solmun, josta on lyhin kaari solmuun u

e Alussa asetetaan kaikille solmuille parent[u] = NIL, silla virittdvdssa puussa ei
ole viela yhtaan solmua
e Kun virittavaan puuhun lisataan uusi solmu «

— virittavaan puuhun tulee kaari (parent[u],u), eli se lisatdaan joukkoon T

— kaytaessa wu:n vieruslistaa lapi

jos vieruslistan solmu v on vield keossa H ja w(u,v) < distance[v], arvon
distance[v] pienennyksen lisdksi asetetaan parent[v] = u, silla u on virittavan
puun solmu, josta on lyhin kaari solmuun v

e Primin algoritmi seuraavalla sivulla

— Algoritmin syOtteena verkko G ja sen kaaripainot maadritteleva funktio w
seka solmu r josta virittavan puun muodostaminen aloitetaan

— Algoritmi palauttaa joukon T' joka sisaltaa virittavan puun kaaret
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Prim(G,w,r)

1 T =20

2 for kaikille solmuille v € V

3 distance[v] = ~©

4 parent[v] = NIL

5 distance[r] = 0

6 for kaikille solmuille v € V

7 heap-insert(H,v,distance[v])

8 while not empty(H)

9 u = heap-del-min(H)

10 if parent[u] #= NIL // ensimmadisen solmun lisdys ei tuo
11 T =T U { (parent[u],u ) } // virittavaan puuhun kaarta
12 for jokaiselle solmulle v € vierus|u]

13 if solmu v on vield keossa H ja w(u,v) < distance[v]

14 parent[v] = u

15 distance[v] = w(u,v)

16 heap-decrease-key(H,v,distance[v])

17 return T

e vaikka algoritmin toimintaperiaate onkin hyvin selked, mutkistavat
toteutusyksityiskohdat algoritmia jossain maarin
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e algoritmin toimintaidea viela kerran:

aluksi virittdava puu on tyhja ja asetetaan kaikille solmuille paitsi r:lle
etdisyyden distance arvoksi dareton (rivi 3)

MyOs lyhin kaari, joka yhdistad solmun virittavaan puuhun on tassa
vaiheessa tuntematon (rivi 4) kaikille solmuille

riveilla 6-7 solmut laitetaan minimikekoon H, avaimena Siis solmun pienin
etadisyys jostain virittavan puun solmusta joka on aluksi kaikille paitsi
lahtosolmulle aaretdn

ensimmaisessa toistossa tulee valituksi solmu r, joka siis poistuessaan
keosta liittyy virittavaan puuhun

kun virittavaan puuhun liitetaan solmu, pidetaan voimassa ominaisuutta

Jjokaisen keossa olevan solmun v arvona distance[v] on sen kaaren
paino, minka on kevyin niiden kaarten joukossa jotka yhdistavat v:n
konstruktion alla olevaan virittavaan puuhun

kyseessd oleva kaari on (parent[v],v)

taman jalkeen otetaan keosta kasittelyyn solmu jonka etaisyys virittavaan
puuhun on pienin ja liitetaan solmu virittavaan puuhun

riveilla 12-16 huolehditaan edelleen, etta ylla oleva ominaisuus virittavan
puun ulkopuolisten solmujen distance- ja parent-arvoille pysyy voimassa

jatketaan niin kauan kun solmuja on keossa jaljella
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seuraavassa esimerkki algoritmin toiminnasta

taulukoiden distance ja parent informaatio on merkitty suoraan solmujen
vhteyteen, mydskdaan keon H sisdltdoad ei eksplisiittisesti naytetd, kekoon
kuuluvat kaikki varjaamattomat solmut

rivien 1-7 alustusvaiheen jalkeinen tilanne vasemmalla, eli kaikille paitsi
aloitussolmulle on merkitty arvoksi distance aareton

ensimmaisena keosta poistetaan aloitussolmu, joka on varjatty oikean
puoleisessa kuvassa, jossa rivien 12-16 aikana suoritettujen keosta poistetun
solmun vierussolmujen distance-ja parent-arvojen pdivityksen jalkeinen tilanne

parent-arvo, eli lyhin kaari virittavassa puussa olevaan solmuun on ilmaistu
katkoviivallisena kaarena
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e algoritmi jatkaa valitsemalla solmun, jonka distance-arvo on pienin

e joukkoon T lisataan valitun solmun v rakenteilla olevaan puuhun yhdistava
kaari (parent[u],u), joka on kuvassa merkitty tummennetulla

e lisdyksen jalkeen padivitetaan lisatyn solmun vierussolmujen distance- ja
parent-arvot
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e Primin algoritmin aikavaativuus:

rivien 1-5 alkutoimet vievdt aikaa O(|V])

algoritmi kdyttda kekoa jossa pahimmillaan |V| alkiota, kuten toivottavasti
muistamme, kaikkien keko-operaatioiden aikavaatimus on O(log |V])

riveilla 6-7 kutsutaan |V| kertaa operaatiota heap-insert, eli aikaa kuluu
O(|V]log [V])

rivien 8-16 toistolauseessa operaatio heap-del-min suoritetaan kertaalleen
jokaiselle solmulle, ja tdhdan kuluu aikaa O(|V|log |V )

sisempi toistolause riveilld 12-16 suoritetaan O(|E|) kertaa silla
suuntaamattomassa verkossa kaikkien vieruslistojen yhteispituus on 2 x |E)|

sisemmadssa toistolauseessa suoritetaan heap-decrease-key-operaatio
korkeintaan kertaalleen jokaisen kaaren yhteydessa, eli tasta koituva vaiva
on O(|E[log |V])

nain saamme Primin algoritmin aikavaativuudeksi

O(|V|1og V| + |Ellog |[V]) = O((|E| + [V])log|V|) = O(|E|log|V]) koska
yhtendisessa verkossa solmuja ei voi olla kuin korkeintaan yksi enemman
kuin kaaria

e aputietorakenteena keko, ja alussa kaikki |V| solmua ovat keossa eli
tilavaativuus O(|V])

502



Primin algoritmien oikeellisuus

e Primin algoritmi noudattaa ahnetta strategiaa: lisataan aina virittavaan puuhun
lahimpana oleva puun ulkopuolinen solmu

e ¢ei ole aivan itsestaan selvaa etta algoritmi tuottaa nimenomaan minimaalisen
virittavan puun

e Todistetaan, etta Primin algoritmi todella tuottaa minimaalisen virittavan puun

e Todistuksen idea:

— Vaihdetaan joku algoritmin tuottaman virittavan puun kaari toiseksi

— QOsoitetaan, etta nadin saatavan virittavan puun paino ei voi olla pienempi
kuin alkuperaisen virittavan puun paino
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e Osoitetaan ensin seuraava aputulos, jonka avulla voidaan todistaa, etta Primin
algoritmi tuottaa minimaalisen virittavan puun

— Myos Primin jalkeen esitettavan Kruskalin algoritmin oikeellisuus perustuu
samaan aputulokseen

e Lause: Oletetaan suuntaamattomasta yhtendisestd verkosta G = (V, E), ettd

sen
1. Kkaikki kaaripainot ovat keskendan erisuuria

2. solmut on jaettu kahteen osajoukkoon S ja V' \ S

3. kaari e = (v,w) kulkee osajoukosta toiseen eliv e S jaw eV \ S

4. kaari e on painoltaan pienin kaikista tdllaisista osajoukkojen S ja V \ S

valisista kaarista

Jos T on verkon G minimaalinen virittava puu niin siihen kuuluu kaari e

e L auseen todistus tehdaan kontrapositiotekniikalla, eli osoitetaan A = B
nayttamalla, etta -B = = A on tosi

— Tassa A tarkoittaa T on minimaalinen virittava puu, ja

— B tarkoittaa, ettd puu T sisdltdd oletusten mukaisen kaaren e = (v, w)
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e Olkoon T mika tahansa verkon G virittava puu, joka ej sisdlld kaarta e = (v, w)

e Osoitetaan, etta talloin verkolla G on olemassa toinen virittava puu 1T, jonka
kaaripainojen summa on pienempi kuin 77:11a. Eli T' ei voi olla minimaalinen
virittava puu

— Puussa T’ on polku v:sta w:hen (virittava puuhan on yhtendinen ja sisdltda
kaikki verkon solmut)

— Lahdetaan kulkemaan tata polkua solmusta v € S alkaen

— Jossain vaiheessa kohdataan polulla ensimmadinen kaari (v/,w’), joka kulkee
joukosta S joukkoon V' '\ S (ks. kuva seuraavalla kalvolla)

— Vaihdetaan virittavan puun T” kaari (v/,w’) kaareksi (v, w), jolloin saadaan
uusi virittava puu T

— Koska (v,w) on ldahtdoletuksen mukaan pienin joukkoja S ja V' \ S
yvhdistavista kaarista, on puun 7T kaaripainojen summa pienempi kuin puulla
T/

— Siis T" ei voi olla verkon G minimaalinen virittava puu

e On siis osoitettu, ettd jos oletusten mukainen kaari e = (v, w) ei kuulu
virittavaan puuhun T, ei virittava puu ole minimaalinen

e [aman kanssa on yhtapitavaa, etta jos T on verkon minimaalinen virittava
puu, kuuluu siihen kaari e = (v, w)
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e Kuvassa virittava puu 7’ johon ei kuulu kaarta (v, w)

e korvaamalla kaari (v/,w’) kaarella (v,w), on tuloksena myos virittava puu T

e oletuksen mukaan kaari (v,w) on kaarta (v/,w’) kevyempi, joten T’ ei voi olla
minimaalinen virittava puu
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Primin algoritmi on helppo osoittaa oikeaksi edelliseen lauseeseen vedoten

Tarkastellaan sita hetked, kun algoritmi paattaa lisata kaaren e = (v, w)
joukkoon T

Valitaan nyt joukoksi S ne solmut, jotka on jo poistettu keosta H

Kaari e on nyt kevyin kaari joukkojen S ja V' \ S vdlilld, eli sen tdytyy lauseen
perusteella kuulua minimaaliseen virittavaan puuhun

Jokaisen algoritmin valitseman kaaren siis taytyy kuulua verkon minimaaliseen
virittavaan puuhun

Algoritmi pitad huolen siitda, etta T pysyy koko ajan puuna ja lopuksi se kattaa
kaikki verkon G solmut

LLauseen oletus siita, etta verkon kaikki kaaripainot ovat erisuuria, ei ole
valttamaton. Samantapaiset johtopaadtokset voitaisiin tehda ilmankin oletusta,
mutta monimutkaisemmin
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Kruskalin algoritmi

e Algoritmin suorituksen aikana pidetddn ylla useita erillisia paloja (puita), joita
vahitellen yhdistellaan suuremmiksi paloiksi

e Kun jaljella on vain yksi pala, on se verkon minimaalinen virittava puu
e Aluksi verkon jokainen solmu on oma palansa eika paloihin kuulu lainkaan kaaria

e Jokaisessa vaiheessa valitaan painoltaan pienin kaari, joka yhdistaa kaksi tahan
asti erillista palaa. Ndin palojen maara pienenee yhdella ja valittu kaari kuuluu
pienimpdan virittavaan puuhun

e Kaaret jarjestetadn ensin painonsa mukaiseen kasvavaan jarjestykseen

e Jokaisella kierroksella tutkitaan jarjestyksessa seuraavaa kaarta (u,v):

jos solmut w« ja v kuuluvat talla hetkelld eri paloihin, kaari (u,v) otetaan mukaan
minimaaliseen virittavdan puuhun ja uw:n ja v:n sisdltavat palat yhdistetaan
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e algoritmin ensimmaisessa versiossa tieto siitda mihin palaan solmut kuuluvat on
talletettu taulukkoon pala

e algoritmi kerda virittavan puun kaaria joukkoon 7' ja palauttaa lopuksi joukon

e algoritmin lopussa verkon minimaalinen virittava puu siis koostuu joukon T
kaarista

Kruskal(G,w)

1 T =90
2 for kaikille solmuille v; € V
3 solmu v; muodostaa oman palan pala[v;]

4 jarjestetadn kaaret painon w mukaan kasvavaan jdrjestykseen
5 for jokaiselle kaarelle (u,v) € E kasvavassa jarjestyksessd

6 if palalu] # palal[v]

7 T=TU {(u,v)}

8 yhdistd palafu] ja pala[v]

9 return T

e esimerkki algoritmin toiminnasta seuraavalla kalvolla:
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e aluksi jokainen solmu muodostaa oman palansa

e paloja yhdistellaan siten, etta aina pyritdan yhdistamaan lahimpana toisiaan
olevat palat

— algoritmi on jarjestanyt kaaret kasvavaan pituusjdrjestykseen joten kaarien
jarjestys madadrda palojen yhdistelyjarjestyksen

e paloja yhdistava kaari (kuvassa paksunnettu) tulee osaksi minimaalista
virittavaa puuta
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e Algoritmi itsessadan on hyvin yksinkertainen mutta sen toteuttaminen
tehokkaasti ei valttamatta ole aivan yksinkertaista

e jotta toteutuksesta tulee tehokas, on erityisesti kiinnitettava huomiota siihen
miten solmuihin liittyva palainformaatio toteutetaan

e suoraviivainen tapa palainformaation tallettamiseen siis on kayttaa |V|
paikkaista taulukkoa pala

oletetaan etta palat on numeroitu, ja asetetaan alussa kunkin solmun
palaksi oma luku

rivin 6 vertailu on nyt helppo ja hoituu jarkevasti toteutettuna vakioajassa
rivilla 8 on yhdistettava kaksi palaa yhdeksi

riittda kun asetetaan kaikille solmuille v minkd palanumerona pala[v]
uudeksi palanumeroksi palau]

palat tallettava taulukko on siis kaytava lapi ja nain rivin 8 aikavaativuus on
luokkaa O(|V|)
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e koko algoritmin aikavaativuus:
— oletetaan edella kuvailtu suoraviivainen tapa toteuttaa palat
— alkutoimet riveilla 1-3 vievdt aikaa O(|V])

— kaarten jarjestaminen suuruusjarjestykseen, eli rivin 4 suorittaminen
onnistuu ajassa O(|E|log |E|)

— for-lause kdy ldpi kaikki |E| kaarta

— rivin 6 ehto toteutuu |V| — 1 kertaa, ja jokaisella ndistd kerroista tdytyy siis
suorittaa O(|V|) vieva palat yhdistdva operaatio

— while-silmukan kokonaissuoritusaika on siis O(|V]?2 + |E]) = O(|V]?)

— saamme koko algoritmin aikavaativuudeksi O(|E|log|E| + |V ]?)

e kayttamalla kohta esiteltavaa union-find-tietorakennetta palojen
toteuttamiseen, pddstddn algoritmissa aikavaativuuteen O(|E|log |E|)
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Kruskalin algoritmin oikeaksi todistus

e MmyoOs Kruskalin algoritmi noudattaa ahnetta strategiaa:
— Jjokaisessa vaiheessa yhdistetdaan kaksi toisiaan lahimpana olevaa palaa

— ejka ole aivan itsestdan selvaa etta algoritmi tuottaa nimenomaan
minimaalisen virittavan puun

e Primin algoritmin tapaan Kruskalin algoritmin oikeellisuus perustuu suoraan
kalvon 504 apulauseeseen

e Tarkastellaan sitd hetked, kun algoritmi pdattaa lisata kaaren e = (v, w)
tulosjoukkoonsa T

e Valitaan osajoukoksi S ne solmut jotka kuuluvat samaan palaan kuin solmu v
e koska palalv] # palalw], niin w ¢ S

e Apulauseen perusteella e kuuluu jokaiseen verkon G minimaaliseen virittavaan
puuhun

e Algoritmin paattyessa 1T on puu ja siihen on lisatty vain sellaisia kaaria, jotka
lauseen perusteella kuuluvat minimaaliseen virittavaan puuhun
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Union-find-tietorakenne

e Union-find-rakenne on tarkoitettu sovelluksiin, joissa seuraavat operaatiot on
pystyttava toteuttamaan tehokkaasti:

— make-set(x): luo uusi yksialkioinen joukko
— find(x): selvitd, mihin joukkoon parametrina annettu alkio z kuuluu

— union(x,y): liitd yhteen kaksi joukkoa
e Joukot ovat erillisia eli jokainen alkio kuuluu koko ajan tasan yhteen joukkoon
e Mikaan joukko ei voi sisaltaa kahta tai useampaa samaa alkiota

e Joukon nimena kaytetaan joukon edustajaa eli yhta joukon alkiota. Joukon
edustaja pysyy samana niin kauan kuin joukkoa ei muuteta
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e Operaatioiden tarkempi maarittely:

— make-set(x): luo uusi yksialkioinen joukko. Joukko sisdltda alkion x ja sen
nimeksi tulee x

— find(x): selvitd, mihin joukkoon parametrina annettu alkio = kuuluu.
Palauta taman joukon nimi (ts. joukon edustaja)

— union(xz,y): liita yhteen kaksi joukkoa, joiden nimet ovat z ja y. Operaatiota
kutsutaan vain, jos x # y. Yhdistetyn joukon nimeksi tulee joko x tai y

Kruskalin algoritmissa palat voidaan toteuttaa tallaisina joukkoina:
— Aluksi luodaan oma joukko jokaista solmua varten

— Kun halutaan selvittaa, kuuluvatko solmut « ja v eri paloihin, tutkitaan,
onko find(u) # find(v)

— Palat palalu] ja pala[v] yhdistetdan operaatiolla union(find(u), find(v))
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e Kruskalin algoritmi Union-find-rakenteen avulla

Kruskal(G,w)

1

2
3
4
5
6
V4
8
9
1

T =20
for kaikille solmuille v € V
make-set(v)
jarjestetddn kaaret (u,v) € E painon mukaan kasvavaan jarjestykseen
while joukkojen lukumaara > 1
ota jarjestyksessa seuraava kaari (u,v) € E
if find(u) # find(v)
T=TU {(u,v)}
union( find(u), find(v) )

O return A

e Algoritmin tehokkuus perustuu siihen, etta Union-find-rakenne voidaan
toteuttaa niin, etta jono perdkkadisida union- ja find-operaatiota voidaan
suorittaa selvasti nopeammin Kuin vastaavat operaatiot jos palat toteutettaisiin
taulukon avulla
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Union-find-rakenteen toteutus

e Union-find-rakenne toteutetaan puiden avulla
e Jokaista joukkoa kuvaa yksi puu
e Puun juuressa on sen edustaja eli se alkio, joka antaa joukolle nimen

e Puussa jokaisesta solmusta on linkki sen vanhempaan, mutta ei lapsiin. Juuren
vanhempi on juuri itse.

joukko {1, 3, 4, 6,9, 10, 11, 14} edustaja3 (11  Joukko{2,5,7, 8,12, 13} edustaja 7
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e Yksinkertaiset operaatiot: find

— Operaatio find(x) lahtee solmusta x ja kulkee puussa yldspdin nykyisen
solmun vanhempaan niin kauan, kunnes tullaan juurisolmuun

— Solmu z |8ydetdaan suoraan, silla joukkoja kuvaavat puut on yleensa
toteutettu taulukon avulla, missa kunkin indeksin arvona on tata indeksia

vastaavan solmun vanhempi
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e Yksinkertaiset operaatiot: union

— Yhdistettavista puista toisen juuri tulee toisen juuren lapseksi
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e Puun pitaminen matalana

— Operaatio find(z) kulkee koko matkan solmusta x joukkoa kuvaavan puun
juureen saakka

— find-operaation aikavaativuus on O(h), missa h on joukkoa kuvaavan puun
korkeus

— Pahimmassa tapauksessa puun jokaisella alkiolla on vain yksi lapsi,
parhaassa tapauksessa taas kaikki puun muut solmut ovat juuren lapsia

&
© § @ ® s
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e
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Jotta find-operaatiot pysyisivat tehokkaana, pyritaan siihen, etta joukkoja
kuvaavat puut pysyisivat mahdollisimman matalina

Tama onnistuu muuttamalla union- ja find-operaatioita sopivasti

Tapoja on useita, seuraavassa esitetaan tapa jolla pieni muutos
union-operaatioon takaa joukkoa esittdien puiden korkeuden logaritmisuuden

union-operaatio suoritetaan aina siten, etta matalamman puun juuri asetetaan
korkeamman puun juuren lapseksi

Nadin yhdistetyn puun korkeus on sama kuin korkeamman puun ennen
yhdistamista

Jotta union-operaatiota tehdessa voitaisiin paatella, kumpi puu on korkeampi,
on jokaisen puun juurisolmulla r attribuutti r.korkeus joka on sen puun korkeus,
jonka juurisolmu on r

Jos yhdistettavat puut ovat yhta korkeita, yhdistetyn puun korkeus on yhta
suurempi kuin alkuperaisten puiden
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e Operaatioden koodi: make-set

make-set(G,x)
1 X.p=xX
2 X.korkeus = 0

e ja union
union(x,y)
1 if x.korkeus < y.korkeus
2 X.p =Y
3 elsif x.korkeus > y.korkeus
4 V.p = X
5 else
6 X.p =V
7 y.korkeus = Xx.korkeus + 1
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Union-find-rakenteen avulla toteutetun Kruskalin algoritmin
aikavaativuus

e Induktiolla voidaan todistaa, etta jos joukkoa kuvaavassa puussa on |V| solmua
ja union-operaatiot on toteutettu edellisella kalvolla kuvatulla tavalla, niin puun
korkeus on O(log |V|)

e Tdlloin Kruskalin algoritmissa tarvittavat O(|E|) find-operaatiota voidaan
suorittaa ajassa O(|E|log|V])

e union- ja make-set-operaatiot voidaan suorittaa vakioajassa. Kruskalin
algoritmissa molempia tarvitaan O(|V|)-kappaletta

e Edellisilla kalvoilla kuvatulla tavalla toteutettua Union-find-rakennetta
kayttavan Kruskalin algoritmin aikavaativuus on kaarten jarjestamiseen
kdytettavd O(|E|log |E|) + rivin 5-9 toistolauseeseen kuluva O(|E|log|V]|) eli
yhteensa O(|E|(log |E| 4+ log |V]))

e Koska yhtenaisessa verkossa solmuja ei voi olla kuin korkeintaan yksi enemman
kuin kaaria, sievenee aikavaativuus muotoon O(|F|log |E|)
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Kruskal vai Prim

e Primin algoritmin aikavaativuudeksi on todettu O(|E|log |V
O(|Ellog |E])

), Kruskalin

e Nd&iden suuruusluokka on sama, silla koska |E| < |V]?, on:

[Ellog|E| < |E[log([V|*) = 2 |E|log |[V| = O(|E|log |V])

e Kaytannodssa Prim on yleensa parempi:
— Avaimen arvon pienennystd tarvitaan yleensa vain pienelle osalle kaarista
— Kruskalin algoritmissa jarjestamisen keskimaadrainen vaatimus ei ole pahinta
tapausta parempi
e Kruskal tulee kuitenkin Primia nopeammaksi, jos
— kaaret saadaankin valmiiksi jarjestyksessa tai

— kaaret voidaan jarjestaa yleista alarajaa nopeammin
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Lvhin kahden solmun vdlinen polku

e haluamme etsia lyhimman polun alla olevan ruudukon kohdasta a kohtaan b

— vierekkdisten (toistensa sivuilla, yla- ja alapuolella olevien) valkoisten
ruutujen valinen etaisyys on 1

— mustien ruutujen lapi ei voi kulkea

— raidalliset ruudut ovat vaikeakulkuista maastoa, niiden lapi voi kulkea,
mutta "etaisyys" raidalliseen ruutuun on 5

e tulkitaan ruudukko verkkona siten, etta ruudut ovat solmuja ja vierekkdisia
ruutuja vastaavien solmujen valilla on kaari
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e Lyhin polku voidaan selvittdaa Dijkstran algoritmilla (ks. kalvot 444-461)

e Lyhin polku, jonka pituus on 11 on merkitty kuvaan

7,
v,
7
.
&
4

e Dijkstran algoritmin huono puoli on, etta se ei huomioi millaan tavalla, etta
kohdesolmu b on lahtbpaikan oikealla puolella

e Dijkstra etenee tasaisesti kaikkiin suuntiin ja tutkii samalla myos lyhimmat
polut muihinkin solmuihin, my0s tdysin vaardssa suunnassa oleviin

e Lyhimman polun a ~ b lIoytymisen kannalta Dijkstra siis tekee yleensa turhaa
tyota
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e Dijkstran algoritmi siis toimii seuraavasti:

— vllapidetadan joukkoa S joka kohdistuu niista solmuista joiden etdisyys
lahtosolmuun s on selvitetty

— jokaiselle solmulle v pidetdan ylla etdisyysarviota distance[v], joka kertoo
lyhimman tunnetun polun s~ v pituuden

— alussa distance[s] = 0 ja muille solmuille distance[v] = oo
— aluksi S on tyhja

— algoritmi kdsittelee solmuja yksi kerrallaan lisaten joukkoon S aina solmun
jonka etaisyysarvio on pienin

— kun solmu v tulee kasitellyksi tarkastetaan sen vierussolmujen etdisyysarviot

e algoritmi lopettaa kun kaikki verkon solmut on lisatty joukkoon S eli tunnetaan
pienin polku lahtosolmusta s kaikkiin muihin solmuihin

e jos ollaan kiinnostuneita ainoastaan kahden solmun a ja b valisesta lyhimmasta
polusta, tutkii Dijkstra siis samalla myos b:sta poispain johtavia polkuja

e "ohjaamalla" algoritmin toimintaa siten, etta se suosii kohdesolmuun b pain
johtavia polkuja, on yleensa mahdollista |0ytaa Ilyhin polku nopeammin kuin
Dijkstran algoritmilla
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A*-algoritmi

e A*-algoritmin voi ajatella Dijkstran algoritmin laajennuksena joka koko ajan
arvioi mika tutkimattomista solmuista nayttaa olevan osa lyhinta polkua
solmujen a ja b valilla

e tata varten algoritmi arvioi etdisyyden jokaisesta solmusta maalisolmuun b
e Arvio voidaan tehda monella tavalla

e Seuraavalla kalvolla olevaan kuvaan on merkitty etdisyysarviot, joiden arvo on
lyhin mahdollinen etadisyys solmujen valilla huomioimatta millaan tavalla esteita
tai vaikeakulkuista reittia

e arvion tulee olla helposti laskettavissa

— esimerkkitapauksessamme kohdesolmu b on ruudussa (4,9) nelja alas, 9
oikealle

— etdisyysarvio ruudukon kohdassa (7, 5) olevasta solmusta kohdesolmuun b on
(i —4) + (G — 9)|

— esim. lahtdésolmu on paikassa (4,6), joten sen etdisyysarvio on
(4-4)+(6-9)=|-3[=3
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e ctadisyysarviot jokaisesta solmusta kohdesolmuun b on merkitty ruudun oikeaan
ylakulmaan

11| 10 9 8 7 5 6
10 9 8 7 6 4 5
9 8 7 6 5 3 4
8 7 6 5 4 2 3
9 8 7 6 5 3 4
10 9 8 7 6 4 5
11 10 9 8 7 5 6

e todellisuudessa arvioita ei tarvitse laskea kaikille solmuille etukateen vaan
riittaa, etta ne selvitetadn tarpeen vaatiessa
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e Dijkstran algoritmin tapaan jokaiselle solmulle yllapidetaan myos
etaisyysarviota lahtosolmuun a

e A* siis yllapitdd jokaiselle soimulle v kahta tietoa

— alkuun[v]: lahtdésolmusta solmuun v johtavan polun a ~» v etdisyysarvio
(sama kuin distance Dijkstran algoritmissa)

— loppuun[v]: solmusta v maalisolmuun johtavan polun v ~ b etdisyysarvio

e algoritmi pitda kirjaa jo kasitellyista solmuista joukon S avulla

— alussa S on tyhja

— aluksi asetetaan kaikille solmuille v paitsi lahtdsolmulle alkuun|[v] = oo ja
alkuunfa] = O
eli alussa etadisyysarvio lahtosolmusta muihin solmuihin on tuntematon

— algoritmi kasittelee solmuja yksi kerrallaan lisaten joukkoon S aina solmun v
jolle summa alkuun(v) + loppuun(v) on pienin

— kun solmu v tulee kasitellyksi, sen vierussolmujen etaisyysarviot
lahtdsolmuun pdivitetdan tarvittaessa (samoin kuin Dijkstran algoritmissa)

e algoritmi lopettaa kun se on kasitellyt kohdesolmun b

e Dijkstran algoritmin tapaan algoritmi muistaa kullekin solmulle mista lyhin
polku siihen saapui
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e |lahtotilanteessa kaikkien paitsi lahtosolmun etaisyysarvio alkuun on daareton
e alussa kasiteltyjen solmujen joukko S on tyhja

e joukkoon S lisatdan aina solmu v jolle summa alkuun(v) + loppuun(v) on pienin,
eli alussa lisattavaksi valitaan lahtdsolmu

© 11| 10({® 9|®©® 8|® Tiw 6| 5

.
-
7
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e |lahtosolmu on nyt kasitelty eli viety joukkoon S, kuvasssa se on muutettu

harmaaksi

e ldhtdsolmun vierussolmujen v arvot alkuun[v] on pdivitetty

e Vvierussolmuihin on myos merkitty etta niihin saavuttiin alkusolmusta, tata

tietoa hyvaksikayttaen pystytaan lopuksi generoimaan etsitty lyhin polku
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e jdlleen kdsittelyyn valitaan solmu v jolle summa alkuun(v) + loppuun(v) on
pienin, eli lahtosolmun oikealla puolella oleva solmu
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e huom: valitun solmun vlapuolella on vaikeakulkuinen maasto, joten kaari
vlapuolella olevaan solmuun on pituudeltaan 5

e solmun kasittelyn jalkeen verkossa on 4 solmua joilla
alkuun(v) 4+ loppuun(v) = 5, eli algoritmi valitsee seuraavaksi kdsittelyyn jonkun
naista

.
-
-

e Oletetaan, etta algoritmi valitsee juuri kasitellyn solmun alapuolella oleva solmu
seuraavaksi kasiteltavaksi
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e paivityksen jalkeen tilanne

nayttaa seuraavalta
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e jdlleen kasittelyyn valitaan

pienin

solmu v jolle summa alkuun(v) 4+ loppuun(v) on

e verkossa on edelleen 3 solmua joille alkuun(v) + loppuun(v) = 5, eli vaikka

silmamaadraisesti huomaamme, etta ne ovat vadaradassa suunnassa, tutkii

algoritmi ne ennen kuin lahtee oikeaan suuntaan
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e Seuraavassa tilanne

jalkeen

e verkossa on nyt 6 solmua joille alkuun(v) + loppuun(v) =7

e vaikka 0sa naista on vadrdssad suunnassa, tutkii algoritmi ne seuraavissa

askeleissa

kolmen '"vaarassa suunnassa' olevan solmun tutkimisen
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e pdadytaan seuraavaan tilanteeseen
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e Seuraavissa vaiheissa vuorossa olevat solmut, joille alkuun(v) 4+ loppuun(v) = 9,
naita solmuja on 9

e tutkitaan nama solmut
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e padadytdaan seuraavaan tilanteeseen

© 11/ 10| 9| 8|4 7

e huomaamme, etta algoritmi alkaa vihdoin kaantdaa etsintaa oikeaan suuntaan
silla nyt "vaddrdssa suunnassa" oleville solmuille alkuun(v) + loppuun(v) = 11

e Seuraavissa vaiheissa siis kasitellaan ne 2 solmua, joille
alkuun(v) + loppuun(v) = 9
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e padadytaan seuraavaan tilanteeseen
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e jdlleen 16ytyy uusi solmu, jolle alkuun(v) + loppuun(v) = 9

e Vvalituksi tuleva solmu on askeleen lahempana maalisolmua, joten algoritmi

jatkaa oikeaan suunntaan
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e pdadytaan seuraavaan tilanteeseen
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e jdlleen I6ytyy uusi solmu, jolle alkuun(v) 4+ loppuun(v) = 9

e algoritmi valitsee solmun kasittelyyn
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e pdadytaan seuraavaan tilanteeseen
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e Seuraavana kdsitteyvuorossa yksi solmuista, jolle alkuun(v) + loppuun(v) = 11

e Oletetaan, etta algoritmi valitsee naista sattumalta kasittelyyn lahempadna
maalia olevan
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e pdadytaan seuraavaan tilanteeseen
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e jdlleen kasitteyvuorossa yksi solmuista, jolle alkuun(v) 4+ loppuun(v) = 11

e Oletetaan, ettad algoritmi valitsee jalleen ndista maalia lahimpana olevan
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e pdadytaan seuraavaan tilanteeseen
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e Oletetaan taas, etta algoritmi sattumalta valitsee kasittelyyn lahempadna
maalisolmua olevan solmun
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e Maalisolmu b loytyy vihdoin
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e Kun maalisolmu tulee lisatyksi joukkoon S, algoritmi voi lopettaa ja lyhin polku
on |loytynyt

e Kuten huomaamme, algoritmi |oytaa Iyhimman polun huomattavasti
nopeammin kuin Dijkstran algoritmi, jonka olisi taytynyt tutkia verkon kaikki
polut joiden pituus on korkeintaan 11

e Seuraavalla sivulla algoritmi pseudokoodimuodossa
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Astar(G,w,a,b)
// G tutkittava verkko, a ldahtosolmu, b kohdesolmu ja w kaaripainot kertova funktio
1 for kaikille solmuille v € V

2 alkuun[v] = oo

3 loppuun[v] = arvioi suora etdisyys v~ b

4 polku[v] = NIL

5 alkuunf[al] = 0

6 S =10

7 while ( solmu b ei ole viela joukossa S )

8 valitse solmu u € V' \ S, jolle alkuun(v) + loppuun(v) on pienin
9 S =S U{u}

10 for jokaiselle solmulle v € Adj[u] // kaikille u:n vierussolmuille v
11 if alkuun[v] > alkuun[u] + w(u,v)

12 alkuun[v] = alkuun[u]4+w(u,v)

13 polku[v] = u

e Lyhin polku muodostuu nyt taulukkoon polku ja se on tulostettavissa samaan
tapaan kuin Dijkstran algoritmin yhteydessa (ks. kalvo 464)

e Jos oletetaan, ettd etdisyysarvio loppuun[v] on laskettavissa vakioajassa, on
algoritmin pahimman tapauksen aikavaativuus sama kuin Dijkstran algoritmilla
eli O((|E| 4+ |V|)log |V]) jos toteutuksessa kdytetddn minimikekoa joukossa
V' \ S olevien solmujen tallettamiseen
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Etdisyysarvio solmusta v maalisolmuun, eli arvo loppuun(v) voidaan laskea
monilla eri tavoilla riippuen sovelluksesta

Esimerkissamme oli kaytossa ns. Manhattan-etdisyys, eli oletettiin etta
eteneminen voi tapahtua vain vyl0s, alas ja sivuille

muita mahdollisuuksia esim.
— Diagonaalinen etaisyys joka sallii myos siirtymisen "vali-ilmansuuntiin®

— Euklidinen etaisyys eli viivasuora etaisyys
Etdisyysarvio voi olla erilainen eri osissa verkkoa

jos polun loppuosan etaisyysarvioksi maaritellaan kaikille solmuille
loppuun(v) = 0 toimii A* tdsmadlleen kuten Dijkstran algoritmi!
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e Terminologiasta:

— Kirjallisuudessa etdisyysarviota loppuun(v) kutsutaan heuristiikkafunktioksi
ja siita merkitadn usein h(v)

— alkumatkan etdisyysarviosta alkuun(v) taas kdytetdan usein merkintdaa g(v)
— joukossa S olevia jo kasiteltyja solmuja sanotaan suljetuiksi solmuiksi
— jo loydettyja, mutta ei viela joukkoon S vietyja solmuja sanotaan avoimiksi

solmuiksi

e On huomioinarvoista, etta algoritmi I6ytaa varmasti lyhimman polun vain jos
heuristiikkafunktion arvo eli loppuosan etaisyysarvio ei ole millekdan solmulle
suurempi kuin solmun todellinen etaisyys maalisolmusta

— Jos etaisyysarvio liiottelee joidenkin solmujen etaisyyksia, l0oytaa algoritmi
jonkun polun mutta polku ei valttamatta ole lyhin

— tallaiset polut lIoytyvat keskimadrin nopeammin kuin lyhimmat polut

— algoritmia on siis mahdollisuus joissain tilanteissa nopeuttaa jos polun ei
tarvitse olla taysin optimaalinen pituuden suhteen

— esimerkkitapauksessamme polku a ~ b 10ytyisi nopeammin jos loppumatkan

— talloin algoritmi valttelisi voimakkaamiin vaaran kulkusuunnan tutkimista
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A*-algoritmi ei kuulu koealueeseen

A* on kuitenkin suosittu aihe Tietorakenteiden harjoitustyossa
Algoritmia kasitellaan jonkin verran kurssilla Johdatus tekoalyyn
Lisdatietoa A*:sta:

— www.policyalmanac.org/games/aStarTutorial.htm

— theory.standford.edu/~amitp/GameProgramming/

— Russell and Norvig: Artifical Inteligence, A modern Approach
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