Peruskasitteet:

I1.6.5 Lambdakalkyylista
e "Riittava” maara termimuuttujia xq,x1, o, .

A-kalkyylin (calculus) seuraavien asioiden

GANEERS yksinkertaisin termi, ja vapaa esiintyma.
formalisointiin:

e Funktiot siantsina (" lauseke f(z)") joukko-opin e Jos 1 ja tp ovat termeja, niin myGs (¢1 t2)
(" parien (z, f(x)) joukko™) sijasta. termi.

Intuitiivisesti siind sovelletaan funktiota ¢4
e Mekaaninen laskeminen lausekkeita sieventamalla argumenttiin ¢o.
(eli (24+3)/50n 5/50n 1).
Vapaat esiintymat ovat samat kuin termeiss
Samana vuonna (hieman aiemmin) Alan Turing

. . . . . t1 ja to.

oli julkaissut oman laitemallinsa mekaanisen

laskettavuuden pohjaksi.

Church-Turingin teesi: niin saadut (ekvivalentit) e Jos t on termi ja x termimuuttuja, niin Az.t

systeemit ovat oikea formaali vastine termi.

intuitiiviselle mekaanisen laskettavuuden . o . L

Kisitteelle. Intuitiivisesti siina abstrahoidaan termista

t funktio jonka parametriposition nimi on =x.

e Leibnizin operaatio " korvaa tama ilmaus tuolla Vapaat esiintymat ovat kuten termissa ¢ pai

ilmaukselle siind yhteydessa” . etta kaikki termimuuttujan x vapaat esiintyi

tulevat nyt sidotuiksi koska ne esittavat kof

Lisp-kielten suunnittelijat ottivat nam3 ideat omiin johon parametria vastaava argumentti kutst

tarkoituksiinsa. Myohemmin niita on alallamme tulee.
hyddynnetty erityisesti ohjelmointikielten teoriassa.
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Termien sievennykseen on B-reduktio:

lauseke ((A\z.t) t') voidaan korvata

lausekkeella t[x < t/] eli " korvaa kaikki
termimuuttujan z vapaat esiintymat termissa ¢
termilla ¢

e Termimuuttujille

t kun ¢ =3

Tilx;  t] =
jlai ] {xj kun i # j.

e Sovelluksille (t ')[z + t'"] = (t[x + /"] [z « t"]).

e Abstraktioille

Azt kun 7 =3

Oz )lzi 1] = {)\a:j.(t[a:i —#]) Kun i

Operaatiolta t[z < t'] edellytetdan kuitenkin lisdksi,
ettd jos jokin 2/ esiintyy vapaana termissa t/, niin
mikaan muuttujan z vapaa esiintyma termissa ¢t ei
sijaitse minkdan alitermin M\z’.t" sisalla.

Muutenhan rekursiivinen korvaus [z < t'] tekKisi
ennen vapaasta esiintymastd z’ sidotun esiintyman!
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Lisaedellytys voidaan taata a-konversiolla:
alitermi \z’.t" voidaan tarvittaessa korvata
alitermilla \z”.t"[z' < z”] kunhan korvaava
muuttuja 2’ ei esiinny vapaana alitermissa t”.

Konversion intuitio: \x’ esittelee parametriposit
eli "aukon” johon g-reduktio voi korvata
argumenttiterminsa, mutta talle positiolle annei
nimi =’ ei ole merkityksellinen

sisdlausekkeen t" ulkopuolella.

Vastaavasti g-reduktion intuitio on proseduuriki
kalvojen II.5 korvausmallissa: ((Az.t) t') "suorite
kopioimalla argumentti ¢’ parametripositioon z
kutsuttavassa rungossa ¢t.

Useampiparametriset funktiot sisakkaisin sovellt

((Az1.Azo.((f 1) x2) p1) p2) on (Az2.((f p1) =2
on ((f p1) p2)
eli 2-parametrisen funktion f arvo argumenteillz

ja po. Vadlivaiheena on 1-parametrinen " osittain
kutsuttu” lauseke.

Menetelman nimi on kuritus (Currying) loogikk
Haskell B. Curryn kunniaksi (vaikka sen keksikir
toinen loogikko Harold Schonfinkel).



Kurituksen vuoksi A-kalkyylissa vahennetaankin
pakollisia sulkuja sopimalla, etta termi (¢ to t3)
tarkoittaa termia ((¢1 to) t3) jne.

[Tama muistuttaa kalvojen I1.5.3 funktionkutsua,
mutta Scheme-kielessa ei ole suoraan mahdollista
kutsua funktiota vahemmilla parametreilla kuin se
vaatii ja saada funktio joka odottaa loppuja. Monissa
funktionaalisissa kielissa (kuten ML, Haskell,...) on.
Scheme-parametrinvalitykseen palataan

kalvoilla 11.8.8.]

Haluaisimme funktioiden samuudelle
ekstensionaalisuusperiaatteen: termit ¢ ja t' kuvaavat
samaa funktiota tasmalleen silloin kun (¢t t") ja (¢ ")
padtyvat (a-konversioita vailla) yhteiseen muotoon
kun g-reduktiota sovelletaan niihin toistuvasti, olipa
syote ¢ mika tahansa.

On kuitenkin termeja, joihin g-redusoinnin
toistaminen ei paaty: Olkoon termi Y = Azq1.(z1 z1).
Silloin sen sovellus itseensa (Y Y) antaa tulokseksi
jalleen (YY) (muuttujat muuttaen).

Intuitiivisesti tallaiset termit vastaavat sellaista
ohjelman suoritusta, jotka jaavat ikuiseen
silmukkaan.
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Mika on silloin termin

((Az1.Az0.22) (Y Y))

kuvaama funktio?

1. Ikuinen silmukka jos tarpeettoman paramett
termi (YY) yritetdadn sieventda ennen sovel

2. Identiteettifunktio Axo.z5 jos ei yritetakaan.

Ekstensionaalisuusperiaatetta on siis tarkennett
kertomalla my0s missa jarjestyksessa [3-redusoic

Scheme ja monet muut (funktionaalisetkin kute
ML) ohjelmointikielet ovat valinneet "sisalta ulc
-vaihtoehdon 1: Kutsuja laskee argumenttien ar
ennen kutsun suoritusta.

Matemaattisena teoriana A-laskenta onkin valin
"ulkoa sisaan” -vaihtoehdon 2: Valitaan
Kirjoitusjarjestyksessa vasemmanpuoleisin A johc
soveltaa B-reduktiota.

Kutsun suoritus laskee argumenttien arvot vast:
silloin jos niita tarvitsee. Taman ns. laiskan
suorituksen Scheme-toteutukseen palataan
kalvoilla I1.8.10. (Haskell-ohjelmat suoritetaan
laiskasti.)



Tyyppiteoria matemaattisen logiikan haarana [H97]

saikin alkunsa A-laskennan termien syntaktisena
luokitteluna

hyviin joilla g-redusoinnit aikanaan pysahtyvat
(tehtiinpa ne missa jarjestyksessa tahansa)

huonoihin joilla voidaan joutua ikuiseen silmukkaan.

Esimerkkitermimme Y = Azq.(x1 £1) on huono:

e Olkoon parametri zq1 tyyppid 7.

e Koska x1 on kutsuttavan funktion paikalla
lausekkeen Y sisalla, on 7 tyyppia " funktio

tyypin 7o syOtearvoilta tyypin 73 tulosarvoille” .

Merkitaan tata funktiotyyppia m» — 73.

e Koska x1 on myos oma syoOtteensa, pitaa
tyyppien 71 ja ™ olla samat.

e Silloin my0s tyyppien 7 ja 7 — 73 pitda olla
samat.

e Silloin tyypin 7 pitdisi olla
adreton ((... — 13) — 13) — 73 — ristiriita!

Tama luokittelu — tyypinpaadattely — on jalleen
esimerkki symbolisesta laskutoimituksesta. . .

Kalvoilla II.5.5 esitellyssa Scheme-ydinkielen
suoritusmekanismissa kaytettiin muuttujien
korvaamiseen arvoillaan sanakirjoja eika g-redul
mekanismia t[x « t'].

Nailla menetelmilla on kuitenkin sama intuitio:

e )\-laskennassa formaali parametri x korvataa
heti arvollaan t/ termissa t

e Suoritusmekanismissa merkitaan sanakirjaar
jos termin ¢t parametriin z viitataan myohen
niin silloin pitaakin toimia ikaan kuin sen pa
olisi jo korvattu arvo t'.

Sanakirja on siis se korvaushistoria, joka olisi
syntynyt tekemadlld vastaavat S-reduktiot.

Merkintaa Azx.... kaytetdan usein myos muiden
funktiomerkintdjen kuten z +— ... tai f(z) = ...
sijasta.

Se esittaa silloin yleista parametrinvalitysmekan



II.7 Rekursio

Useimmissa ohjelmointikielissa esitellaan iteraatio- eli
toistorakenteet (for, while, repeat until,...) ja
mainitaan etta aliohjelmat voivat kutsua itseaan
rekursiivisesti.

Scheme-kielessa ei ole lainkaan toistorakenteita,

Rekursiolla on helppo ilmaista induktiivisesti
maariteltyja operaatioita. Esimerkiksi
kertomafunktion maaritelma

nl = 1
" n-(n—=1)!

taipuu Scheme-kielelle lahes sellaisenaan:

kun n =20
muuten

(define (fac n)
(if (zero? n)
1
(* n (fac (- n 1)))))

vaan ainoa tapa tehda toistoa on juuri rekursiivisilla
aliohjelmilla [AS96,81.3]. Rekursiivinen if-haara sanoo: " Pitd3 kertoa nyk
n luvulla joka saadaan kutsusta (fac (- n 1)).

Minapa suoritan nyt tuon kutsun ja palaan sen
kanssa myohemmin takaisin tekemaan kesken jc

kertolaskun loppuun™.

Tai pikemminkin: Scheme-kielessa on vain
aliohjelmakutsu, eika rekursiivisten ja muiden
kutsujen valilla ole eroa.

Scheme-toteutus joutuu siis pitamaan kirjaa
keskeneraisista toistaan; tata kirjanpitoa voi aja
jaljella olevana lausekkeena. Suurilla parametrin
arvoilla tama kirjanpito ei enaa mahdu muistiin;
silloin joudutaan ohjelmaa muuttamaan kirjanpi
pienentamiseksi.

Iterare (lat.) toistaa.

Recurrere (lat.) juosta takaisin.

Toistaminen on juoksemista takaisin alkuun.
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Esimerkiksi laskettaessa kutsun (fac 3) arvoa
aktiivinen sievennyskohta etenee yha syvemmalle

lausekkeessa:

(fac 3)

((lambda (n) (if (zero? n) 1 (* n (fac (- n 1))))) 3)

= (if (zero? 3) 1 (* 3 (fac (- 3 1))))

= (if #f

1 (x 3 (fac (- 3 1))))

= (x 3 (fac (- 3 1)))

(*

w

(fac 2))

(x 3 (x 2 (fac 1)))

(*

w

(x 2 (x 1 (fac 0))))

(x 3 (x 2 (x1 1))

= (*x 3 (x21))

6

Sen eteen jaa Kirjanpito: polku

n(m-1)-((m=-2)- --- -((m—p+1)-(fac m—p))-

(1)

keskeneraisia kertolaskuja, joka on juostava takaisin.
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Rekursiivinen algoritmi voi esittaa iteratiivista
laskentaprosessia:

(define (mystery x)

(if (= x 1)
0
(mystery (if (even? x)

(/ x 2)
(+ (x 3 x) DN))

esittaa iteratiivisen algoritmin

while x # 1 do
if x on parillinen then
x4 x/2
else
r+3-z+1
end if
end while

(Joka muuten nayttad pysahtyvan kaikilla alkuat
z mutta tata ei ole viela kyetty todistamaan
[H92,5.204]).

Siina Kirjanpitoa ei tarvita koska rekursiivisesta
kutsusta saatu arvo on itsessaan valmis vastaus
ilman lisakasittelya.

Tama on iteratiivisen algoritmin idea: vastaaval
prosessin tila voidaan aina lukea sen nakyvista
muuttujanarvoista (ja ohjelmakohdasta).



I1.7.1 Loppukutsut

Iteratiiviset rekursiokutsut ovat siis niita jotka eivat
jata muistijalkia. Scheme-standardi vaatii
(useimmista muista ohjelmointikielista poiketen) etta
toteutus tekee sellaiset kutsut tilaa saastaen.

Ohjelmoijan on siis syyta tunnistaa sellaiset kutsut
Scheme-ohjelmiensa (ajan- ja) tilantarpeen
pienentamiseksi [KCR98,83.5].

Ensiksi tunnistetaan annetun lambda-lausekkeen
loppuyhteydessd (tail context) olevat alilausekkeet,
intuitiivisesti ne jotka " tehdaan lopuksi juuri ennen
lambdasta poistumista”.
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Tarkastellaan kalvojen I1.6.4 lambda-lausekkeen
yleista muotoa:

(lambda (1 ... xg) d1 ... dm €1 ... em)

missa kukin

e d; on kalvojen I1.6.2 paikallinen
define-maaritelma.

Kalvojen II.6.2 ja I1.6.4 nojalla 1lambda Siis a\
uuden paikallisen maadrittelyalueen.

® c; ONn suoritettava lauseke.
Naista viimeinen eli e;;, antaa funktion arvor

Edelliset eli eq,...,e,,_1 suoritetaan suorite
sivuvaikutustensa (syote/tulostus,
uudelleensijoitus,. .. ) vuoksi. Sivuvaikutuksi
palataan kalvoilla II1.9; viela nyt
Scheme-ohjelmissamme m = 1.

Koko taman lambda-lausekkeen viimeinen vaihe
laskea kutsulle arvo alilausekkeella e;,,. Se ja vai
on siis loppuyhteydessa.

Jos kalvojen I1.5.4 ehtolauseke (if e? egt esr) C
loppuyhteydessad, niin myOs sen haarat et ja es
ovat, koska jompi kumpi niista tehdaan ehtolau
lopuksi. Ehto e» ei ole loppuyhteydessa, koska ¢
jalkeen tehdaan viela jompi kumpi haaroista.



Jos

lambda-lauseketta nain tutkittaessa " ulkoa

sisaanpain” paadytaan loppuyhteydessa olevaan
alilausekkeeseen

((lambda (vary...vary) lausy...lausy) valy...val)

niin

. selvitetaan ne (lausekkeen laus,, ali)lausekkeet

jotka ovat loppuyhteydessa tahan sisempaan
lambdaan ja

. otetaan ne myos ulomman lambdan

loppuyhteyteen

koska taman alilausekkeen viimeinen teko on laskea
(oman ali)lausekkeensa laus,, viimeinen teko.

(Vertaa kalvojen 11.6.5 B-reduktio.)

Siis

kalvojen I1.6.4 let-rakenteessa

(let ((vary valy)...(vary val,)) lausy...lausm)

loppuyhteydessa on vain lausm,.

Nailla saanngilla voi (johdettuja lausekkeita purkaen)

selvittaa loppuyhteydessa olevat lausekkeet.
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Esimerkiksi kalvojen II.7 funktiossa mystery
loppuyhteydessa ovat vain vakio 0 ja rekursioku

Loppuyhteydessa olevaa funktionkutsua nimitet
loppukutsuksi (tail call) ja sen Scheme-jarjestel
suorittaa "in situ”, " paikallaan’.

(Jos kutsu ei ole loppuyhteydessa, se varaa tiet
tarvitsemansa kirjanpitomuistin.)

Rekursiivinen loppukutsu(jen jono) on Scheme-
esittaa iteraatio: esimerkiksi funktio mystery ja
kalvojen II.6 funktio newton toimivat itse asiassc
while-silmukoina sellaisinaan ilman etta ohjelmc
tarvitsee kayttaa erillista rakennetta.

Etuna on, etta ohjelmoija voi Kirjoittaa induktii
maaritelman sellaisenaan, ja Scheme-toteutus
suorittamaan sen muistia saastden. Vasta jos si
onnistuta, joutuu ohjelmoija muokkaamaan
koodiaan.

Tallaista "epdaitoa” loppurekursiota kutsutaan
hanta- tai takarekursioksi (tail recursion) ja
Scheme-kielen standardin sanotaan vaativan sel
poistoa (elimination) jota pidetdan tavallisesti
(ohjelmoijien tai) ohjelmointikielitoteutusten
optimointi(palvelu)na.



Kun imperatiivinen ohjelmoija haluaa Kkirjoittaa
silmukan, han kirjoittaa while-avainsanan tms. eika
hanen tarvitse nimeta silmukkaansa.

Kun Scheme-ohjelmoija haluaa kirjoittaa silmukan,
han siis esittaa sen loppurekursiivisena funktiona,
joka taytyy nimeta.

Kalvojen II.6.4 nimeton lambda-funktio ei nimittadin
voi olla rekursiivinen (ilman temppuilua) — milla
nimella se kutsuisi itseaan?

Scheme-stadardissa on kalvojen I1.6.4 tapaan
johdettuna lausekkeena nimetty let muotoa

(let nimi ((vary valy) ... (var, val,)) lausy ...lausm)

Jjossa lisaksi rungon lausekkeisiin /aus; — muttei
muualle — nakyy k-parametrinen funktio nimi.

Tamadn paikallisen funktion kutsu (nimi valj ... val.)
tekee rungon uudelleen arvoilla var; = val..

Loppukutsuna se siis vastaa silmukan seuraavaa
kierrosta. Sita voi my0Os kayttaa tavallisena
rekursiokutsuna muissa kuin loppuyhteyksissa.
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Esimerkiksi kalvojen II.6.4 iteratiivinen aliohjelrr
newton—-aux voidaan korvata nimetylla let-lausek
seuraavasti:

(define h 1/1000)

(define (newton f x)
(define (d x)
(/ (- (f (+ x h)) (f x)) h))
(let apu ((x x))
(if (< (abs (£ x)) h)
x

(apu (- x (/ (£ x) (d x)))N)

(define (juuri p)
(lambda (x)
(newton (lambda (y)
(- (expt y p) x))
x)))

(define neliojuuri (juuri 2))

(define kuutiojuuri (juuri 3))

Erityisesti alustuksessa (x x) silmukan sisainen
(vasemmanpuoleinen) x saa alkuarvokseen
parametrina saadun (oikeanpuoleisen) arvon x,
peittyy nakyvista.



I1.7.2 Rekursiosta iteraatioksi

Yleista rekursiota kayttava ohjelma(nosa) voidaan
usein muuntaa iteratiiviseksi kayttamalla kerddgjia
(accumulators).

Keraaja on lisaparametri johon kootaan iteraation
aikana niin paljon lisatietoa etta sen perusteella
voidaan lopuksi laskea alkuperdinen vastaus.

Esimerkiksi kalvojen II.7 kertomafunktio fac ei ollut
iteratiivinen, koska kutsun (fac m — p) vastausta piti
mydhemmin taydentda kertomalla se tulolla (t)
eim-(m—-1)-(m—-2)-...-(m—p-+ 1) lopullisen
vastauksen m! saamiseksi.

Kootaan siis tama taydennysinformaatio
keraajaparametriin a ja pidetaan nain huolta siita
etta rekursiokutsu siirtyy loppuyhteyteen.

Kehitetaan vastaava Scheme-funktio fac2 vaihe
vaiheelta tehtdvan spesifikaation ohjaamana
ohjelmointityona.
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e Ensiksi (define (fac2 n) (fac-acc n a)) Mi:

fac-acc on iteratiivinen apufunktio jonka
keraajaparametrille a antaa alkuarvon viela
tuntematon Scheme-lauseke a.

Idea: kehitetaanpa sellainen fac-acc etta
(fac-acc m a) = m! - a.

Idean jalkeen loppu on melko mekaanista.

Esimerkiksi koska halutaan
n! = (fac2 n) = (fac-acc n a) =n!-a on
valittava a = 1.

Aloitetaan kehitys (define (fac-acc m a) f)
missa vaaditaan siis 8 = m! - a.

Edetaan induktiolla parametrin m suhteen.

Koska m € N jaetaan konstruktio
B = (if (zero? m) - &) MIissa vy on perustar
m = 0 ja ¢ induktiivinen tapaus m > 0.

Induktiossa on muistettava palata vain
tapaukseen m — 1 jotta pysahtyminen
perustapaukseen olisi taattu.

e Nyt mekaanisesti vy =m-a =0!:-a = a.



e Samoin
d=m! a= (facracc (-m 1) n) = (m-1)!-n
ind.ol. Vaikka tim3 vaatikin hieman matematiikkaa, ol

silti helpompaa kuin

kunhan valitaan n=m-a = (* m a).

Yhdistetaan kaikki lausekkeet «,...,n paikoilleen:

e keksia ensin algoritmi ja todistaa se(n idea)

define (fac2 - L .
(define (fac2 n) mydhemmin oikeaksi

(fac-acc n 1))

(define (fac-acc m a)
(if (zero? m)
a
(fac-acc (- m 1)

(* m a))))

e kokeilla ja testata ja korjata ja testata ja ko
ja...

Kalvojen II.3 funktionaalisessa ohjelmointitavass
sailytettiin Leibnizin periaate, ja sen nojalla voit

e Iteratiivinen kuten pitikin: tehda yhtalbpaattelyd "tama lauseke = tuo laus

(fac2 3 1) Tilaperustaisen ohjelmoinnin
= (fac2 (- 3 1 13 o g s . .. - .
~ Efz; ; 5 ) {+13) tdma3 kaskysarja = tuo kiskysarja” on vaikeam
koska
= (fac2 (- 2 1) (x 3 2))
= (fac2 1 6)
e On vaikeampi nahda milloin kaksi eri sarjaa
= (fac2 (-1 1) (x6 1)) jotavat samaan lopputulokseen
= (fac2 0 6)

|
0]

e |lopputulosten samuus voi riippua alkutilante

e Korrekti jo konstruktionsa nojalla.
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I1.7.3 Korkeampaa iteroituvuutta

Koska kielessamme on kalvojen II.6 korkeamman
kertaluvun funktiokasite, voidaan kalvojen II.7.2
keraajatekniikkaa yleistaa keraamalla funktio joka
kertoo mita nykyisen kutsun tuloksella pitikaan
tehda.

Otetaan esimerkiksi (yleistetyt) murtojatkeet
(continued fractions)

f(n) +

fin—1)+ !

1
f(n“Q)'F"'}ZIS

jotka taipuvat rekursiiviseen Scheme-muotoon

(define (cf f n)
(define (cf-aux m)
(if (zero? m)
0
(/ (+ (f m)
(cf-aux (- m 1))))))
(cf-aux n))
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Muokataan siita iteratiivinen versio lisaamalla

apufunktioon cf-aux keraajafunktio a invariantt
"kun parametrina annetaan nykyisen rekursioku
antama tulos, saadaan vastauksena koko rekurs
tulos”: (cf-acc m a)=(a (cf-aux m))=(cf f n).

Siis a keraa nyt tietoa siita miten laskentaa pitc
Jjatkaa nykyisen rekursiokutsun jalkeen.

Aluksi (define (cf2 f n) (cf-acc n a)) Missa

(cf £ n) = (cf-aux n) = (cf2 f n) = (cf-acc 1

patee kun keraajafunktion a alkuarvoksi valitaar
identtinen kuvaus a = (lambda (v) v): ensimma
rekursiokutsun tulosta v ei tarvitse (eikd pida)
jatkokasitelld, vaan se annetaan sellaisenaan
vastauksena.

Jatkamalla kalvojen II.7.2 tapaan saadaan
(define (cf-acc m a) (if (zero? m) < 4))

missa v edustaa ei-rekursiivista haaraa 0. Tallai

haarassa tama rekursiokutsu on antamassa

tulostaan, ja a tietaa miten se pitaa jalkikasitell
joten vy = (a 0).



Lauseke 4 on puolestaan rekursiivinen haara. Koska
apufunktiosta cf-acc halutaan iteratiivinen, on

0 = (cf-acc (- m 1) 7) missa (M)
n = (lambda (v) (a (/ (+ (£ m) v))))

on keraajafunktion a paivitetty muoto seuraavaa
iteraatiokierrosta varten:

e Parametrina v saadaan (aikanaan) taman

rekursiokutsun (1) vastaus v = (cf-aux (- m 1)).

e Tata vastausta v jatkokasitellaan ensin

paikallisesti lausekkeella
1
W=
f(m) +wv

= (cf-aux m).

e Paikallisen jatkokasittelyn tulos w annetaan
lopuksi parametrina saadulle keradjafunktiolle a
ei-paikallista loppukasittelya varten.
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Toistetaan sama jarkeily formaalisti yhtaloilla:

(cf-acc m a) missd m > 0

= (a (cf-aux m))
keradjan a oikeellisuusehto etuperin

=((a (/1 &+ (fm (cf-aux (- m 1))))
funktion cf-aux maaritelmd kun m > 0O

= ((Qambda (v) (a (/ 1 (+ (£ m) v)))) (cf-aux (- m
kalvojen I1.6.5 B-reduktio takaperin

= (cf-acc (- m 1) (lambda (v) (a (/ 1 (+ (£ m) v)))

n
keraajan a oikeellisuusehto takaperin




Lopputulos on yhteen koottuna

(define (cf2 f n)
(define (cf-acc m a)

(if (zero? m)

(a 0)
(cf-acc (- m 1)
(lambda (v)
(a (/ (+ (f m)
v)))))))

(cf-acc n (lambda (v) v)))
jossa esimerkiksi kutsu (cf2 g 2) padttyy lausekkeen

((lambda (v1)
((lambda (v2)
((lambda (v)
V)
(/ (+ (g 2) v2))))
(/ (+ (g 1) v1))))
0)

arvon laskentaan. Tama taas on kalvojen II.6.5
B-reduktioiden jdlkeen sama lauseke

(/ (+ (g2) (/ (+ (g 1) 0))))

jonka vastaava alkuperdinen kutsu (cf g 2) tuottaa
rekursiokirjanpitonaan, kuten pitikin.
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Abstrahoidaan ratkaisua edelleen:

e Nyt cf-acc palauttaa arvonaan keraajafunkt

e Tuloksen a kokoamiseen kaytetaan
matematiikasta tuttua funktioiden f ja g
yhdistamisoperaattoria fog: z — f(g(x)).

e Tuloksen a alkuarvona on operaattorin o
neutraalialkio id: z — =x.

e Tulokseen a lisataan murtojatkeessa toistuv
lauseke.

(define (o f g)
(lambda (x)
(f (g x))))
(define id
(lambda (v) v))
(define (cf2b f n)
(define (cf-acc m a)
(if (zero? m)
a
(cf-acc (- m 1)
(o a
(lambda (v)
(/ (+ (f m)
v)))))))
((cf-acc n id) 0))

Oleellisesti sama funktio kuin kalvojen I1.7.3 fac



I1.7.4 Jatkeet

Kalvoilla I1.7.3 tehtiin rekursiivisesta prosessista
iteratiivinen keraamalld iteraation kuluessa funktiota
joka kertoi kuinka laskentaa on jatkettava iteraation
jalkeen.

Talldisia funktioita kutsutaan jatkeiksi
(continuation) ja ohjelmointityylia jossa ohjelmoija
hallinnoi jatkeita itse — jarjestelman sijasta —
Jjatkeidenvadlitystyyliksi (Continuation Passing Style,
CPS) [D96,53.3-3.4].

+ Jatkeita kasittelemalla voi toteuttaa minka
tahansa sarjallisen kontrollirakenteen.

— Epastrukturoitu (eli vaikea) kontrollivuo joka jaa
ohjelmoijan vastuulle.

+ Korkeamman kertaluvun Kkieli ei siis tarvitse
erillista rekursiomekanismia.

CPS onkin suosittu funktionaalisten kielten
toteutustason periaatteena.

— Rekursion tilavaativuus ei katoa vaan siirtyy
jarjestelmalta parametrinvalitykseen.

79

Tyylin tunteminen pelastaa kuitenkin usein pula
Esimerkkina olkoon virheidenkasittely rekursioss

Vaaditaan kalvojen II1.7.3 murtojatkefunktiolta e
nollalla jakoon saa enaa " kaatua” vaan silloin k
rekursion on palautettava #f£.

Jos paivitamme alkuperdista rekursiivista funkti
cf niin joudumme tarkastamaan apufunktiossa

cf-aux. ..

e rekursiokutsun jalkeen raportoiko se nollalla
ja jos raportoi, niin lahetettava raportti ede
ja

e onnistuneenkin rekursiokutsun jdlkeen onko
jakajaksi nyt tulossa 0O, eli pitaakd nyt lahet
ensimmainen virheraportti.

Tahan ongelmaan tarjoavat monet ohjelmointik
erilaisia poikkeustenkasittelymekanismeja (excef
handling): throw-catch / Common Lisp [S98,89
try-catch / Java sekd C+-+ [S97,814.1], try-wi
ML-kielet [CM98,84.1],. ..

Scheme-kielessa ei ole tahan valmista mekanisn



Mutta jos ongelmallinen rekursio Kirjoitetaankin

jatkeidenvalitystyylilla, tulee mahdolliseksi poistua
rekursiosta " kesken kaiken"”: Parametrina saatua
"tee lopuksi tama’ -jatketta ei ole pakko kutsua!

Sen sijaan voidaankin (vaikkapa) kasitelld virhe:

(define (cf3 f n)
(define (cf-exit m a)
(if (zero? m)
(a 0)
(cf-exit (- m 1)
(lambda (v)
(let ((denom (+ (f m) v)))
(if (zero? denom)
#f

(a (/ denom))))))))
(cf-exit n (lambda (v) v)))

Tassa siis luodaan jatke, joka sisaltaa
virheenkasittelyn: jos jakajaksi denom on tulossa O,
niin oikaistaan ohi lopun " tulevaisuuden” a ja
palataan suoraan kutsujaan virhearvolla #f.

Nain voidaan toimia silloin, kun virhe ilmenee
rekursiosta paluumatkalla.
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Jos virhe ilmenee jo rekursioon edetessa, niin

kasittely on viela helpompaa: koska rekursio on
muutettu iteraatioksi, niin riittaa yksinkertaises
poistua silmukasta — jalleen oikaisten ohi jatke

Oletetaan esimerkissamme lisaksi, etta myos
parametrina saatu funktio £ voi antaa tuloksenc
numeron sijasta virhearvon #f£:

(define (cf4 f n)
(define (cf-exit m a)
(if (zero? m)
(a 0)
(let ((fm (f m)))
(if fm
(cf-exit (- m 1)
(lambda (v)
(let ((denom (+ fm v)
(if (zero? denom)
#f
(a (/ denom))))
#£))))
(cf-exit n (lambda (v) v)))

Itse asiassa muiden kielten keskeytysmekanismie
ajatella luovan kaksi jatketta sisaltamalleen
try-ohjelmanosalle: sen tavallisen (ndkymattom
perusrekursiojatkeen ja catch-virhejatkeen.



II.7.5 Jarjestelman jatkeet

Kalvoilla I1.7.4 nahtiin miten Scheme-kielessa voi
ilmaista pakeneminen kesken rekursion ohjelmoijan
yllapitamilla jatkeilla.

Scheme-kielessa my0os jarjestelman yllapitama
tamanhetkinen suorituksessa oleva jatke on
ohjelmoijan ulottuvilla: kirjastofunktiokutsulla

(call-with-current-continuation (lambda (¢) e))

lausekkeessa e muuttuja ¢ saa arvokseen
yksiparametrisen pakofunktion.

[KCR98,86.4;D96,585.6]. Usein kdytetty synonyymi on

call/cc.

Jos tehdaan pakofunktion kutsu (¢ a) niin suoritus

siirtyy valittomasti ja palaamatta jatkamaan

vastaavasta call/cc-kutsusta ja antaa sille arvon a.

Toisin sanoen, call/cc paketoi normaalisti
nakymattoman jarjestelmadjatkeen funktioksi, jota
kutsumalla nykyinen jarjestelmajatke vaihtuu
paketoituun.
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Esimerkiksi kalvojen II.7.4 ongelman olisi voinut
ratkaista jarjestelmajatkeilla suoraan poistamati
ensin rekursiota:

(define (cf4 f n)
(call/cc (lambda (exit)
(define (cf-cc m)
(if (zero? m)
0
(let ((denom
(+ (f m)
(cf-cc (= m 1))))
(if (zero? denom)
(exit #£f)
(/ denom)))))
(cf-cc n))))

Kaantaen, call/cc-kutsuja kayttava ohjelma vo
aina Kirjoittaa jatkeenvalitystyylilla ilman naita
kutsuja, mutta silloin saatetaan joutua kirjoitta
tyylin mukaiset versiot kirjastofunktioistakin.

Koska paketti ¢ on tavallinen Scheme-funktio, \
suoritus "pomppia” lausekkeesta ulos ja takaisil
sisaan. Kirjastofunktiokutsulla

(dynamic-wind sisadan lauseke ulos)

voi kertoa ettd (esim. alustukset) "sisaan” on
tehtava joka kerran kun lausekkeeseen pompatz
ja "ulos” vastaavasti.
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