Kaarten luokittelu 8.4.1.1

8.4.1.1 Kaarten luokittelu

Syvyyssuuntainen ldpikdynti luokittelee jokaisen
kaaren

u—v € E(G) (22)

kaareksi. . .

puussa (Tree Edge): ldhtdsolmu u on
maalisolmun v isd w-puussa.

Kaarta (22)
kdsiteltdessd v.colour = WHITE.

taakse (Back Edge): maalisolmu v on
ldhtosolmun w (esi-)isd m-puussa.

Erikoistapauksena v = v eli yhden kaaren
mittainen silmukka solmun » ympadri.

Kaarta (22) kdsiteltdessa v.colour = GRAY.
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e Jos halutaan luokitella kaari sivulle vield
tarkemmin, niin eri w-puut voidaan
numeroida:

— Liitetddn joka solmuun u € V(G)
kentta u.treeOf.

— Liitetdan padohjelmaan DFS globaali
laskuri treeln.

— Laskuria treeln kasvatetaan joka kerran
kun DFS tekee
aliohjelmakutsun DFSVisit(u) —
silloinhan alkaa uuden w-puun
muodostaminen.

— Asetetaan aliohjelmassa DFSVisit(u) uusi
kenttd u.treeOf :=treeln kun
vdritetddn u := GRAY.

— Kaari sivulle v — v € E(G) on samassa
m-puussa kun u.treeOf = v. treeOf.

— Kaari sivulle u — v € E(G) w-puiden
valilla kulkee suuremmasta pienempdan:
u. treeOf > v. treeOf
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eteen (Forward Edge): ldht6solmu u on
maalisolmun v esi-isd m-puussa.

e Kaarta (22)
kdsiteltdessd v.colour = BLACK.

e u.Started < wv.started.

sivulle (Cross Edge) muuten.

e Kaarta (22)
kdsiteltdessd v. colour = BLACK.

e u.Started > v.started.
Silloin v ja v ovat

e saman m-puun eri alipuissa
e kokonaan eri m-puissa.

Suuntaamattoman verkon G sdarmat kulkevat
joko puussa tai taakse.
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8.4.1.2 Syvyyssuuntaisen ldpikdynnin
ominaisuuksia

e Syvyyssuntaisesta ldpikdynnista voidaan
osoittaa (esimerkiksi)

sulkumerkkilause 8.4.1

valkopolkulause 8.4.2.

e Tdllaiset tulokset helpottavat
syvyyssuntaisen ldpikdynnin kdyttamista
toisten algoritmien osana, koska niilld
voidaan perustella miksi Idpikdynnin
tuloksesta

— voidaan lukea toiselta algoritmilta
vaadittu lopputulos

— saadaan toiseen algoritmiin vaadittu

vdlitulos.

e Kalvojen 8.4.1.1 kaariluokittelua voidaan
kayttda samoihin tarkoituksiin.
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Syvyyssuuntaisen ldpikdynnin ominaisuuksia 8.4.1.2

Lause 8.4.1. Ensin ldpikdyddan verkko G
syvyyssuunnassa.

Sitten mielivaltaisille solmuille u,v € V(G) pdtee
seuraavista ehdoista tasan yksi:

1. Aikavdlit

U = u.started...u.stopped
Y = v.started...v.stopped
ovat kokonaan erilliset, ja kumpikaan

solmuista ei ole toisen jdlkeldinen w-metsan
missdan puussa.

2. Aikavdli V on kokonaan aikavalin U sisélla,
Jja solmu v on solmun w jadlkeldinen w-metsan
Jjossakin puussa.

3. Ehto 2 symmetrisesti pdinvastoin.

e Tulos ja todistus patevat sekd suunnatuille
ettd suuntaamattmille verkoille.
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2. v.started > u.stopped:

e Jokaiselle solmulle p € V(G) pdtee
selvasti

p.started < p.stopped. (23)
e Siis vdlit U ja V ovat erilliset.

e Siis kun solmu v Idydettiin, ei soimu u
ollut harmaa.

e Siis solmusta v ei voinut tulla solmun u
jalkeldista.

e Samalla perustelulla solmusta « ei voinut
tulla solmun v jalkelaista.

Siis ehto 1 patee.

Toisesta oletuksesta u.started > v.started
voidaan paddtelld symmetrisesti. O
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Todistus. Oletetaan aluksi
ettd w.started < v.started. On 2 tapausta:

1. v.started < u.stopped:

e Solmu v I8ydettiin (eli muutettiin
valkeasta harmaaksi) silloin kun solmu «
oli yhd harmaa (eli ei vield musta).

e Silloin solmu v on solmun « jdlkeldinen:

— Solmu v |6ydettiin kulkemalla
rekursiossa verkon G kaaria eteenpdin
solmusta v alkaen.

— Rekursiossa kuljetusta kaarista tulee
saman m-puun kaaria.

e Kaikki solmusta v Idhtevat kaaret
kdsitelldan ennen kuin solmu w mustuu.

Siis v.stopped < u.stopped

Siis ehto 2 padtee.
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Lause 8.4.2. Lapikdyddan verkko G
syvyyssuunnassa.

Solmu v € V(G) on solmun u € V(G) jéalkeldinen
Jjossakin syntyneessd mw-puussa

Jos ja vain jos

ajanhetkelld w.started oli polku

U >

Jjonka kaikki solmut olivat vield valkeita.

e Tulos ja todistus pdatevat sekd suunnatuille
ettd suuntaamattmille verkoille.
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Todistus. Suunta «:

e Oletetaan, ettd ajanhetkelld u.started
solmusta u solmuun v on sellainen polku,

e Oletetaan, ettd solmu v on solmun u Jjoka kaikki solmut ovat viela valkeita.
jalkeldinen m-puussa.

Suunta =:

e Tehddaadn vastavdite:

e Olkoon w € V(G) mielivaltainen solmu Silti solmusta v ei tule solmun
silld w-puun polulla, joka kulkee

jdlkeldista m-puussa.
solmusta u» solmuun v.

e Voidaan olettaa lisdksi, ettd solmu v on
valkean polun ensimmdinen solmu, josta
ei tule jalkeldista.

e Silloin myds solmu w on solmun u
jdlkeldinen samassa m-puussa.

e Lauseesta 8.4.1 ndhdadn valittomasti, Muuten siirretddn mielenkiinto sit3
ettd solmu y on solmun z jdlkeldinen edelliseen sellaiseen solmuun v'.
syvyyssuuntaisen ldapikdaynnin w-puussa
tasmadlleen silloin, kun e Olkoon solmu w solmun v Vvalitdn

x.started < y.started edeltdja valkealla polulla.

< Voi olla myds u = w.
y.stopped < z.stopped. (24)
e Silloin solmusta w tulee solmun u
e Kun valitaan yhtdléssa (24) jalkeldinen w-puussa.
T = w ja y = w niin saadaan
e Kun valitaan yht&lossa (24)

u.Started < w. started i -~
r = u ja y = w niin saadaan

eli w oli valkea viela

ajanhetkelld w.started. w. stopped < u.stopped.
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8.4.1.3 Onko verkossa sykli?

e Koska solmu v on vield valkea

ajanhetkelld u.started, tdytyy olla e Sybtteend annetaan suunnattu verkko G.
u.started < v.started. Vastauksena halutaan tietdd onko siind
syklejd vaiko ei.
e Koska solmusta w tulee solmun u
jalkeldinen w-puussa, niin solmusta u

. \ e Verkossa G on sykli
alkanut rekursio tavoittaa solmun w.

e Koska valkealla polulla on Jos ja vain Jos
kaari w — v € E(G), niin solmu v
I6ydetddn (tavalla tai toisella) ennen kuin sen syvyyssuuntainen lapikdynti luokittelee
solmu w mustuu: Jonkin kaarista kaareksi taakse.

v.started < w.stopped.
e Solmujen lapikdyntijdrjestys
e Siis
u.started < v.started < u. stopped. — ei vaikuta itse vastaukseen

— vaikuttaa siihen mika kaarista

e Sulkumerkkilauseen 8.4.1 nojalla ;
luokitellaan taakse.

v.stopped < u.stopped.

e Kun valitaan yhtilosss (24) e Vastaus voidaan laskea syvyyssuuntaisella
= u ja y = v niin saadaan haluttu ldpikdynnilla kalvojen 8.4.1.1 tapaan.
ristiriita:

Solmusta v tulee sittenkin solmun u e Menetelmdn toimivuus voidaan perustella
jalkeldinen mw-puussa. ([l kalvojen 8.4.1.2 lauseilla.
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Todistus.

Suunta =:
e Olkoon verkossa G jokin sykKli c.

e Olkoon solmu v € V(G) se syklin ¢
solmuista, joka ldydetdan ensimmadisend,
kun verkko G lapikdyddan
syvyyssuunnassa.

e Olkoon

u—v € E(GQ) (25)
se syklin ¢ kaarista, joka tulee solmuun wv.

e Ajanhetkellda v.started kaikki syklin c
solmut ovat vield valkeita.

e Erityisesti solmu w on silloin viela valkea.

e Siis valkopolkulauseen 8.4.2 nojalla
solmusta u tulee solmun v jdlkeldinen
mT-puussa.

e Silloin kaari (25) luokitellaan taakse.
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8.4.1.4 Topologinen jidrjestdminen

e Suunnatun syklittdman verkon G
topologinen jarjestaminen (topological sort)
on sen solmujen V(@) luettelointi sellaisessa
jarjestyksessd, ettd kaaren

p—q € E(G)

Idhtdsolmu p mainitaan aina luettelossa
ennen maalisolmua gq.

e Talloin kaari tarkoittaa usein ehtoa

"Edellinen tybvaihe p pitdd olla valmis ennen
kuin seuraavaan tydvaiheeseen ¢ voidaan
ryhtya."”

e Tallodin (jokainen) topologinen jdrjestys on
(yksi) tapa tehdd eri tyovaiheet oikeassa
jarjestyksessa.

e Sykliselle verkolle G ei ole tdllaista
luettelointia:

Syklissa oleva solmu pitdisi saada valmiiksi
jo ennen kuin se itse voidaan aloittaa.
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Suunta «:

e Olkoon
u—v € E(G) (26)

kaari taakse.

e Sijlloin solmu v on solmun « esi-isa
mT-puussa.

e Verkossa G on silloin polku

U= UT A= UT T A= UTTLT A= - 4= V.

e Kaari (26) tdaydentdd taman polun

kehdksi. O
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e Osoitetaan, ettd seuraava menetelma
toimii:

1. Ldpikay verkko G syvyyssuuntaisesti.

2. Luettele solmut p € V(G) niiden
loppuaikojen p.stopped suhteen
kddnteisessd jdrjestyksessd.

Siis

(a) ensimmadisend loppunut luetellaan
viimeisend

(b) toisena loppunut luetellaan toiseksi
viimeisend

(c) ja niin edelleen.

e Askel 2 voidaan tehda askeleen 1 osana:
— Luettelo on (aluksi tyhja) lista.

— Kun solmun u € V(G) loppuaika
asetetaan rivilla 12, niin u lisdtdan
luettelon alkuun.
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Topologinen jdrjestdminen 8.4.1.4 Topologinen jarjestaminen 8.4.1.4

GRAY: Silloin kaari (27) luokiteltaisiin
e Menetelmdan toiminnan varmistamiseksi kalvoilla 8.4.1.1 taakse.

riittdd osoittaa:
Silloin verkko G ei olisikaan syklitdn

Kun suunnattu syklitén verkko G on kalvojen 8.4.1.3 mukaan.
lapikdyty syvyyssuuntaisesti, niin sen

mielivaltaiselle kaarelle L e .
BLACK: Silloin solmu v on kdsitelty loppuun jo

u— v € E(G) (27) ennen kuin kaarta (27) ryhdytdan
kdsittelemaan.

pdtee ehto
u.stopped > v.stopped. (28) e Siis kenttd v.stopped on jo asetettu.
e Toisaalta kaaren (27)
lghtosolmun u € V(GQ) kdsittely on vield
Todistus. Mikd on kaaren (27) maalisolmun v kesken.

vadri silld hetkelld kun kun kaari (27) kdsitelldan? . . oL
e Siis kenttd u.stopped on vield

asettamatta.
WHITE: Silloin maalisolmusta v tulee
I5htésolmun w lapsi m-puussa. e Siis sen arvoksi tullaan asettamaan
jotakin aidosti suurempaa kuin
Ehto (28) pdtee valitsemalla z =wu ja y =v kentille v.stopped asetettu arvo.
yhtdlossa (24).
Siis ehto (28) patee. O
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e Eri vaiheilla on kestoja:
8.4.1.5 Kriittiset tybvaiheet
— Kayttoliittymdn aloittamisesta sen
valmistumiseen kuluu (arviolta) 4 viikkoa.

o (Ohjelmisto)projektissa on tiettyjd
maddardhetkia:

— dokumenttien ja komponenttien e Mallinnetaan verkko-ongelmana:
maddrdpdivid
Solmuina maddrdhetket
— (laadunvarmistus)katselmuksia
Kaarina maadrdhetkien jarjestysrajoitteet

— asiakasdemoja
Kaaripainoina kahden maddrahetken vdliin

- ... tarvittava aika.

Halutaan tietda se aika, joka projektiin
e Mddrdhetkilld on osittainen jdrjestys: vdhintdan kuluu.

— Kayttoliittyma(n ensimmainen versio) on — Tarvitaan vastaavan verkon pisin polku.

saatava valmiiksi ennen asiakasdemoa. . ey
— Sen pituus on vahimmadiskesto.

— Kayttoliittymadad ei voida aloittaa ennen

. . J — Sen vaiheet ovat ne jotka eivadt saa
kuin tietokantaliittymd on valmis.

mydbhdstyd aikataulustaan, tai muuten
koko projekti mydhdastyy!

Kriittinen (critical) polku.
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Kriittiset tybvaiheet 8.4.1.5

e Tdssd mallinnuksessa unohdetaan
kdytdannon rajoitteista esimerkiksi

resurssit kuten

"X on ainoa tyodtekijamme, joka hallitsee
sekd kayttoliittyma- etta
verkkoyhteysohjelmoinnin.”

disjunktiiviset kuten

"Siispd kdyttoliittymda on ohjelmoitava
Jjoko ennen tai jalkeen verkkoyhteyden,
mutta ei yhtad aikaa.”

e Olisi luontevampaa mallintaa toisinpdin:

solmuina olisivatkin tyOvaiheet

kaarina olisivatkin eri tydvaiheiden
valttamaton jarjestys

painoina olisivat tydvaiheiden kestot
solmuissa ja kaaret painottomia.

Vastaava muutos esiteltdvdan menetelmdan
olisi helppo ja sivuutetaan.

58131-8 Tietorakenteet, syksy 2003 327

Kriittiset tybvaiheet 8.4.1.5

e Sellainen yhtdld kuin (29) ei ole
kehdmadritelma silloin kun verkko G on
(suunnattu ja) kehdton.

Projektiesimerkissamme kehdllisyys olisi
mahdoton projekti: jokin vdlitavoite on
valttamaton edellytys itsensa
saavuttamiselle!

e Yhtdlo (30) johtuu seuraavasta
yleisperiaatteesta:

— Jos halutaan laskea jokin suure
w1®w2@$3®...

— kun parametrejd z; ei ole yhtdan
kappaletta

— niin algebrallisista syistd kannattaa
maddritelld tulokseksi

— laskutoimituksen & neutraalialkio

— eli se y jolla tulos ei muutu:

ybr=xdy==wx.
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e Esimerkki tilanteesta jossa tulos solmussa p
voidaan laskea kun tunnetaan tulokset sen
seuraajissa q (eli p — q € E(G)):

— Liitetdan jokaiseen solmuun u € V(G)
uusi kenttd wu.dist = pisimman
solmusta u alkavan polun pituus.

— Silloin
u. dist = max(0,n) (29)
kun
n=max{w+v.dist: u %> v € E(G)}
missd
max ) = —oo (30)
koska

* vaihtoehto O edustaa kaaretonta
polkua u

* vaihtoehto 7 valitsee pisimmadn sellaisen
polun, jolla on ainakin yksi kaari.
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e Sellaisen yhtdlon kuin (29) oikea
soveltamisjarjestys on kalvojen 8.4.1.4
topologinen jdrjestys kddnteisend:

Kenttd u.dist lasketaan vasta sen jdlkeen
kun kaikki siihen tarvittavat
seuraajakentdt v.dist on laskettu.

e Siis oikea soveltamishetki on verkon G
syvyyssuuntaisen lapikdynnin rivi 12, kun
juuri loppuun kdsitelty solmu w laitettaisiin
topologisen jarjestyksen alkuun.

e Yhtdlon (29) tapauksessa riittdvat lisdykset

31: u.dist := 0;
81: u.dist := max(u. dist,w + v. dist)
missd u 5 v € E(GQ);

e Kaari p 5 g € E(®) kuuluu johonkin

kriittiseen polkuun jos ja vain jos

1. sen pidentyminen (painosta c) kasvattaa
kenttda p.dist

2. sen lahtésolmu p kuuluu johonkin
kriittiseen polkuun, jolloin kentdn
kasvatus vaikuttaa koko verkkoon.
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Kriittiset tybvaiheet 8.4.1.5

e Verkon G syvyyssuuntaisen ldpikdynnin

aikana muistetaan jokaisessa
solmussa u € V(G) my6s ne
kaaret u = v € E(G) joilla yhtild (29)
antoi lopullisen arvon u.dist

(koska juuri niiden pidentyminen
kasvattaa lahtosolmun kenttdd w. dist)

jdlkeen tehdddn toinen syvyyssuuntainen
lapikaynti

aloittaen vain solmuista v € V(G)
joissa wu.dist saavutti sen kaikkein
suurimman I6ytyneen arvon

(koska juuri niistd alkavat kaikki
kriittiset polut)

seuraten vain kaaria jotka muistettiin
edellisen ldpikdynnin aikana.

Seuratut kaaret ovat siis kriittiset kaaret.
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e VVerkon S leveyssuuntainen lapikdynti laskee

— jokaiselle solmulle v joka on
saavutettavissa alkusolmusta s

— jonkin vdhdkaarisimman saavuttavan
polun

— muodossa

V4 VT4 VT 4 -+ 4 8. (31)

e Periaate kuten kalvojen 6.3.4.2 vaiheessa 1:

Valkeaan solmuun v ei vield ole edetty
mitddn polkua (31) pitkin.

Harmaaseen solmuun v

— on jo edetty jotakin polkua (31) pitkin

— mutta solmusta v ei vield ole edetty
eteenpdin tatd polkua (31) pitkin

— vaan tama polku (31) odottaa
pidentymistd sen loppusolmu v
tyGjonossa Q.

Musta solmu on jo pidennetty.
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8.4.2 Leveyssuuntainen ldpikdynti

Verkon G leveyssuuntainen Iapikdynti
(Breadth-First Search) saadaan kalvojen 8.4.1
syvyyssuuntaisesta siten, ettd harmaat solmut
viedddnkin (rekursio)pinon sijasta kalvojen 4.3
jonoon.

e Tehdddn vain yhdesta
alkusolmusta s € V(G) alkaen.

Osa verkosta G voi jaada kdsittelematta.

e Alku- ja loppuajoilla ei ole selkedd tulkintaa.

Ei siis talleteta niita.

e Vaan talletetaankin solmun v € V(G) syvyys
v.depth = pienin k& jolla verkossa G on polku

S§=po—+PpP1—*P2—>P3 > " > Pp=7.

Jos solmua v ei voi saavuttaa
alkusolmusta s, niin v.depth = +o0.
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procedure BFS(G: verkko, s: solmu)

1: for all w € V(G) \ {s} do
2 u. colour := WHITE;
3 u.depth = 4-o0;
4 u.r i= NULL

5: end for;

6: s.colour := GRAY;
7: s.depth := 0;

8: s.m := NULL;

9: @Q := makeEmptyQueue( );
10: enqueue(Q, s);

11: while not isEmpty(Q) do
12: u 1= dequeue(Q);

13: for all w — v € E(G) do

14: if v.colour = WHITE then
15: v.colour := GRAY;

16: v.depth := wu.depth+41;
17: VT I= u;

18: enqueue(Q,v);

19: end if

20: end for;
21: u.colour := BLACK
22: end while.
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Leveyssuuntainen ldpikdynti 8.4.2

Huomioita leveyssuuntaisesta ldpikdynnistd:

(Sekd suunnatuille ettd suuntaamattomille
verkoille.)

1. Kalvojen 8.3 vieruslistaesitys on luonteva
syOtteend saadulle verkolle G samasta
syystd kuin kalvojen 8.4.1
syvyyssuuntaisessa ldpikdynnissa:

Rivien 13—20 silmukka kdy ldpi solmun
vieruslistan.

Silloin aikavaatimuskin on sama

o(V(&)| + [EG)].

2. Rivit 15—18 suoritetaan solmulle v € V(G)
korkeintaan kerran.

Todistus. Solmu v
e harmaantuu rivilla 15

e eikd endd valkene koska rivi 2 on jo

ohitettu
joten rivin 14 ehto ei endd toiste toteudu
solmulle v. O
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4. Ldpikdydddn verkko G leveyssuuntaisesti
alkusolmusta s € V(G). Lopuksi jokaisen
solmun v € V(G) kenttd v.depth > §(s,v).

Todistus. Osoitetaan induktiolla yli tehtyjen
enqueue-operaatioiden lukumadran, etta
ehto pdtee koko ajan eika vain lopuksi.

e Ensimmdinen enqueue-operaatio on
rivin 10 alustus.
Alkusolmulle s.depth = 0 = §(s, s)
rivilta 7.
Muille solmuille u € V(G) \ {s}
on wu.depth = 400 > §(s,u) riviltd 3.

e Muut enqueue-operaatiot tapahtuvat
sisasilmukassa rivilla 18.
Talla siimukkakierroksella harmaatuvalle
solmulle v pdtee

v.depth = u.depth+1 (rivi 16)
>6(s,u) +1 (induktio)
> §(s,v) (huomio 3).
Huomion 2 mukaan kenttd v.depth ei
endd tdman jdlkeen muutu. Muut kentdt
eivat muutu edes nyt. O
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3. Kaarelle u — v € E(G) pdtee
6(s,v) <é(s,u)+1
missa
6(s,z) = solmun z syvyys

(solmusta s alkaen)
= kentdn z.depth haluttu oikea arvo.

Todistus. Jos solmu uw on saavutettavissa
solmusta s pitkin jotakin polkua

s> u

niin myds solmu v on saavutettavissa
solmusta s ainakin yhden kaaren verran
pidempdd polkua

S— U=V

pitkin (ja mahdollisesti jotakin suorempaakin
polkua pitkin). Siis ehto on tosi.

Jos taas solmu w ei ole lainkaan
saavutettavissa solmusta s,
niin 6(s,u) = +oc ja ehto automaattisesti

tosi. O
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5. Verkon G leveyssuuntaisen ldpikdynnin
aikana tydjonon Q sisdlto

N

7
V1,V2,V3y...,Ur

toteuttaa vditteet

e vr.depth < wvq.depth 41

e v;.depth < Vi41- depth 41
kaikilla 1 <17 < r.

Todistus. Induktiolla yli tehtyjen
jono-operaatioiden lukumadran.

e Kun alustusrivi 10 on suoritettu, on r =1
ja vaitteet toteutuvat automaattisesti.

e Kun jonosta poistetaan u = vy rivilla 12,
niin

Joko jono Q tyhjenee, jolloin vditteet
toteutuvat automaattisesti.

tai jonon @ uudeksi ensimmadiseksi
alkioksi tulee solmu wvs. Silloin

vp.depth < wvq.depth+1 (induktiolla)
< wvp.depth+1  (induktiolla)

ja muut epdyhtdldt eivat muutu.
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e Kun jonoon @ lisatdan v = v,4q
rivilla 18:

— Kasiteltdva solmu u on jo poistettu
rivilla 12:

joko jono @ tyhjeni, jolloin v pddstaan
lisdamddn tyhjddn jonoon, ja vditteet
toteutuvat kuten alustuksessa

tai entinen v, on nykyinen vq, ja
tarkastellaan sita.

— Ylempi vdite:

v.depth = u.depth+1 (rivi 16)
<wp.depth+1 (induktio)

— Alempi vdite:

vr.depth < u.depth+1  (induktio)
=v.depth (rivi 16)

ja muut epdyhtdlot eivat muutu. O
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6. Jos verkon G leveyssuuntainen ldpikdynti vie
tybjonoon @

(a) ensin solmun z € V(G)

(b) joskus mybShemmin solmun y € V(G)
niin z.depth < y. depth.
Todistus. Tarkastellaan solmujen luetteloa

Z = 21,%2,23y---52m

missd z; = se solmu joka lisdttiin
tybjonoon @ algoritmin j. lisdysoperaatiossa.

e Huomion 2 mukaan mikddn solmu ei
esiinny luettelossa Z kahdesti.

e Huomion 5 mukaan luettelossa Z
pdatee z; < z;41 kaikilla 1 < j <m.

e AIlKio z esiintyy ennen alkiota y
luettelossa Z. O
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