Lyhyimmadn polun jdljittdminen 8.5.3.1

8.5.3.1 Lyhyimm&n polun jiljittdminen

e Lisdtdadn Floydin algoritmiin mahdollisuus
jaljittda (jokin) lasketun pituinen D[][J]
polku solmusta ¢ solmuun j.

e Lisdtdadn algoritmiin toinen matriisi
Nl...[vAHII...IVvI&II:

— Samassa roolissa kuin solmun kenttd v.w
kalvoilla 8.4 ja 8.5.2.

— My06s toteutettavissa
lisdkenttind DI[:][j].7.

— MJ[4][j] = se k jolla DJ[i][] sai nykyisen
arvonsa.

— Rivien 1-9 alustuksissa k£ = 0.
e NJilla lisdtiedoilla voidaan jaljittaa se,

miten D[:][j] sai arvonsa
laskusaannolla (32).
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Lyhyimmadn polun jéljittdminen 8.5.3.1

e M[i][j] voidaan madritelld hieman toisinkin:

— Solmun j edeltdjaksi lyhyimmalla polulla
solmusta i

aliverkoissa Gy kun k=0,1,2,...,|V(G)|.

— Eli oleellisesti samoin kuin kalvoilla 8.4
ja 8.5.2.

— Rekursio yksinkertaistuu 1-haaraiseksi.

— Rivien 3—7 alustuksessa
7 kun i #% 7 ja
N = i % j e E(GQ)
NULL muuten.

— Rivin 13 laskusdanndssa

ni[5] = N(k]{s]
kun DI[%][7] pienenee.

— Oikeellisuus vaatisi erillisen perustelun.
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Lyhyimmadn polun jdljittdminen 8.5.3.1

procedure PrintPath(i,j: V(G))
if D[i][j] = H+oco then
print "Ei ole!"
else if : = j then
print ¢
else
PrintEdges(s, 5)
end if.

procedure PrintEdges(i,j: V(G))

if MN[:][j] =0 then
print ; —>D[Z][J] J

else
PrintEdges(i, N[i][1]);
PrintEdges(M[i][;], 5)

end if.

e Aikavaatimus on

O(kaarten lukuméddrd polulla) = O(|V(G)|)

askelta, koska lyhyimmat polut nahtiin
vksinkertaisiksi kalvoilla 8.5.3.
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Warshallin algoritmi transitiiviselle sulkeumalle 8.5.3.2

8.5.3.2 warshallin algoritmi
transitiiviselle sulkeumalle

e Painottamattoman verkon G refleksiivinen
transitiivinen sulkeuma (reflexive transitive
closure) on se verkko G’ jonka

solmut ovat samat V(G') = V(G)

kaaret esittavdt saavutettavuuden:
i—je€EWG)
jos ja vain jos

verkossa G pddsee jotakin polkua pitkin
solmusta ¢ solmuun j.

e Intuitio: jos verkossa G on polku
p — q — 7T
niin lisataan suora oikopolku

p—T.

e Tama "refleksiivisyys” ja "transitiivisuus” on
sama kuin kalvoilla 8.5.2.2.
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Warshallin algoritmi transitiiviselle sulkeumalle 8.5.3.2

e Polun (35) tapaan ndhddan:

Jos on jokin polku solmusta ¢ solmuun j,
niin on myo®s yksinkertainen polku.

e Silloin voidaan kadyttda kalvojen 8.5.3
algoritmia.

e Lasketaan lukujen sijaan pelkilla
totuusarvoilla

"onko DIi][j] < 4+oo vaiko ei?”
e Rivien 3—7 alustukset saavat muodon
DI[d][j] := Bl[i][5] or (i =j).

e Ilman alleviivattua osaa tuloksena onkin
transitiivinen muttei refleksiivinen sulkeuma.

e Rivin 13 laskusdaantd saa muodon

D[:][j] := D[] or (D[:][k] and D[k][j]).
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Virittava puu 8.6

e Mallinnetaan rataverkko suuntaamattomana
verkkona G jonka

solmuina V(G) ovat asemat

sdrmind p % q € E(G) ovat sellaiset
rataosuudet asemien p ja ¢ valilld joiden
valilld ei ole muita asemia r

sdrmdpainoina w ovat vastaavan
rataosuuden ylldpitokustannukset.

e Tamad verkko on yhtendinen (connected):

— Jokaisesta solmusta on jokin polku
jokaiseen muuhun solmuun.

— Suuntaamattoman verkon G yhtendisyys
on helppo varmistaa:

1. Ajetaan kalvojen 8.4.1
kutsu DFSVisit(u) mielivaltaisesti
valitulle solmulle u € V(u).

2. Tarkistetaan ettd kaikki (muutkin)
solmut v € V(G) mustuivat samalla.

Perusteluna valkopolkulause 8.4.2 kutsun
alussa.
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Virittdva puu 8.6

8.6 Virittdavd puu

e Tarkastellaan esimerkkind Suomen (julkista)
rautatieverkkoa:

— Se on yhtendinen:

* Miltd tahansa asemalta on jokin reitti
kiskoja pitkin mille tahansa muulle
asemalle.

* Eli rautateitse voi matkustaa kaikkialle
maassa.

— Rataosuuksien ylldpito maksaa:

* Halutaan lopettaa rataosuuksia
sddstosyistd.

* pitden silti rautatieverkko yhtendisena.

— Tarvitaan siis kaikkien rataosuuksien
osajoukko

* joka edelleen yhdistdad kaikki asemat
toisiinsa

* jonka ylldapitokustannukset ovat
mahdollisimman pienet.
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Virittdava puu 8.6

e Suunnatulla verkolla puhutaan vahvasta
(strong) yhtendisyydesta:

— se ei yleensd ole kokonaan vahvasti
vhtendinen

— mutta siind on vahvasti yhtendisia
komponentteja (components) eli
solmuvieraita aliverkkoja

— jotka voidaan tunnistaa kalvojen 8.4.1
(kahdella) syvyyssuuntaisella lapikdynnilla

— mutta algoritmi(t) ohitetaan talla
kurssilla
e Suuntaamattoman verkon G virittdvad puu
(spanning tree) on sellainen aliverkko A C G
— jossa on kaikki solmut eli V(A) = V(G)
— joka on edelleen yhtendinen

— jossa ei ole sykleja.
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Virittdva puu 8.6

e Erds virittdva puu on esimerkiksi
vhtendisyystestin tuottama =-puu.

e Kun verkon G kaaripainot ovat numeerisia,
halutaan (kokonaispainoltaan) pienin
(minimum(-weight)) virittdva puu:

Sellainen jonka kokonaispaino
X w

u -2 veE(A)

on mahdollisimman pieni.

e Ndin on vaikkapa
rataverkkoesimerkissamme.

e Verkon G pienin(kdan) virittava puu T ei ole
1-kdsitteinen:

— Jos sarmd p Y q € E(T) pddsi puuhun T,
mutta samanpainoinen
sdrmd u-* v € E(G) \ E(T) ei, niin ndma
sdrmadt voidaan vaihtaa keskendan.

— Ongelma ei kuitenkaan ole
"valitse |[V(G)| — 1 kevyintd sarmaa”. ..
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Algoritmiskeema 8.6.1

e Skeema laskee mitd pitddkin:

Alustus rivilld 1 asettaa invariantin
triviaalisti voimaan:

— Syoteverkolla G on virittdvia puita T,
koska G on yhtendinen ja
suuntaamaton.

— Tyhja A on jokaisen T aliverkko, siis
my®&s pienimpien.

Valinta rivilld 3 takaa implikaation

"jos rivin 3 alussa vanha A toteuttaa
invariantin niin myos rivin 4 lopussa
uusi A toteuttaa sen’.

Implikaation jos-osan takaa invariantti
edellisen silmukkakierroksen lopussa.

Lopputulos on silloin haluttu:

— A on invariantin mukaan jonkin
pienimman virittavan puun T aliverkko.

— A on itsekin kasvanut virittavaksi
puuksi rivin 2 silmukkaehdon mukaan.

— Siis A=T.
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Algoritmiskeema 8.6.1

8.6.1 Algoritmiskeema

e Ldhdetddn tarkentamaan algoritmiskeemaa

1: Alusta (suuntaamattoman yhtendisen
numeerisesti painotetun) sydteverkon G
aliverkko A C G tyhjdksi;
2: while A ei vield ole mikdan virittava
puu do
3: Valitse jokin sellainen uusi
sdarmd v v € E(G) \ E(A) joka on
turvallinen (safe) aliverkolle A;

4: Lisdd valittu sarma v -* v
aliverkkoon A

5: end while.

e Skeeman

invariantti on

"nykyinen A on syOteverkon G jonkin
pienimman virittavan puun T jokin
aliverkko”

rivin 3 turvallisuus on
"myos rivilla 4 laajennettu A tdyttda yha

invariantin’'.
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Algoritmiskeema 8.6.1

e Miten rivilld 3 valitaan seuraava
sérmd v - v € E(G) \ E(A) turvallisesti
mutta tehokkaasti?

e Jatkossa esitellddn 2 algoritmia, jotka
valitsevat hieman eri tekniikoilla:

Primin algoritmi kalvoilla 8.6.2

Kruskalin algoritmi kalvoilla 8.6.3.

e Madritelldan joitakin apukdsitteita:

— Verkon G halkaisu (cut) on sen solmujen
osajoukko S C V(G) joka jakaa solmut
2 0saan S ja V(S)\S.

— Sdrma ylittdsd (crosses) halkaisun jos yksi
sen pddtepisteista on yhdessad ja toinen
toisessa osassa.

— Halkaisu kunnioittaa sarmdjoukkoa jos
mikddn joukon sarma ei ylita halkaisua.

— Halkaisun ylittava sarmd on kevyt (light)
jos sen kaaripaino on minimaalinen
kaikkien niiden kaarten joukossa jotka
ylittavat halkaisun.
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Algoritmiskeema 8.6.1 Algoritmiskeema 8.6.1

Lause 8.6.1. Oletetaan: Todistus.

e Olkoon T sybteverkon G jokin pienin
virittdava puu jonka aliverkko A on.

e Olkoon G luvallinen syéte

eli yhtendinen suuntaamaton numeerisesti

painotettu verkko.
e Jos T sisdltdd sarman v - v niin hyva:

mitddn ei tarvinnut osoittaa.
e Olkoon nykyinen A verkon G jonkin

pienimmén virittavan puun aliverkko Muuten meiddn on luotava toinen pienin

virittdva puu T’ joka sisdltdsd seki
eli algoritmiskeeman tila on OK aliverkon A ettd sarman u-“ v.

valintarivin 3 alussa.

e Olkoon

e Olkoon S aliverkon A sdrmid kunnioittava p=ul¥2 ¥ Um

verkon G halkaisu. o
puun T yksinkertainen polku, joka yhdistaa

solmut u ja v.
e Olkoon halkaisun S ylittava

sdrmd uw-*-v € E(G) kevyt. s e .
e Puussa T on tdllaisia yhdistavia polkuja,
koska u ja v ovat sen verkon G solmuja,
Silloin sarmd w-*v € E(G) on turvallinen jonka pienin virittava puu T on.

nykyiselle A

e Ndiden yhdistdvien polkujen joukossa on

eli algoritmiskeeman tila on OK myds yksinkertaisia samalla argumentilla kuin

lisdysrivin 4 lopussa, kunhan valittiin jokin kevyt yhtil6ss3 (35).

sdrma.
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Algoritmiskeema 8.6.1 Algoritmiskeema 8.6.1

e Koska solmut u ja v ovat halkaisun S eri

e Yksinkertaisuus takaa, ettd polku P on osissa, on polulla P jokin sdrma z ¥y joka

myods yksikasitteinen:

— Olkoot P71 ja P> 2 erilaista yhdistavada
vksinkertaista polkua.

— Kuljetaan silloin solmusta w polkuja

P1 ja P> pitkin ensimmadiseen solmuun p,

jossa ne eroavat kulkemaan eri kaaria.

— Jatketaan solmusta p polkua P; pitkin

ensimmdiseen solmuun g joka on jdlleen

my0os polulla P.
(Viimeistdan q = v.)
— Saadaan sykli palaamalla solmusta ¢q

takaisin solmuun p kulkemalla tdlla
kertaa polkua P> takaperin.

— Puussa T ei saisi madritelmansd mukaan

olla sykleja.
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myoskin ylittad halkaisun S.

— Sdrmdpainoille pdtee w < w; koska
sarmad u - v € E(G) on kevyt.

— Sarmd z %y ei kuulu aliverkkoon A,
koska halkaisu S kunnioittaa
aliverkkoa A.

e Jos puusta T poistetaan yksikin polun P

kaarista, niin puu T

— hajoaa kahteen sirpaleeseen joista
— toinen sisdltdad solmun u

— ja toinen solmun v

koska yksikdsitteisyyden nojalla silloin
katkeaa ainoa solmujen « ja v valinen
vhteys.

395
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Algoritmiskeema 8.6.1 Primin algoritmi 8.6.2

8.6.2 Primin algoritmi

e Aliverkkoa A kasvatetaan yhtend puuna.

e Puu T’ saadaan puusta T korvaamalla
sarma ¢ Yiy sdrmilld v % v € E(G): e Kasvatus alkaa mielivaltaisesti valitusta

alkusolmusta s € V(G).
— sirpaleisuuden nojalla muutos ei luo

sykleja
e Kasvatusperiaate on
— A C T’ koska puusta T poistuva

. L ) . . "valitse aina sellainen sarmd v % v € E(G
sarmd z Yy ei kuulunut aliverkkoon A. — € E(G)

jonka

— itse konstruktio lisdd

sirman w2 v € E(G) puuhun T — ensimmadinen pddtepiste u on jo

aliverkossa A

— kokonaispainokaan ei noussut, joten
myods T on sydteverkon G pienin
virittava puu

— toinen pdatepiste v ei vield ole
aliverkossa A

(itse asiassa osoitimme w; = w). O — paino w on tillaisista sdrmista
mahdollisimman pieni".

e Ndin saatava algoritmi muistuttaa Idheisesti
Dijkstran algoritmia kalvoilla 8.5.2.
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Primin algoritmi 8.6.2 Primin algoritmi 8.6.2

Tehokkaan valinnan toteutus:
¢ procedure Prim(G: verkko, s: solmu)

— Pidetd4n mahdolliset toiset 1. for all u € V(G) \ {s} do

padtepisteet v ¢ V(A) kalvojen 5.4.3 2 u.dist 1= +o0;
(minimi)prioriteettijonossa H. 3 u.m = NULL
4: end for;

— Pddtepisteen v avain v.dist = pienin 5. s.dist := 0;
sarmdpaino w jolla siihen tulee 6: s.m := NULL;
sdrmd v - v € E(G) jostakin 7: H := buildHeap(V(G));
ensimmadisesta pddtepisteestd u € V(A). 8: while not isEmptyHeap(H) do
Tai +oo jos sellaisia s&rmia ei vield ole. 9: 1= heapExtractMinimum(H);

10: for all v *-v € E(G) do

— Solmujoukko V(A) = ne 11: c = w;
solmut v € V(G) jotka ovat jo poistuneet 12: if v € H and c < v.dist then
prioriteettijonosta H. 13: v.dist 1= ¢;
Ei siis erillistd tietorakennetta. 14: VTI= U
15: shiftup(H,v)
— Kaarijoukko 16: end if
v. dist 17: end for
B(A) = {on " 0: v e V(@) \ {5} 18 end while.
voidaan jdlleen jaljittad lopuksi
kentistd v.m = se u jolta kenttd v.dist sai Ainoat muutokset Dijkstran algoritmiin
arvonsa. kalvoilla 8.5.2 ovat riveilld 10—-12.
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Primin algoritmi 8.6.2

e Primin algoritmi toimii oikein:

— Olkoon halkaisu S = ne solmut jotka
ovat jo poistuneet tybkeosta H

eli nykyiset V(A).

— Algoritmi valitsee mahdollisimman
kevyen sdarmdn

u. dist

u.m u

joka ylittda taman halkaisun S

— ja pdivittaa tietorakenteensa H
vastaamaan taman valinnan seurauksia.

— Lauseen 8.6.1 mukaan tama valinta on
turvallinen

— joten vedotaan algoritmiskeeman

oikeellisuusperusteluun.

e Aikavaatimus on (parannuksineen) sama
kuin Dijkstran algoritmilla kalvoilla 8.5.2.
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Kruskalin algoritmi 8.6.3

e Yhdistelyperiaate on

"valitse aina sellainen sarmd u-“-v € E(G)
jonka

— pdadtepisteet v ja v kuuluvat eri palasiin

— paino w on tdllaisista sarmista
mahdollisimman pieni”.

e Tehokkaan valinnan toteutus:

— Jdrjestetddn etukdteen sydteverkon G
sarmadt painojensa mukaan jollakin
tehokkaalla algoritmilla kalvoilta 5.

— Kadytetddn tehokasta tietorakennetta

* vastaamaan kysymykseen

"kuuluvatko ehdotetun sirman uv-% v
pddtepisteet u ja v samaan vai eri
palasiin?”

* yhdistdmddn namad palaset kun vastaus
on "eivat kuulu”

jolloin ehdotettu sarmd voidaan valita.

Tietorakenne kuvaillaan vasta
kalvoilla 8.7.
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Kruskalin algoritmi 8.6.3

8.6.3 Kruskalin algoritmi

e Aliverkkoa A kasvatetaan palasista:

— Palaset osittavat sybteverkon G
solmut V(G) erillisiin osiin.

— Solmut ovat samassa palasessa
jos ja vain jos

niiden valilla on polku nykyisessd
aliverkossa A.

— Algoritmi yhdistdd aikaisemmin erilliset

* solmun « palasen

* solmun v palasen

vhdeksi uudeksi palaseksi kun se lisda
niiden vdliin valitun
sdrmdn v % v € E(Q).

— Sykilit vdltetdan, kun lisdatddn vain sarmia
palasesta toiseen.

— Yhdistelyn alussa jokainen sydtesolmu on
yksinddn omassa palasessaan.
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Kruskalin algoritmi 8.6.3

1. V(A) 1= V(G);

2: E(A) 1= 0;

3: Alusta jokainen sy&tesolmu v € V(G)
kuulumaan yksin omaan palaseensa;

4. Jarjestd sarmdt E(G) kasvavaan
jarjestykseen kaaripainojen suhteen;

5: for all sarméd v v € E(G) edelld
mainitussa jarjestyksessa do

6: if solmut « ja v kuuluvat eri palasiin
then
7 Lisdd tamad sarmd v -2 v € E(G)
aliverkkoon A;
8: Yhdistd solmujen u ja v palaset
yhdeksi palaseksi
9: end if
10: end for.
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Kruskalin algoritmi 8.6.3 Kruskalin algoritmi 8.6.3

e Kruskalin algoritmi toimii oikein: e Rivin 4 jdrjestdminen vie aikaa

— Olkoon algoritmin suoritus aloittamassa O(|E(G)|[-10g [E(G)]) = O(|E(G)|-1og [V(G)))
lisdysrivid 7 valittuaan sarman v - v. askelta

_ 2
— Olkoon lauseen 8.6.1 halkaisu (koska |E(G)| = O([V(G)[9))-
S = pddtepisteen u palanen.

* Kaikki muut sydteverkon G solmut * Rivien 5-10 silmukka
laitetaan halkaisun toiselle puolelle. o L
— pyOrahtad nykyiselldan tdydet
*+ Erityisesti pastepiste v joka ei kuulunut |E(G)| kertaa.

samaan palaseen kuin wu. ) . . . L
— voidaan katkaista heti kun rivin 7 lisdys

+ Siis valittu sdrm3 ylittds halkaisun S. on tehty [V(G)|— 1 kertaa

Jos pddtepisteestd u padsee johonkin S(IE(G)]) kappaletta.

solmuun z aliverkkoa A pitkin, niin

x on samassa palasessa kuin u, eli e Tavoitteena on, ettd rivien 5—10 silmukka ei
samalla puolella leikkausta S kuin . olisi hitaampi kuin rivin 4 jarjestadminen.
— Valittu sdarmd on halkaisun S kevyin: — Silloin palasten ké&sittely riveilld 6—8 saa
viedd O(log |V (G)|) askelta operaatiota

* Sdrmdt joiden paino < w on kasitelty kohden

* joten ne eivdt kulje endd palasten valilld . e
— Kalvoilla 8.7 tullaan pdadsemaddn tahadn. ..

* joten ne eivdt kulje yli halkaisun S. ...Jja vield tehokkaampaan ratkaisuun!
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Kruskalin algoritmi 8.6.3 Prim vai Kruskal? 8.6.4

8.6.4 Prim vai Kruskal?

e Rivin 4 jdrjestaminen voidaan vield upottaa e Primin algoritmi kalvoilta 8.6.2 ja Kruskalin
rivien 5—10 silmukkaan: algoritmi kalvoilta 8.6.3 nayttdvadt yhta
hyviltd, kun tarkastellaan niiden
— Kaytetddn kalvojen 5.4 kekojdrjestamisen suoritusaikojen O-arvioita.

inkrementaalisuutta.

e Silti Primin algoritmi on kdytanndssa

— Rivilld 4 vain alustetaan keko H .
parempi.

sdrmistd E(G) kalvojen 5.4.1.4 tapaan

O(|E(G)]) askeleessa.
e Muistin kdytto:
— RIivilld 5 otetaan keosta H seuraava
ehdokassirma v 2 v — Primin algoritmi voi kdayttdaad suoraan

O(log |E(G)|) askeleessa. kalvojen 8.3 vieruslistaesitysta.

— Kruskalin algoritmi jarjestda sarmiadt
kasvavan kaaripainon mukaan.

— Kun silmukka katkaistaan
[V(G)| — 1 lisdykseen, jdd kekoon H vield
kaaria, joiden jdrjestdminen ndin * Tama jarjestys taytyy tallettaa
valtettiin. jonnekin muualle kuin sybteverkon G
muistiesitykseen
— Ei silti paranna O-arviota.
* ellei muistiesitys ole lista kaikista
sdarmistd

(tai vastaava).
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Prim vai Kruskal? 8.6.4

e Primin algoritmin aikavaatimuksen
oletusarvoksi on osoitettu (sivuutetaan) vain

O(IE(G)])
askelta

— kun sydteverkko G ei ole harva

— ja sarmdpainot arvotaan tietylld tavalla.

e Tama vastaa kdytanndn havaintoja:

— Primin algoritmi on hyva tiheilla
satunnaisilla verkoilla

— ja Kilpailukykyinen vield muissakin
tilanteissa

— uudempiakin kuin Kruskalin algoritmia
vastaan.

e Primin algoritmia voi vield nopeuttaa:

— Vaihdetaan keoksi kalvojen 8.5.2.1
huomiossa 9 mainittu Fibonaccin keko.

— Saadaan sama hydty kuin kalvojen 8.5.2
Dijkstran algoritmissa.

58131-8 Tietorakenteet, syksy 2003 409

Joukot ja yhdisteet 8.7

e Kruskalin algoritmissa
alkioina ovat sydteverkon G solmut V(G)

joukkoina ovat aliverkon A C G palaset.

e Kdytetddn tietorakenteen pohjana metsaa:

— Esitetddn jokainen alkio ¢ omana
solmunaan.

— Liitetddn jokaiseen solmuun
kenttd a.m = taman solmun isdasolmu.

* Jos tdma solmu a on itse juuri
niin a.m = a.

Tama juuren esitystapa yksinkertaistaa
hieman erikoistapausten kasittelya
algoritmeissa.

* Toinen mahdollisuus merkitd solmu a
juureksi olisi tuttu a.m = NULL.

— Puut ovat siis kuten kalvojen 8.4.1,
8.4.2, 8.5.2 ja 8.6.2 mw-puut:

* linkitys lapsesta isdan

* haarautumisaste rajoittamaton.
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Joukot ja yhdisteet

8.7

8.7 Joukot ja yhdisteet

e Kruskalin algoritmi kalvoilla 8.6.3 johti
seuraavanlaiseen tietorakenneongelmaan:

— On kokoelma a1,ap,as,...,an alkioita.

— Tehtdvdnad on pitdad ylla tietoa ndiden
alkioiden jaottelusta joukkoihin:

* Jokainen alkio kuuluu tasan yhteen
joukkoon.

* Jokaisessa joukossa on aina ainakin
yksi alkio.

— Tietorakanteen on pystyttava
reagoimaan

kysymykseen "Kuuluvatko alkiot a; ja
talla hetkelld samaan vai eri
joukkoon?”

antamalla oikea vastaus

komentoon "Ota alkioiden a; ja a;
joukot ja yhdistd ne!”

pdivittymadlla vastaavasti.

aj
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8.7

e Puiden ja joukkojen suhde:

— Jokainen alkioiden joukko esitetdan

vastaavista solmuista koostuvana puuna.

— Jokaista puuta (eli joukkoa) edustaa sen

juurisolmu.

Eli kun kysytdan solmua (eli alkiota)
vastaavaa puuta (eli joukkoa) niin
haetaan sen juurisolmu.

— Annettujen kahden solmun (eli alkion)
u ja v (joukot eli) puut yhdistetdan
seuraavasti:

1. Ensin haetaan niiden juurisolmut p ja gq.

2. Sitten tehdddn puusta p puun ¢ juuren

uusi alipuu

3. pdivittamadlld p.w osoittamaan
solmuun gq.

— Kukin solmu (eli alkio) on aluksi oman
puunsa (eli joukkonsa) juuri.
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Joukot ja yhdisteet 8.7

e Puiden ja joukkojen suhteesta saadaan
tietorakenteelle perusoperaatiot:

— Juuren haulle
function Find(r: solmu): solmu

if ~.m = r then
return r
else
return Find(r.7)
end if.

— Puiden yhdistdmiselle
procedure Union(u,v: solmu)
Find(u).m := Find(v)-
Esimerkiksi kutsu Union(a,a) toimii

jarkevasti valitsemallamme juuren
esitytavalla.

(T&@ma operaatio tunnetaan myds
nimelld 'merge’.)

— Solmun alustukselle
procedure MakeSet(u: solmu)

UT = U.

e Tietorakennetta kutsutaankin nimelld
union-find. (Tai 'merge-find’.)
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Yhdistdminen korkeuden mukaan 8.7.1

8.7.1 Yhdistaminen korkeuden mukaan

e Kalvojen 8.7 tietorakenteessa puut voivat
kehittyd epatasapainoisiksi.

— Koska yhdistamisoperaatiossa aina
jalkimmadinen parametri liitetadn
edelliseen.

— Silloin jda saavuttamatta Kruskalin
algoritmin kalvoilla 8.6.3 vaatima
korkeintaan logaritminen suoritusaika
operaatiota kohden.

e Lisatadn siis tietorakenteeseen
tasapainoehto.

— Yhdistetddn aina puista matalampi
korkeampaan.

— Tarvitaan juurisolmuihin lisakentta

r.rank = tdmdn puun korkeus
= sen pisimman polun pituus
= pahin juuren hakuaika.
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Joukot ja yhdisteet 8.7

e Ndin saadaan Kruskalin algoritmiin palasten
kdsittelylle toteutus tietorakenteen
perusoperaatioilla:

Palasten alustus rivilld 3 on siimukka

for all v € V(G) do
MakeSet(u)
end for;

Palasten erillisyystesti rivilld 6 voidaan
johtaa seuraavasti:

— "solmut u ja v kuuluvat eri puihin”
— "solmujen « ja v puilla on eri juuret”
— Find(w) # Find(v).

Palasten yhdistdminen rivilld 8 on kutsu

Union(u, v)
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Union(1,2)
Union(2,3)
Union(3,4)
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Yhdistdminen korkeuden mukaan 8.7.1

e Uudet tietorakenteen perusoperaatiot:
— Juuren haku on sama kuin kalvoilla 8.7.

— Puiden yhdistaminen

* valitsee uuden juuren ja alipuun
lisdkentdn perusteella

* pdivittdd uuden juuren lisdkenttaa
tarvittaessa.

procedure Union(u,v: solmu)
Link(Find(u), Find(v)).

procedure Link(p,q: solmu)
if p.rank > gq.rank then

qm i=Dp
else if p.rank < g.rank then
p.T i= q
else if p # q then
pTI= q;
g.rank := gq.rank+1
end if.

— Alustetaan myos lisdkentta:
procedure MakeRoot(u: solmu)

u.mT 1= U,
u.rank := 0.
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T(h+1)=
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Yhdistdminen korkeuden mukaan 8.7.1

e Tdmad parannus saavuttaa Kruskalin
algoritmin vaatiman logaritmisen
suoritusajan:

— Olkoon T'(h) = vdhdsolmuisin puu jonka
juuressa kenttd rank saa arvon h.

= T(0) = yksindinen solmu.

x T'(h + 1) = kahden puun T'(h) yhdiste
tdlla periaatteella.

— Puussa T'(h) on 2" solmua:

* Puussa T'(0) on 1 = 29 solmua, kuten
pitdadkin.

x Puussa T'(h + 1) on 2. niin monta
solmua kuin puussa T'(h).

Induktio-oletuksen mukaan

puussa T'(k) on 2" solmua.

Siis puussa T'(h + 1) on 2.2k = 2h+1
solmua, kuten pitdaadkin.

— Siis n-solmuisessa puussa juuren haku vie
O(logn) kappaletta w-kentdn
seuraamisia.
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8.7.2 Polun tiivistdminen

e Kalvojen 8.7.1 tasapainotukseen voidaan
vhdistda vield polun tiivistaminen
(compression).

e Kun haetaan annetun solmun r juuri s, niin
kuljetaan polku

rH0505% 505 s
polun valisolmut

— Voimme tallettaa vastaisen varalle
oikopolun r.r 1= s.

— Tasta oikopolusta hyotyvat
tulevaisuudessa ne juuren haut jotka
alkavat

* solmusta r itsestddn

* kaikista solmuista ¢ joiden polku kulkee
solmun r kautta.

— Polun vdlisolmutkin hydtyvat kun nekin
saavat oman oikopolkunsa silloin kun
niiden kautta haetaan.
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Polun tiivistdminen 8.7.2

e Lopulliset tietorakenteen perusoperaatiot:

— Juuren haku tiivistda kulkemansa polun:

Rekursiivisesti lisaiamalla oikopolut
paluumatkalla

function Find(r: solmu): solmu

if r.m % r then

r.r i= Find(r.w);
end if;
return r.z.

Iteratiivisesti kulkemalla polku kahdesti
function Find(r: solmu): solmu
s 1= 71;
while s.m %= s do
S 1= 8.7
end while;
while r.wm = s do
t 1= r.m,
L
ri=t
end while;
return s.

— Puiden yhdistaminen ja solmun alustus
pysyvat samoina kuin kalvoilla 8.7.1.
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Polun tiivistdminen 8.7.2

e Tarkastellaan seuraavanlaista
tietorakenneoperaatioiden jonoa:

— m on kaikkien operaatioiden lukumaara.

— n < m on alkioiden eli
'"MakeSet’'-alustusoperaatioiden
lukumaara.

— 'Link’-operaatioita on korkeintaan
n — 1 kappaletta:

* Union =2 - Find 41 - Link.

* n— 1 riittdd vaikka kaikkien alkioiden
liittamiseen samaan joukkoon (kuten
Kruskalin algoritmissa kalvoilla 8.6.3).

e Tadllaisen jonon suoritus vie
O(m - a(m,n))
askelta, missd a(m,n) kasvaa hyvin hitaasti:

— a(m,n) <3 kun n < 216 =65 536.

— a(m,n) <4 kun n < alkeishiukkasten
arvioitu mdara maailmankaikkeudessa.

— Siis kdytannossd vakioaika/operaatio.

Polun tiivistdminen 8.7.2
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e Nyt juuren kenttd s.rank = pisin polun
pituus tassd puussa ellei polkuja olisikaan
tiivistetty.

— Koska lasketaan edelleen kuten
kalvoilla 8.7.1.

— Oikean arvon laskeminen olisi hankalaa.

— Ja turhaa: Kenttdd kdytetdadn arviona
vastaavan puun koosta.

e Tietorakenteen aikavaativuuden analysointi
on vaikeaa ja ohitetaan talla kurssilla:

— Polun tiivistdaminen voi muuttaa
puurakennetta rajusti.

— Yhden 'Find’'-operaation tekema
tiivistysty® voi auttaa seuraavia
operaatioita.

Reiluuden nimissa pdaddytdan
tasoitettuun tarkasteluun kaikkien
operaatioiden yli (kuten kalvoilla 7.4.1).

— Kalvoilla 8.7.1 nahty puun tasapainoisuus
takaa, ettd tehdystad tyostd hyotyy hyvin
moni solmu.
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Polun tiivistaminen 8.7.2

e Tarkka maddritelmd on
a(m,n) = min {z >1: A (i, {EJ> > |092n}
n
missa
A(1,5) =27 kunj>1
A(i,1) = A(—1,2) kun:>?2
A(i,j) = AGi—1,A(,5 — 1))  kun 4,5 > 2
on Ackermannin funktio

— josta on Kkirjallisuudessa hieman erilaisia
muotoja

— joille on yhteista erittdin nopea
kasvaminen.

e Esimerkiksi

A(4,1) = A(2,16)

= A(1,A(2,15))
— 5A(2,15)

. 22A(2,14)
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