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1 Johdanto

Esitédn tédssd esitelméssi joitakin laajennoksia puhtaaseen yksinkertaisesti
tyypitettyyn lamdbakalkyyliin. Esitykseni pyrkii olemaan tiivistelm&d Ben-
jamin C. Piercen teoksen Types and Programming Languages ([Pie02]) lu-
vuista 11 ja 13, ja oletan lukijalle tutuksi aikaisempien lukujen sisillon, mm.
em. kalkyylin tarkemman kuvauksen.

Esittamaéni lisdykset voi jakaa periaatteeltaan kolmeen luokkaan, ja késittelen
kutakin luokkaa omassa luvussaan. Tarkastelen ensin joitakin ns. johdettuja
muotoja, yksinkertaisia syntaktisia muunnoksia, joissa kussakin esitellian
jotakin kompleksista syntaktista risuaitaa korvaamaan jotakin helpommin
kirjoitettavaa ja semanttisesti ekvivalenttia.

Toiseksi laajennamme kieltd lisddmalla sithen joukon tyyppejé. Periaatteessa
talloin pitdisi todistaa, ettd lisdystenkin jilkeen kielen tyyppijarjestelmé on
turvallinen, ts. ettd tyypittyvd termi on joko arvo tai evaluoitavissa (etene-
misteoreema), ja ettd tyypittyvin termin evaluointitulos on aina tyypittyvi
(sdilymisteoreema). Kdytinnossd kuitenkin sivuutan todistukset.

Kolmanneksi laajennamme kielté tavalla, joka aiheuttaa muutoksia siiné, mi-
ten madrittyy kielellemme operationaalisen semantiikan antavan tilakoneen
tila. Aikaisemmin tilaksi on riittdnyt ohjelmalaskurin arvo; nyt sithen on
lisdttdvd myos muistin kulloinenkin sisdlté. Myds etenemis- ja sdilymisteo-
reema muuttuvat; niiden periaatteellinen merkitys kuitenkin pysyy samana,
ja niiden péatevyys olisi todistettava nytkin tehtéville lisdyksille.

2 Johdettuja muotoja

([Pie02, 11.1 - 11.5])Lisataan kieleen aluksi muutama tyyppi: Teoreettisis-
sa tarkasteluissa saattaa toisinaan olla kdtevdd abstrahoida tyypistd kaikki
yksil6ivat ominaisuudet pois. Tatéd varten voidaan kielen syntaksin tyyppiva-
likoimaan liitt4dd tyyppi tai tyyppejé, jolle el méaritelld mitdidn operaatioita,
ja jonka mahdollisia alkioita ei voi suoraan nimetd. Tammdéistdkin tyyppid
voidaan silti hyodyntaid aivan mielekkéissa ilmauksissa; esim. jos A on tulkit-
sematonta tyyppid esittivd metamuuttuja, Ax:A.x on A:n identiteettifunktio,
tyypiltddn A — A.

Tulkituista tyypeistd yksinkertaisin mahdollinen on tyyppi Unit: on tasan
yksi elementti, vakio unit, joka on tatd tyyppid. Operaatioita tyypille ei ole
maéadritelty. Sellaisena se muistuttaa esim. Javan void-tyyppid. Unit-tyyppid



voidaan hyodyntaad perdkkdisyyden formalisointiin: Liitdmme kielen syntak-
siin termien joukkoon termin t;; to. Epdmuodollisesti sanoen termi tulkitaan
siten, ettd evaluoidaan ensin termi t; ja sitten termi t;. Arvo, johon evaluoin-
ti padttyy, on sama kuin jos olisi evaluoitu vain ty. Miksi ohjelmoija sitten
vaivautuisi kirjoittamaan ohjelmaansa moisen termin t;, ja miksi se viel& eva-
luoitaisiinkin, jollei se vaikuta arvoon, joksi termi evaluoituu? Tyypillisesti
evaluoinnin sivuvaikutusten takia; nidihin palaamme luvussa .

Perikkiisyyden tulkinta voidaan formalisoida kahdellakin Unit-tyyppid hyd-
dyntavéilla tavalla: Kieleen voidaan lisdtéd evaluointi- ja tyypityssdannot

t; — t)
7 E-SE
b1t — b5 te SEQ
unit; to — to E-SEQNEXT
'ty : Unit 'ty : Ty T-SEQ

Fl_tl;tngz

Toinen, yksinkertaisempi mahdollisuus on olla lisidmé&tta mitdan uusia sdan-
toja ja sen sijaan tulkita ti; to lyhenteeksi termistd (Ax:Unit.t2).t1, jossa x
el ole mikddn to:n vapaa muuttuja. Call by value -strategian mukaan en-
sin evaluoidaan parametri ty, sitten sijoitetaan tulos x:n paikalle to:ssa (eli
ei minnekéin, koska x ei ole to:n vapaa muuttuja), sitten evaluoidaan to si-
joituksen jalkeisessd muodossaan (eli entisellddn). Eli yhteensd evaluoinnin
tulos on sama kuin olisi evaluoitu pelkka ts.

Naméa kaksi tulkintaa ovat semanttisesti ekvivalentit. Perdkkéaisyys on esi-
merkki johdetusta muodosta: sen tyypitys- ja evaluointisddnnot on mahdol-
lista palauttaa kielen perustavampiin operaatioihin, abstraktioon ja sovel-
lukseen. Johdettu muoto on vain kielen pintasyntaksin laajennos: otetaan
kdyttoon ohjelmoijalle helpompi ja luontevampi tapa ilmaista jotakin, joka
kylld jo kielen olemassaolevallakin syntaksilla on ilmaistavissa. Koska kielen
semantiikka tai tyyppijarjestelmé ei rikastu mitenkéédn, ei ole tarvetta to-
distaa esim. tyyppiturvallisuuden kaltaista teoreemaa johdetulle muodolle.
-Toinen yksinkertainen johdettu muoto on willin kortin kdytté abstraktios-
sa: jos abstraktion rungossa ei esiinny parametrin tyyppistd muuttujaa, ei
ole tarpeen antaa parametrille mitdan spesifii nimei abstraktiossa: voimme
kirjoittaa A_:S.t, sen sijaan ettd kirjoittaisimme Ax:S.t tai Ay:S.t, tms.



Toisinaan on kitevai tai tarpeen voida “julistaa” (ascribe) termi tietyntyyp-
piseksi. Mahdollistamme tdmén kielessé lisdéadmaélla termivalikoimaan termin
t as T. Evaluointisddnnot ovat yksinkertaiset: termid t evaluoidaan, kunnes
jaljelld on v as T, jolloin lopuke “as T” vain heitetddn pois. Tyypityssdantod
puolestaan on

Fl_tl - T

Tt asT T T-ASCRIBE

Enté jos ohjelmoija valehtelee termin tyypin? Jos I' - t; : T4, ja ohjelmoija
kirjoittaakin syntaktisesti ihan mahdollisen termin t; as T5? Evaluointi toi-
mii viitetystd tyypistd riippumatta, ei siis jumitu, mutta tyypityssdantojen
mukaan termi t; as Ts ei ole tyypittyvd. Otaksuakseni tdssd on esimerkki
staattisen tyypityksen konservatiivisuudesta: tyypintarkistin ilmoittaa tyyp-
pivirheestd, joka ei kuitenkaan ajon aikana saisi aikaan mitdan katastrofaa-
lista.

Voidaan osoittaa, ettd tyypinjulistuksessakin on kysymys johdetusta muodos-
ta. Sitd voidaan hycdyntda esimerkiksi dokumentoimaan ohjelmaa. Mielen-
kiintoisempi kiyttétarve syntyy, kun kieleen lisdtdan alityypitys, eli termilla
voi olla useita tyyppeja: tyypintarkistinta kehotetaan ottamaan huomioon
ndistd tyypeistd vain jokin. Samantapaiseen tarkoitetun tyypin rajaavaan
kdyttoon tutustumme vaihtuvarakenteisen tietuetyypin yhteydessa.

Termi voidaan sitoa nimeen let-sidonnalla let x=t; in t,. Call by value -
strategiasta seuraa, ettd termi t;on evaluoitava tdysin, ennen kuin itse let:n
evaluointi suoritetaan; seuraavat evaluointisidnndét ilmentavat tata:

let x=t; in t, — [X — Vl]tz E-LETV

t, — t

; — E-LET
let x=t; in ts — let x=t; in t9

(tyypityssdidnnot:)

]_—‘I_t]_iT]_ F,X:Tll_tziTz
' - let X:tl in t2 . T2

T-LET

Onko let-sidonta johdettu muoto? Osin on, osin ei. Abstraktion ja sovelluksen
yhdistelmélld saadaan kylld sanottua sama kuin let-sidonnalla:



let X:tl n tz :def ()\X:Tl.tg) tl

Jos rakennettaisiin kdantiji, joka suoraviivaisesti suorittaisi let-termien kon-
version sovelluksiksi ylliolevan méaaritelman mukaisesti, pitéisi kuitenkin rat-
kaista vield yksi ongelma: miten jdsennin tietdisi, ettd muuttujan x tyypiksi
taytyy merkitd T;7 Ei jdsennin sitd tieddkddn; tieto saadaan vasta tyypin-
tarkastusvaiheessa, kun lasketaan termin t; tyyppi. Jos let tulkitaan johde-
tuksi muodoksi, se ei kuitenkaan ole samalla tapaa yksinkertainen puhtaasti
syntaktinen muunnos kuin aiemmin kisitellyt johdetut muodot.

3 Rakenteiset tietotyypit

([Pie02, 11.6 - 11.10])Mééritellddn tietue jarjestetyksi kokoelmaksi nimet-
tyja termeja: {l;=t;* € 1+"}. Tietueen nimiditd merkitdén siis 1. € ", ja tie-
tueen tyyppi on {l;: T, € 1"}, Termien (joita tunnetusti kutsutaan yleensi
kentiksi) tyyppejd ei siis ole mitenkdin rajoitettu. Projektio t.1 on operaatio,
jota kédytetddn palauttamaan tietueen kentdn 1 arvo. Tietue itse on tdysin
evaluoitu (siis arvo), kun sen jokainen kenttd on.

Midritelméassdamme kenttien jarjestykselld on vilia; ts. tietueet, joissa on sa-
mannimiset kentdt eri jirjestyksessd, ovat erityyppisid. (Tédssd suhteessahan
eri ohjelmointikielet poikkeavat toisistaan.)

Tietueesta voidaan johtaa erikoistapauksena monikot, sallimalla nimidiksi
luonnolliset luvut, ja jattdmaéalla nimid vain kirjoittamatta ndkyviin sen olles-
sa luonnollinen luku. Tietue puolestaan voidaan ndhad vaihtelevan tietuetyy-
pin (variant) erikoistapauksena, jossa tietueilla on vain yksi vaihtoehtoinen
rakennemalli. Vaihtelevaa tietuetyyppid kédytetddn heterogeenisten tietoko-
koelmien alkion tyyppini: kaikissa alkioissa ei tarvitse olla samoja kenttid.
Syntaktisesti tyyppi rakennevaihtoehtoineen ilmaistaan <l; = T,/ €™ > eli
jokaiselle rakennevaihtoehdolle annetaan nimié !.

Sen, ettd termi t on tulkittava vaihtelevan tietuetyypin T ilmentymaévaihto-
ehdoksi, jonka nimi6é on 1, ilmaisemme julistamalla termin tietuetyypin il-
mentyméksi (tai “liputtamalla”, tagging), eli termilld <l=t> as T.

Liputusrakenteen tyypinjulistus (as T) on periaatteellisesti olennainen lisdys:
Jos ohjelmassa on useita vaihtelevia tietuetyyppejd, on mahdollista, ettéd

!Pierce puhuu téssi mielesténi virheellisesti kentéin nimicists (field label); kuitenkin
asiayhteyden perusteella vaikuttaa ilmeiseltd, ettd kyseessi ovat rakennevaihtoehtojen ni-
midt.



niitten rakennevaihtoehtoina esiintyy samoja tyyppeja. Esimerkiksi jos T1
= <lankapuhno:T3, kotiosoite:T4> ja T2 = <lankapuhno:T3, kanny:T5>,
ei pelkkd <lankapuhno=t> riittdisi kertomaan termistd t, onko se tyyp-
pid T1 vai T2 . Koska haluamme - ainakin vield - pitdéd kiinni tyypin yk-
sikésitteisyydestd, ratkaisemme ongelman kiyttdmalld aiemmin esitettyé tyy-
pinjulistus-rakennetta. Myohemmin, alityypityksen kéasittelyn yhteydessa,

ehkd ndemme toisenlaisen ratkaisun samaan ongelmaan; toistaiseksi kuiten-
kin liputamme, jolloin tietueen evaluointi- ja tyypityssddnnot ovat seuraavat:

t; — t;
<L =t>aT —-<];, = t;> as T E-VARIANT
Lt T T-VARIANT

' < 1]' = tj > as <J;: Tizel..n >:<1 TizEI"n N

(Y1l ilmeisesti yhteinen alaindeksi j sitoo premissin T;:n ja johtopéd&toksen
1;:n toisiinsa siten, ettd 1; on rakennevaihtoehdon T; nimid.)

Vaihtelevarakenteisia tietueitten kisittely esim. jossakin funktiossa tyypil-
lisesti riippuu siitd, minkdrakenteinen tietue kulloinkin on kysymyksessa.
Haarautuminen eri kisittelyvaihtoehtoihin rakennetyypin mukaan koodataan
case-rakenteella: case t of <l;=x; > = tiiel"”. Casessa siis luetellaan kaikki
mahdolliset rakennevaihtoehdot ja vastaavat toimintatavat (=nuolta seuraa-
vat termit). Ennen tietueen rakennetta vastaavan toiminnon suorittamista
tietue evaluoidaan, sitten evaluoinnin tuloksena saatu arvo sijoitetaan muut-
tujan x; paikalle termissd t;. Eli formalisoituna, tyypityksen kera:

case (<l =v; > as T) of <l =x; >=t;€"

E-CASEVARIANT
— [Xj —> Vj]tj

to — tg
case tg of <1, = x;, >= tizel..n E-CASE
—r case tg of <« li =x>= tiiel..n

Thty:<]: T >
for each ¢ Mx,:Ty =t :T T-CASE
[k casetgof <l = x; >=t"" : T

(Pikku harjoituksena voisimme miettid, miksei case-rakenteessa liputeta ter-
mid t tyypilldén, ts. miksei oikean kulmasulun peréssi lue “as T”.)



4 Rekursio yksinkertaisesti tyypitetyssa kal-
kyylissa

([Pie02, 11.11])Voidaan osoittaa ([Pie02], luku 12), ettei yksinkertaisia
tyyppejd kdyttden (s.o. joka termilld enintddn yksi tyyppi) voida tyypittdd
mitddn lauseketta, joka voi johtaa padttyméattoméan laskentaan. Rekursiota

ei niin ollen voi toteuttaa fix-funktiolla, kuten saattoi tehdd tyypittaméattoméassa
kalkyylissa. Sen sijaan lisddmme kieleen primitiivin fix, joka itsessdin ei ole
termi, vaan muodostaa sellaisen vasta toisen termin kanssa. fix on muodos-
tin, jota voidaan kdyttdd muodostamaan mm. rekursiivisia funktioita. Koska

en ole saanut tolkkua sen evaluointisddnnostd E-FIXBETA sen kummemmin
kuin Piercen aihetta koskevasta suorasanaisesta esityksestikddn, en valitet-
tavasti voi kertoa aiheesta sen ymmaérrettdvammin kuin luetella sd&dnnot:

Evaluointi:
ty — t)
: E-FIX
fix (Ax:T1.t2) = [z — (fix (Ax:T1.t5)) ] to E-FIXBETA
Tyypitys:
r+ t1: Ty — T4 T-FIX

F}_ﬁthiTl

5 Laskennan sivuvaikutuksista: viittausmuut-
tujat

([Pie02, luku 13]) K&ytdnnon ohjelmoinnissa ei useinkaan ole tavoitteena
niin- kdin selvittdd laskennan lopputulos vaan saada aikaan sivuvaikutuk-
sta, esimerkiksi viittausmuuttujan arvon paivittyminen, erilaiset syotto- ja
tulostustoimet, kontrollin siirtyminen ohjelman toiseen osaan. Ohjelma voi
koostua perdkéisistd evaluoinneista, joitten tulokset eivit vaikuta toisiinsa
eivitkd muutenkaan ole jarin kiinnostavia.

Esimerkkiné sivuvaikutusten lisddmisestd kalkyyliin tarkastelemme viittaus-
muuttujia. Muutetaan laskennan mallia siten, ettd otetaan kidyttéon joukko



patkkoja (locations). Varastot (store) ovat osittaisfunktioita paikkojen jou-
kolta arvojen joukolle. Ndin saadaan abstraktilla tasolla mallinnettua muisti
(tarkemmin sanottuna 1&hinni keko). Tilasiirtymékoneen tilaa ei riitd ilmai-
semaan endid pelkkd ohjelmalaskurin arvo (termi), vaan tila on pari (ohjel-
malaskuri, varasto), eli laskennan tilaan tdytyy liittdd kuvaus siitd, miten
kulloinkin sijainteja on yhdistetty arvoihin. Kaikki evaluointisddnnot taytyy
muuttaa vastaavasti: S4dnnoén argumenttina on evaluoitavan termin lisiksi
kulloinenkin varasto, ja sddnt6 palauttaa myds varaston. Eli, jos merkitddn
w:114 varastoa, emme kirjoita endd t — t’ vaan t|u — t'|u’. 2

Jotta varastoja padsisi muuttelemaan ja varastofunktion arvoja kdyttamaan,
lisdtddn kieleen termit ref t (viittauksen muodostaminen), !t (paikan sisdllon
palauttaminen), t;:=t, (viitatun paikan sisélléon muuttaminen). Paikat kuu-
luvat kielen arvojen joukkoon ja sellaisina my0s termeihin; sddnndissd paik-
koja esittdd metamuuttuja L

Viittaus muodostetaan siten, ettd evaluoidaan t:t4 kunnes jiljelld on arvo,
valitaan paikka [, joka ei kuulu tdmé&nhetkisen varaston ldhtéarvoihin, ja
muodostetaan uusi varasto edellisen varaston ja parin (I, v) yhdisteesta:

b st g E-REF
ref ty | — ref t; |y
L ¢ dom(y) E-REFV

ref vi | pu— 1| (pu, 1 — vy)

Sijoituksessa evaluoidaan t1 paikaksi, t2 arvoksi, ja yhdistetdén arvo sijaintiin
(eli varasto muuttuu toiseksi). Se, etté t1 evaluoituu juuri paikaksi, hoidetaan
tyypityssddnnsilli (jotka tuonnempana):

wlp—t e E-ASSIGN1
ty = te =ty =t |

bolp =ty
Vi =t = vy =ty | p

E-ASSIGN2

2Luvusta 13.3 eteenpiin Pierce kutsuu varastoksi (store) vuoroin paikkojen joukkoa,
vuoroin osittaisfunktiota paikkojen joukolta arvojen joukolle. Koetan pitdytya johdonmu-
kaisesti jailkimmaéisessd merkityksessd. Té&lloin ei ole mahdollista puhua esim. “varaston
muuttumisesta”, kun otetaan kiyttéon uusi paikka.



l:=vy|pu —unit | [l = va]p E-ASSIGN

Arvon palautus !t on yksinkertaista: Evaluoidaan t arvoksi. Jos arvo on paik-
ka, termi evaluoituu vastaavaksi varastofunktion arvoksi:

tlp =ty | i E-DEREF

o | — 1y | g

pl = v E-DEREFLOC?
Hlp—=v|p

Tyypitys hoituu kdtevimmin siten, ettd lisdtddn tyyppien joukkoon Ref T,
s.0. viittaukset erityyppisiin arvoihin. Nam4 tyypit ovat /textitdomy:n paik-
kojen tyyppejd. Kun sddntod E-REFV kerran on sovellettu, kyseisen paikan
tyyppi ei endd muutu: sithen voidaan liittda toisia arvoja, mutta vain sa-
mantyyppisid. Systeemimme ei toistaiseksi sisédlld mink&dnlaista kertaalleen
kayttodn otetun paikan vapautusta. Olkoon ¥ funktio paikoilta tyypeille.
Talloin paikkoja ja viittauksia koskevat tyypityssddnnot voidaan formuloida
ndin:

_ 4
T[S - 1 : Ref T T-LOC
F|E F tl . T1
['|Z F reft; : Ref Ty T-REF
F‘E = t]_ : Ref T]_1 T-DEREF

F|E F 'tl : T11

r ‘ ¥ F tl : Ref T11
r ‘ Y F tz . T11 T—ASSIGN
r | Y F t :=to Unit

3Koska varasto on vain osittaisfunktio, eiké premissini pitéisi olla myds [ € dom(u)?
“Miki T; mahtaa olla, jos | ¢ dom(u)?



Tekemistdmme lisdyksistd seuraa, ettd sdilymis- ja etenemisteoreemat taytyy
muotoilla toisin kuin ennen. Sdilymisteoreema siis tarkoitti, ettd tyypittyvan
termin evaluointitulos on tyypittyvé; seuraavalla muotoilulla saadaan aikaan
toivottu tulos:

TEOREEMA [SAILYMINEN]:
Jos
IS kt:T
Tk pu
tlu — t | p
niin, jollekin ¥’ D X,
Nkt T
Ty Fu.

Etenemisteoreeman uusi muoto on

TEOREEMA [ETENEMINEN]:

Olkoon t suljettu tyypittyvd termi. Té&ll6in joko t on arvo tai
kaikille varastoille u, joille pitee § | ¥ + u, on olemassa termi t
ja varasto ' siten, ettit|pu —t | p'.

Olettaisin, ettd patedkseen teoreemat edellyttiavat lisdksi, ettd sddntoon

E-REFV ylld lisdtddn jotenkin ¥:n “péivitys”.
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