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1 Johdanto

Téassd tekstissi kisittelen sitd kuinka aikaisemmin esitetty lambdakalkyyli alityypitykselld
saadaan sopivaksi toteutukselle. Teksti ja esimerkit noudattavat tarkasti tissd seminaarissa
kiytettyd B.C. Piercen kirjan lukua 16 vain hieman tiivistettyni [Pie02]. Luvun 17 ML-
kielistd alityypityksen toteutusta ei kiyda lépi.

Aikaisemmista kalkyyleista poiketen tdmén jdrjestelméd sddnnot eivit ole syntaksisesti oh-
Jjattuja (syntax directed) eli niitd ei voi suoraan lukea alhaalta ylos tyypintarkistusalgorit-
min muodostamiseksi. Suurimpina esteind ovat sddnnot tyypitysrelaation aliluokituksessa
(T-SUB) ja transitiivisuus (S-TRANS) alityypitysrelaatiossa. T-SUB:ssa péditelmén termi
on médritelty pelkkdnd metamuuttujana t:

r=¢:8 S<T (T-SUB)
'Ht:T

Muut tyypityssddnnot médritteleviit tiettyd muotoa olevan termin kun taas T-SUB voidaan
soveltaa kaikenmuotoisille termeille. Termin t tyyppid laskettaessa on siis aina mahdol-
lista soveltaa joko T-SUB:ia tai toista sd@ntdd, jonka pdidtelmi vastaa t:n muotoa.

S-TRANS:in kohdalla ongelma on sama kuin T-SUB:in eli sen johtopéitds menee pail-
lekkiin toisten sdintdjen johtopiitosten kanssa.

S<:U U<T (S-TRANS)
S<:T

S:n ja T:n ollessa pelkkid metamuuttujia on mahdollista kdyttdd S-TRANS:ia pditos-
sadantond minka tahansa alityypityslauseen pééttelyssa. Siksi alityypistyssddntojen alhaal-
ta ylos toteutus ei tiedd kdyttddko ko. sddntdd vai jotain toista sdidntdd, jonka tarkempi
paidtelmd my0s vastaa kahta tyyppid, joiden riippuvuuksia alityypitysrelaatiossa yritim-
me selvittdd. Ongelmaksi muodostuu myd6s premisseissd mainittu metamuuttuja U, joka ei
esiinny johtopditoksessi. Alhaalta ylos luettaessa tulisi arvata U:n tyyppi osoittaessa etti
S<:U ja U<:T, mikd ei onnistu koska U:ita on ddreton méird. Myos S-REFL-sddntd mene
paillekkdin toisten alityypityssddntojen padtelmien kanssa. S-REFL:1la ei kuitenkaan ole
premissejd, joten tdmad ei tuota ongelmia.

Ratkaisuna em. ongelmiin on korvata alkuperdinen alityypitys ja tyypitysrelaatiot algorit-
misella alityypitykselld ja algoritmisilla tyypitysrelaatioilla, joiden piitelmisaannot ovat
syntakstisesti ohjattuja. Tdmé vaihdos oikeutetaan osoittamalla ettd alkuperdinen alityy-
pitys ja tyypitysrelaatiot ovat yhtédpitivid vastaavien algoritmisten esitysten kanssa.



2 Algoritminen alityypitys

Alityypityksen sisdltidvin kielen toteutuksen keskeisimpénd osana on alityypityksen tar-
kistava algoritmi. Tyypintarkistaja kutsuu téitd alityypin tarkistajaa kun kohdataan esim.
sovellus t; to jossa t; on tyyppid T — U ja to on tyyppid S. Tehtdvini on silloin pait-
tdd onko S <: T johdettavissa alityypityssadnnoistd. Tyypintarkistaja tarkistaa kuuluuko
(S,T) toiseen relaatioon, merkittynd H>S <: T ,mikd on médritelty siten ettd jasenyys
voidaan piittdd seuraamalla tyyppien rakenteita ja niitd jotka sisdltdvit samat tyyppipa-
rit alkuperdisend alityyppirelaationa. Pdderona kuvaavalla (declarative) ja algoritmisella
relaatiolla on se ettd algoritminen relaatio pudottaa S-TRANS ja S-REFL siinnot.

S-TRANS-sddnnon pudottamiseksi taytyy lisitd sddnto joka niputtaa yhteen syvyys-, leveys-
ja permutaatioalityypityksen:

{lz iEl..n} - {kj jel..m} k‘j = lz implies Sj <: T'z
{kj . Sj j€1..m} < {lz . Tz 'iEl..n}

(S-RCD)

LEMMA 1:Jos S <: T on johdettavissa kdyttden alityypityssdintdja S-RCDDEPTH, S-
RCDWIDTH ja S-RCDPERM, (mutta ei sdéant6d S-RCD), silloin S <: T on johdettavissa
myods kdyttden sddntod S-RCD (mutta ei sddntoji S-RCDDEPTH, S-RCDWIDTH ja S-
RCDPERM) ja piinvastoin.

Lemma 1 oikeuttaa sddntdjen S-RCDDEPTH, S-RCDWIDTH ja S-RCDPERM elimi-
noinnit S-RCD:n eduksi.

LEMMA 2:
1. S <: S voidaan johtaa jokaiselle tyypille S ilman S-REFL.:ia.
2.Jos S <: T on johdettavissa, niin se voidaan johtaa ilman S-TRANS:ia

MAARITELMA 1: Algoritminen alityypitysrelaatio on vihiisin relaatio joka asettuu seu-
raavien sddntojen alle

Algoritminen alityypitys
HS < T (SA-TOP)

{li iel..n} C {kj jEl..m} of kj =1l; ,then H> Sj < T
F>{k; : S; J€tmY < I - Ty €Y

(SA-RCD)



|_|>T1 <: Sl |_|>52 <: T2
S = Sy <t Ty — Ty

(SA-ARROW)

Voidaan sanoa ettd algoritmiset sa@nnot ovat 1. eheitd, koska jokainen algoritmisista sdin-
noistd johdettavissa oleva lause voidaan johtaa my06s kuvaavista sddnndisti ja 2. tdydelli-
sid, koska jokainen kuvaavista sddnnoistd johdettavissa oleva lause voidaan johtaa myos
algoritmisista sdannoista.

VAITE [EHEYS JA TAYDELLISYYS]: S <: T joss > S <: T.

Syntaksiohjatut algoritmiset sddnnot voidaan lukea suoraan algoritmisen alityyppirelaa-
tion tarkistavana algoritmina. Seuraavassa algoritmi pseudokoodina:

subtype(S,T) = if T = Top, then true
else if S=5; —+ S, and T=T; — Ty
then subtype(T1,S1) A subtype(Sa, Ta)
else ifS={k;:s;7""} and T ={1;:T, "}
i€l.n jELl..m
then {1,*€""} C {k;’=""}
A for all i there is some j € 1.m with k; =1;
and subtype(S;,Ti)
else false.

Vield tiytyy varmistaa ettd algoritminen alityyppirelaatio on totaalinen eli ts. algoritmisis-
ta sddnnoistd johdettu rekursiivinen funktio subtype palauttaa joko true tai false kaikille
syotepareille ddrellisessi ajassa.

VAITE [PYSAHTYVYYS]: Jos F> S <: T. on péiteltivissi, niin subtype(S,T) palauttaa
true. Jos ei ole johdettavissa, niin subtype(S,T) palauttaa false.

Tami vakuuttaa yhdesséd eheyden ja tidydellisyyden kanssa ettd subtype-funktio on pdid-
tosmenetelmd kuvaavalle alityyppirelaatiolle.

3 Algoritminen tyypitys

Alityyppirelaation tapaan pitdd myos tyypitysrelaatio saada hallintaan. Ainoa ei-syntaksisesti
ohjattu tyypityssdintd on T-SUB. Kuten S-TRANS:n kanssa edellisesséd kappaleessa, ei
T-SUB:ia voida noin vain poistaa. Taytyy tutkia missi pdin tyypitystd se on ratkaisesvassa
osassa ja rikastaa muita tyypityssddntojd saman mutta syntaksiohjatumman vaikutuksen
aikaansaamiseksi.



Ratkaisevana ja itse asiassa ainoana tilanteena, jossa siséllytykselld (subsumption) on en-
siarvoinen rooli, on funktioiden olettamien ja sen saamien argumenttien tyyppien vilisen
kuilun kaventaminen. Kaikissa muissa sisillytystd kdyttdvissi tyypityksen todistuksissa,
sama lause voidaan todistaa eri paittelylld, jossa sisdllytystd lykétiin siirtdamalld sitd kohti
todistuspuun juurta. Seuraavassa kokeillaan erilaisilla puilla, joissa johtamisen lopetusta
voidaan uudelleenjérjestdd kun viliton alijohtopditos loppuu T-SUB:1la.

Esimerkki 1. Tyypityspéittely padttyy T-ABS:1la, jonka edeltdvi johtopditos paittyy T-
SUB:Ila.

I‘,a::Sl'l—s2:Sz 52<'§T2
Dx:S1Fsy:Ts
FI_)\.’L'ZSLSQZSl—)Tz

(T-SUB)
(T-ABS)

Télldinen paittely voidaan uudelleenjirjestid siten ettd T-SUB:ia kilytetddn vasta T-ABS:n
jalkeen:

o — (S-REFL) __:
Sz <: Ty (T-ABS) S1 < 5 Sy <: Ty

Fl‘)\.’L‘iSl.Szisl—>52 Sl—>S2<C;S’1—)T2
F}_)\.’L’Isl.82351—>T2

(S-ARROW)
(T-SUB)

Esimerkki 2. T-APP:n kohdalla voi kumpi tahansa vilittomisti alijohtopditoksistd padttya
T-SUB:lla. Otetaan tapaus, jossa T-SUB on vasemmalla puolen.

: : (S-ARROW)
I8 :81 — S S = S1p <t Ty — Thp (T-SUB) S S
['Es: Ty — T I'Fsy:Ty (T-APP)
I'F sys9: T2

Aikaisempien tulosten perusteella voidaan olettaa ettd johtopditoksen S13 — Si2 <:
T11 — Tyo piittelyssi kdytetty sddnto voi olla vain S-ARROW, jolloin puusta tulee seu-
raavan nakoinen.



Ty <: 51 Sie <t Tho

: (S-ARROW)
'k sy : 811 — Sie S11 — S19 <t Typ — Ty (T-SUB)
'+ S1 - T11 — T12 'k So - T11 (T—APP)
'+ S182: T12
Uudelleenkirjoitetaan puu T-SUB:n ilmentymén poistamiseksi...
'+ So - T11 '+ T11 <: S11 (T—SUB)
'+ 81 Sll — 512 ' S9! 511 (T—APP) :
'k 81 82 : 512 512 <:Tis (T—SUB)
'k S1 89 ¢ T12

Alkuperiisen S-ARROW:n ilmentymén oikeanpuoleinen alipdidtelmé on tyonnetty puun
pohjalle, jossa uusi T-SUB:n ilmentyma korottaa koko sovellussolmun tyyppid. Toisaalta,
vasemmanpuoleinen alipééttely on tyonnetty ylos argumentin s paittelyyn.

Oletetaan ettd siirrettavd T-SUB:n ilmentymé onkin T-APP:n oikeanpuoleisen alipditel-
mén viimeisend padtelmind.

F|_S.23T2 T2 < T11
F"SICT11—>T12 F"SQITH
F}_81821T12

(T-SUB)
(T-APP)

T-SUB voidaan ainoastaan siirtdid vasemmanpuoleiseksi alipaditelmiksi.

R (S-REFL)
: L<Tu T <Tw g aprow)
'k sy : Ty — Tya T — Tig <: Ty = Ty (T-SUB) 7
L'k sy Ty — Ty [Fsy:

T (T-APP)
'+ S1 S92 ¢ Tlg



Aliluokituksen kiyttamistd sovelluksen tulostyypin korottamiseksi voidaan siis siirtdd ohi
T-APP:n kohti juurta, mutta argumentin tyypin sovittamisessa funktion tyyppialaan T-
SUB:n kiyttdd ei voi poistaa.

Oletetaan ettd viimeisend paittelysddntond on T-SUB ja myos véliton alipdittelysddnto
on T-SUB. Télloin nimi ldhekkiiset aliluokituksen kdytot voidaan sulauttaa yhdeksi eli
mikd tahansa muotoa:

Fl_S:S S<U (T—SUB) :
I'Fs:U U<.T
I'ks: T

(T-SUB)

oleva paitelmi voidaan uudelleenkirjoittaa muotoon:

: . S<:U ' U<T (S-TRANS)
F'ks:S S<:T (T-SUB)

I'ks: T

Nditd muunnoksia toistuvasti soveltamalla voidaan mielivaltainen tyypityspddtelmi uu-
delleenkirjoittaa muotoon, jossa T-SUB esiintyy vain oikeanpuoleisen alipééttelyn lopus-
sa ja koko péittelyn lopussa. Lisiksi jos poistamme lopussa olevan piittelyn niin jdljelle
jaa siltikin samalle termille tyypin antava piittely, jossa erona on vain tyypin pienempi
koko. Tastd syysti aliluokituksen kdytolle jdad ainoastaan paikka sovelluksessa. Sen kisit-
telemiseksi voidaan sovellussididntd korvata hieman tehokkaammalla sisillyttden premis-
sehin yhden aliluokituksen ilmentymén:

F|_t13T11—>T12 F|_t2:T2 T, <: T
F|_t1t2:T12

Kaikki muotoa "sisdllytys edeltdd sovellusta"alipdittelyt voidaan korvata tilld sddnnolla,
jolloin T-SUB:ia ei tarvitse kdyttdd ollenkaan. Lisédksi rikastettu sddnt6 on syntaksiohja-
tumpi: johtopdidtoksen termin muoto estdd sddntdd menemadsti paillekkiin toisten sddnto-
jen kanssa.

MAARITELMA 2: Algoritminen tyypitysrelaatio on vihin relaatio, joka asettuu seuraa-
vien sddntdjen alle:

Algoritminen tyypitys rS<:T



z:Tel (TA-VAR)
=zx:T
Dox:Ty Hoty: Ty (TA-ABS)
' Ax Tty : Ty — T

Lot Doty T, Ti=Tu—=Te D5 <Tu o app

>t ty T
foreach¢I' F>t; : T (TA-RCD)

T {ly =ty =to} : {1 : T ln - T}
TH>t ={L:T1..1,: T,

(iR Ri={L:T } (TA-PROY)

THotl T,

Jiljelld on vield algoritmisten tyypityssdintdjen vastaavuuden tarkistaminen alkuperiis-
ten kuvaavien sddnt6jen kanssa. Algoritmisen tyypitysrelaation tulee siis olla ehei ja tdy-
dellinen alkuperdisten sddntdjen valossa.

TEOREEMA [EHEYS]: Jos T'FH>t : T niin ' >t : T.
Todistus: Suora induktio algoritmisille tyypityspditelmille.

TEOREEMA [TAYDELLISYYS, TAI MINIMAALINEN TYYPITYS]: Jos T' + t :
T,niin I' F>t : S jollekin S <: T.

4 Liitokset ja katteet (Joins And Meets)

Tyypintarkistuslauseet joilla on useita tuloshaaroja vaativat alityypityksellisessi kielessa
lisdd huomiota. Kiytetdin esimerkkind kuvaavaa ehdollisuuden tyypityssdintoa.

I'+¢; : Bool 'ty T 'kt :T
'Fif ty thentyelsets : T

(T-IF)

Sadnto vaatii ettd kahden haaran tyypit ovat samoja ja vilittdd saman tyypin koko ehdolli-
suudelle. Kuitenkin alityypiksen yhteydessd voi olla useita tapoja antaa kahdelle haaralle
sama tyyppi. Yleisesti ottaen mielivaltaisen ehdollisen lauseen minimaalisen tyypin las-
kemiseksi tidytyy ensin laskea then ja else haarojen tyypit ja vield laskea saatujen tyyppien
epitavanomaisin supertyyppi, jota usein kutsutaan haarojen tyyppien liitokseksi.

MAARITELMA: Tyyppii J kutsutaan tyyppien S ja T liitokseksi, merkittyni S V T = J,
jos S <: J, T <: J ja kaikille tyypeille U, jos S <: U ja T <: U niin J <: U. Samoiten tyyppi



M on tyyppien S ja T kate, merkittyndi S A T =M, jos M <: S, M <: T ja kaikille tyypeille
L,josL<:SjaL <: Tniin L <: M.

Riippuen alityypityksellisen kielen alityyppirelaation méirittelystd, jokaisella tyyppipa-
rilla on tai ei ole liitosta. Annetulla alityyppirelaatiolla sanotaan olevan liitokset, jos jo-
kaiselle S ja T on olemassa jokin S:n ja T:n liitos J. Samoiten alityyppirelaatiolla sanotaan
olevan katteet, jos jokaiselle S ja T on jokin S:n ja T:n kate M.

Tyyppiparin S ja T sanotaan olevan alhaalta rajattu, jos on olemassa tyyppi L siten ettd
L<:S ja L<:T. Annettulla alityyppirelaatiolla sanotaan olevan rajatut katteet, jos jokaiselle
alhaalta rajatulle parille S ja T on olemassa S:n ja T:n kate M.

VAITE [LIITOSTEN OLEMASSAOLO JA RAJATUT KATTEET]:

1. Jokaiselle tyyppiparille S ja T, on olemassa jokin tyyppi J siten ettd S vV T =J. 2.
Jokaiselle tyyppiparille S ja T yhteiselld alityypilld, on olemassa jokin tyyppi M siten ettd
SAT=M.

Liitosoperaatiota kdyttden saadaan alityypitykselliselle if-konstruktiolle algoritminen sdén-
to.

Fl_tliTl T1:BOOl
Fl_t2§T2 F|_t3:T3 T2\/T3:T
I'+if t; then tyelse tg : T

(TA-IF)
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