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1 Aluksi

Nyt kun seki tyyppikvanttorit ettd alityypitys ovat tuttuja, herda luonnollisesti
kysymys, voidaanko ne yhdistd&. Ilmeinen tapa tehd& se olisi yksinkertaises-
ti yhdistad jarjestelma F ja A.., ja ndin voitaisiinkin tehda. Toisaalta voidaan
menni askeleen verran pidemmallekin, ja sekoittaa ndiden ominaisuuksia toi-
siinsa. Seuraava Benjamin C. Piercen kirjan Types and Programming Languages
[Pie02] luvun 26 kanssa pikalti kisi kiidessd kulkeva esitys kertoo yhdestéd (tai
puolestatoista) tavasta tehdi niin.

2 Miksi sekoittaa?

Oletetaan tdssd esimerkissé, ettd kiytGssd on jirjestelmien F ja A.. unioni.
Maaritellddn identiteettifunktio £ tietueelle, jolla on kenttdni a luonnollinen
luku

f = Ax:{a:Nat}. x;
» f : {a:Nat} — {a:Nat}

sekd kyseisenkaltainen tietue ra

ra = {a=0};

ja nyt voidaan soveltaa
f ra;

» {a=0} : {a:Nat}

Kun mairitellian suurempi tietue rab, jossa on toinenkin kenttd b

rab = {a=0, b=true};
niin A..:n siséllyttdmissdannon (rule of subsumption) nojalla sithenkin voidaan
soveltaa funktiota f

f rab;
» {a=0, b=true} : {a:Nat}
mutta tdlldin tarkempi tyyppi menetdin — identiteettifunktio vei mahdolli-
suuden koskea kenttddn b, eikd t&td voi hyviksya!

Yritetdan ratkaista ongelma kiyttadmalld jarjestelmin F tarjoamaa polymorfis-
mia.



fpoly = AX. Ax:X. x;
» fpoly : VX. X —» X

Tama toimii nyt halutulla tavalla
fpoly [{a:Nat, b:Bool}] rab;
» {a=0, b=true} : {a:Nat, b:Bool}
Nyt kuitenkin menetetdin hyodyllistd informaatiota. Tatd valaisee esimerk-
ki, jossa funktion halutaan palauttavan jotain numeerisesta kentasté riippuvaa.

Madritelldan funktio £2, joka palauttaa parina parametrinsa sekd sen numeeri-
sen kentén sisdllon seuraajan

f2 = Ax:{a:Nat}. {orig=x, asucc=succ(x.a)};

» f2 : {a:Nat} — {orig:{a:Nat}, asucc:Nat}

ja kuten edelld, sen soveltaminen tietueeseen rab hukkaa kentén b
f2 rab;
» {orig={a=0,b=true}, asucc=1} : {orig:{a:Nat], asucc:Nat}
Talla kertaa polymorfismi ei sellaisenaan ole ratkaisu. Tyyppikvantifiointi x:n
tyypin yli mahdollistaisi tyyppirikkomuksen, jossa parametriksi tarjotaan jotain

muuta kuin kentdn a siséltavad tietuetta. Esimerkkikdantaji ([Pie02]) huomaa
tadman

f2poly = AX. Ax:X. {orig=x, asucc=succ(x.a)};
» Error: Expected record type
Jotta voitaisiin vaatia oikeanlaista parametria, on kieltd rikastettava sidottavan
tyyppimuuttujan alityypitysrajoitteella. Saadaan jarjestelmé F .., jonka erikois-

ominaisuus on rajoitettu kvantifiointi. Nyt esimerkki voidaan saattaa halutulla
tavalla toimivaan muotoon

f2poly = AX<:{a:Nat}. Ax:X. {orig=x, asucc=succ(x.a)l};

» f2poly : VX<:{a:Nat}. X — {orig:X, asucc:Nat}

3 Maaritellaan uutta

Jirjestelmd F.. saadaan yhdistdmalla jarjestelmd F ja Ac<.:n alityyppirelaatio
sekd lisaamilld tyyppimuuttujien universaalikvantifiointeihin alityypitysrajoit-
teet. Liitteessd A on saatava jarjestelmd kokonaisuudessaan.



3.1 Rajoittamaton kvantifiointi

Vihintddnkin esitysteknisista syistd halutaan edelleen kiyttdd myos rajoittama-
tonta kvantifiointia. Se méiritellddn ilmeiselld tavalla kaikkien tyyppien ylityy-
pilld Top rajoittamisena:

VX.T =%/ V¥X<:Top.T

3.2 Alityypitys

F..:s88 tyyppimuuttujaan liittyy aina rajoite, joista on pidettéiva kirjaa alityy-
pityksen ja tyypintarkistuksen aikana. T&mi tehddin lisdamaélla kontekstissa
esiintyvadn tyyppimuuttujan sidontaan alityypitysrajoite. Nailla rajoitteilla voi-
daan sitten perustella alityypityksesséd padttelyt muotoa “tyyppimuuttuja X on
tyypin T alityyppi” kiyttaméalla uutta sdéntoa (S-TVAR)

X<:Tel
———— (S=TVa
Trx<TO"TVAR)
Taman sdannon lisdys tekee alityypityksestd kolmipaikkaisen relaation — ali-
tyypitysvaittamat ovat nyt muotoaI' F S <: T, joka luetaan “S on T:n alityyppi
oletuksilla I'”. Vastaavasti kaikkiin alityypityssdantoihin taytyy liséta konteksti.

Kvantifioitujen tyyppien vertailemista varten tarvitaan uusi sdantd (S-ArL)

F,X<:U1 F S2 <: T2
' H VX <:U1.82 <: VX <:U1.T2

(S—ArLn)

Esimerkki sddntojen kiytosta: todistetaan, ettd B — Y <: X — B kontekstissa
I' =B <:Top,X <:B,Y <:X.

Yy<:Xerl X<:BeTl
) == (S=TVAR) ————— (S—TVar)
FX:'XBE-FB (S — TVar) rcy <X s rEX<:B (S — TrANS)
: “— (S — ARrROW)

''FB—>Y <: X—>B

3.3 Nakyvyys

Tyyppimuuttujien ndkyvyysalueet ovat huomioimisen arvoinen yksityiskohta.
Tyypitysviittamissd I' - t : T termin t ja tyyppimuuttujan T vapaat tyyppi-
muuttujat on madritelty kontekstissa I'. Nyt kun kielioppiin on lisétty konteks-
tin tyyppimuuttujan sidontaan alityypitysrajoite, herds kysymys, missd maa-
ritelldsin kontekstissa I' esiintyvit vapaat tyyppimuuttujat. Esimerkiksi, mitks
seuraavista konteksteista ovat ndkyvyydeltdan jarkevia?



I'; = X<:Top,y:X—Nat
'y = y:X—Nat,X<:Top
I's = X<:{a:Nat,b:X}

I'; on jarkevi: tallaisen kontekstin tyypintarkistuksessaan synnyttéva termi oli-
si muotoa AX<:Top. Ay:X—Nat. t, jossa y:n tyypissd X:n on sitonut ympé-
réivd A. Vastaavasti I'y on virheellinen: sen synnyttényt termi voisi olla esi-
merkiksi muotoa Ay:X—Nat. AX<:Top. t, jolla X:n tarkoitettu nikyvyysalue
olisi epaselvi. '3 on moniulotteisempi kysymys: voidaan maérittaa, ettd X:n né-
kyvyysalue kattaa sen omassa mairityksessd olevan rajoiteosan, jolloin esim.
termissd AX<:{a:Nat,b:X}. t jalkimmaéinen X:n esiintym4 olisi sidottu — t&-
td kutsutaan F-rajoitetuksi kvantifioinniksi, joka on teoreettisesti huomattavasti
mutkikkaampi tapaus, ja hyddyllinen vain rekursiivisten tyyppien parissa tyds-
kenneltdessi, eikd siten tarpeen téssi esityksessd. Jatkossa hyviksytdidn vain
tyypitykset, joissa kontekstissa esiintyvin tyypin vapaat tyyppimuuttujat on jo
sidottu ennen sen esiintyma3 eli sen vasemmalla puolella kontekstissa.

3.4 Tyypitys

My06s kvantifioitujen tyyppien tyypityssadntojd taytyy hienosdatad. Rajoitetun
kvantifioinnin tuontisdannossé (T-TABs) saadaan abstraktiosta sen rungon tyy-
pintarkistuksessa rajoite kontekstiin

F,X<ZT F ty : To
' XX <:T.ty : VX<:T.Ty

(T — TABS)

kun taas eliminointisdannossa (T-TApp) tarkistetaan, ettd tyyppiparametri so-
pii rajoitteeseen

'F ty : VE<:T41.Tys T F Ty

<: Tu
T — TA
' F t [TQ] : [X—)l TQ]T12 ' PP)

4 Kayttoesimerkkeja

Havainnollistetaan F ..:n ominaisuuksia muutamalla pienelld esimerkill.

4.1 Parit

On jo nihty, kuinka pari luonnollisia lukuja koodataan jarjestelméssd F. Nyt
yleistetddn koodaus mielivaltaisille tyypeille. Tyypin

Pair T Ty = VX. (T; —=Ty—X) — X;



alkiot edustavat tyyppien T; ja Te alkioiden pareja. Konstruktori pair ja de-
struktorit st sekdi snd mairitelldlin seuraavasti:

pair = AX. AY. Ax:X. Ay:Y. (AR. Ap:X—Y—R. p x y) as Pair X Y;
» pair : VX. V¥. X -+ ¥ = Pair X Y

fst = AX. AY. Ap: Pair X Y. p [X] (Ax:X. Ay:Y. x);
» fst : VX. VY. Pair X Y — X

snd = AX. AY. Ap: Pair X Y. p [Y] (Ax:X. Ay:Y. y);
» snd : VX. VY. Pair X Y = Y
Koodaus kiy sellaisenaan myos F..:ssé. Merkillepantavaa on se, ettd luonnolli-
nen alityypityssaanto pareille

'Sy <:Ty TFE Sy <: Ty
I' F Pair S; Sy <: Pair Ty Ty

voidaan todistaa suoraan koodauksen ominaisuuksista (kaikki kiytetyt sddnnot
ovat (S-...))

X F Sy <:Tg IMXFX < X Eiil;lgw
Xk S <t Ty F''XF Ty—X <: S—>X (ARROW) )

IXFT—5Ty—X <: 8328 =X

[XF X <: X

LLXF (S4—=8—X) > X <:(Ty—>Ta—X) — X
PF VX(S1 =S8 —X) - X <: VE(T1 2Ty —>X) > X
I' + Pair S; Sy <: Pair Ty Ty

(ALr)
(def)

4.2 Tietueet
Huomattava tulos on, ettd F.. mahdollistaa tietuetyyppien ja tietueiden koo-
dauksen suoraan — ilman tarvetta lisdt kieleen primitiivid {3}.

Miééaritelldan ensin joustavat monikot (nimitys “joustavat”, koska ovat jatketta-
vissa oikealta alityypityksessd). Kaikilla n > 0 ja tyypeilld Ty ... T, olkoon

{T;/€1-"} =f pair T; (Pair T ... (Pair T, Top) ...).
Erityisesti {} =%/ Top. Termeisti t; ...t, saadaan nyt monikko asettamalla
{t;?€1"} =f pair t; (pair ty ... (pair t, top) ...),

josta jatettiin tédssd tyyppiparametrit kirjoittamatta selkeyden (ja ilmaisun pi-
tuuden) nimissd. Termiksi top kiy miki tahansa tyypin Top edustaja eli mika

(REFL)
(ARROW)



tahansa suljettu ja hyvinmaaritelty termi. Projektiot saadaan nyt (taas tyyppi-
parametrit pudottaen) seuraavasti:

t.j =%/ fst (snd (snd ... (snd t)...))
—_—
j—1kpl

Niistd saadaan suoraan joustaville monikoille alityypitys- ja tyypityssdannot:

' S; <: T; kaikillat € 1..n
T F {Siz’el..n+k} <: {T,-'El“"}

' - t; : T; kaikillai € 1..n
T F {tiiel..n} . {TiiEI""}
'kt :{Ti iel..n}

Olkoon sitten £ numeroituva ja bijektion label-with-index : N — L tdydellisesti
jarjestdm3 joukko nimiditd. Nyt voimme maéritelld tietueet seuraavasti:

olkoon L C L &&rellinen, ja olkoon S; tyyppi kaikilla I € L. Olkoon
m =max{i|3l € L: label — with — index (i) =1}

ja olkoon
g )5 jos label — with — index(i) =1 € L
*7 | Top jos label — with —index(i) ¢ L

Tietuetyyppi {I : S;'€L} mééritelldsn nyt joustavana monikkona {S; i€1-m}.
Vastaavasti, kun t; on termi kaikilla / € L, niin

P jos label — with —index(i) =1 € L
*7 | top jos label — with —index(i) ¢ L

Tietuearvo {I = t;'€L} on {f; “*™}. Tietueprojektio t.1 on yksinkertaisesti
monikkoprojektio t. 1, missé label-with-indez (i)=I.

Tama koodaus sopii yhteen tuttujen tietuiden tyypitys- ja alityypityssdinto-
jen (S-RcoWiptH, S-RepDepTH, S-RepPERM, T-ReD ja T-ProJ) kanssa. Sen
merkitys on kuitenkin enemménkin teoreettinen — kiytannossi sen vaatimus ni-
mididen globaalista numeroinnista on vakava este: modulaarista ohjelmaa kian-
nettaessd ei vield voida numeroida nimi6itd modulikohtaisesti, vaan se taytyy
tehda kaikille kerralla (siis linkitysvaiheessa).



4.3 Churchin numeraalit ja alityypitys
Lopuksi tarkastellaan rajoitetun kvantifioinnin lisdamistd Churchin numeraalei-
hin. Jarjestelméssd F Churchin numeraalit olivat tyyppia

CNat = VX. (X—=X) — X = X;
Tyyppi siis ottaa parametrina ensinnékin tyypin, jonka alkioiksi luvut kooda-
taan, sitten ko. tyypin funktion sekd tyypin alkion nollaa edustamaan, jonka

jilkeen luku n koodataan soveltamalla saatua funktiota nollan edustajaan n
kertaa.

Rajoitettu kvantifiointi mahdollistaa nyt yleisemman ratkaisun:

SNat = VX. VS<:X. VZ<:X. (X—=S) — Z — X;
Uusi tyyppi ottaa taas tyypin, jolle koodataan, seké sille kaksi alityyppid, joista
toiseen nollan edustajan on tarkoitus kuulua, ja toiseen seuraaja-alkioiden.
Tatd hyodynnetddn seuraavasti — maaritelldan hieman erilainen tyyppi

SZero = VX. VS<:X. VZ<:X. (X—=8) —» Z — Z;
Muodoltaan tidm3 ei eroa tyypistd SNat paljoakaan, mutta kiyttdytyminen on

huomattavasti rajoitetumpaa. Palautettavan arvon on oltava tyyppid Z, joka on
mahdollista vain palauttamalla parametri z. Siis arvo

szero = AX. AS<:X. AZ<:X. As:X->S. Az:Z. z;
» szero : SZero
on tyypin SZero ainoa edustaja (tai tarkalleen ottaen kaikki tyypin SZero edus-

tajat ovat kilyttaytymiseltiin szero:n kanssa identtisia). Koska SZero <: SNat,
patee myoGs szero : SNat.

Toisaalta, samansuuntaisella tyypilla

SPos = VX. VS<:X. VZ<:X. (X=S) = Z — S;

on enemménkin edustajia, esimerkiksi
sone = AX. AS<:X. MZ<:X. As:X—S. Az:Z. s z;
stwo = AX. AS<:X. MZ<:X. MAs:X—S. Az:Z. s (s z);

sthree = AX. AS<:X. AZ<:X. As:X—S. Az:Z. s (s (s 2));

jne. (Itse asiassa, kaikki SNat:n edustajat paitsi szero.)



Niin voidaan valjastaa tyyppijirjestelma esimerkiksi tarkistamaan, ettd seuraa-
jafunktio palauttaa aina positiivisen luvun:

ssucc = An:SNat. AX. AS<:X. AZ<:X. As:X—S. Az:Z.
s (n [X] [S] [Z] s 2);

» ssucc : SNat — SPos
Samankaltaisia tarkastuksia voidaan koodata muihinkin laskutoimituksiin. Esi-
merkiksi

spluspp = An:SPos. Am:SPos. AX. AS<:X. AZ<:X. As:X—S. Az:Z.

n [X] [S] [S8] s (m [X] [S] [Z] s =z);

» spluspp : SPos — SPos — SPos
ja edelleen spluszz : SZero — SZero — SZero jne. Tietenkidn ei ole tar-
koitus médritelld koko liutaa funktioita, joista olisi valittava aina jokin para-

metrien tyyppien mukaan, vaan pddmasrand on yksi ainoa kuormitettu funktio
plus, jonka tyyppi huomioi kaikki mahdollisuudet — siis:

plus : SZero—SZero—SZero
A SNat—SPos—SPos
A SPos—SNat—SNat

A SNat—SNat—SNat

missd t : SAT tarkoittaa, ettd “termi t on sekd tyyppid S ettd tyyppid T”.

5 Oikeellisuusominaisuudet

Tyypinsdilymis- ja etenemisominaisuuksille F..:ssa (apulauseineen) on suora-
viivaiset induktiotodistukset. Ne ovat mielenkiintoisimmilta osiltaan luettavissa,
kirjasta [Pie02].

Lemma 1 (Permutaatio) Oletetaan, etti I" on hyvinmuodostettu konteksti, ja
ettd A on I':n permutaatio, joka sdilyttdd tyyppimuuttujien ndkyvyyden niiden
instansseihin. T&ll6in

1. josTHt : T,niin Akt : T ja

2. josT’HFS <: T,niin AFS <: T. O



Lemma 2 (Heikennys)

1. JosI'Ft : TjaTI',x:Uon hyvinmuodostettu, niin I'x: U+t : T.
2. JosI' -t : TjaI',X<:Uon hyvinmuodostettu, niin I'X<:UF t : T.
3. JosI' S <: TjaTl,x:Uon hyvinmuodostettu, niin ',x:UF S <: T.

4. JosT'F S <: TjaTI',X<:Uon hyvinmuodostettu, niin I',X<:UF S <: T.O

Lemma 3 (Vahvennus termimuuttujilla alityypitystodistuksissa)

JosT)x: T, AFS <: T,niin AR S <: T. O
Lemma 4 (Kavennus)

1. JosTX<:QAF S <: Tjall' FP <: Q, niin I X<:PAFS <: T.

2. JosTX<:QAFt : Tjal'FP <: Q, niin IX<:PAFt : T. O

Lemma 5 (Termin sijoittaminen siilyttdd tyypityksen)

JosTx:QAFt : Tjall'kq : Quniin A F [x—q]t @ T. a

Koska péittelyissd voidaan sijoittaa tyyppejd tyyppimuuttujiin, tarvitsemme
my06s apulauseen koskien sijoituksen kiyttdytymistd tyypityksessa.

Maésritelmé 6 Merkitdan [X+— S]I' kontekstia, joka saadaan sijoittamalla S
kaikkiin X:n esiintymiin I':n sidontojen sijoitettavissa (ts. oikeissa puolissa).

Lemma 7 (Tyypin sijoittaminen sdilyttidi alityypityksen)
JosT X<:QAFS <: Tjal FP <: Q, niin [,X>P|AF [K—P[S<: [X—P|T. O

Huomioitavaa on, ettd nidkyvyyssdintdjen nojalla riittdd sijoittaa X:aan vain
sen sidontaa seuraavassa osassa kontekstia.

Lemma 8 (Tyypin sijoittaminen sdilyttds tyypityksen)
JosTX<:QAFt : Tjal FP <: Q, niin O,[X—P|A + [Pt : [K>P|T. O



Seuraavaksi kisitelladn erds alityypityksen rakenteellinen ominaisuus.

Lemma 9 (Alityyppirelaation kdéintdminen)

1. Jos T F S <: X, niin S on tyyppimuuttuja.

2. Jos ' F S <: T;—Ts, niin S on joko tyyppimuuttuja, tai S on muotoa
S1—S9 ja I'ETy <: Sy sekiI'F Sy <: Ts.

3. JosT'F S <: VX<:U;.Ts, niin S on joko tyyppimuuttuja, tai S on muotoa
VX<:U;.S9 ja I X<:Uy Sy <: Ts. O

Sitten on vuorossa tyypityksen tarked rakenteellinen ominaisuus.

Lemma 10

1. Jos ' F Ax:S1.s9 : Tjall' T <: Uy—=Us, niin ' F U; <: S; ja on
olemassa sellainen S, ettd [',x:S; F s9 : Sp sekd I' F So <: Us.

2. Jos T'F AX<:Sy.89 : Tjal' F T <: VX<:U;.Us, niin Uy = S; ja on ole-
massa sellainen S, ettd I',X<:S; F s9 : Sy sekd [,X<S; F Sy <: Uy, O

Nyt ollaan valmiita tyypinséilymislauseen todist(uksen sivuutt)amiseen.
Lause 11 (Tyypinsdilyminen) JosT'Ft : Tjat—t?,niin T Ft? : T.
Todistus: Induktiolla tyypityksen I'  t : T johtamisen suhteen. O

F..:n etenemislause saadaan lisiamalla pientd hienosdatéd A..:n vastaavaan.
Ensin kirjataan apulauseeksi suljettujen funktio- ja kvanttorityyppien mahdol-
liset muodot.

Lemma 12 (Kanoniset muodot)

1. Jos v on tyypin T1—Ts suljettu arvo, niin v on muotoa Ax:Ty .ta.

2. Jos v on tyypin VX<:Ty.Ts suljettu arvo, niin v on muotoa AX<:Ty.te. O

Lopuksi todist(uksetta vilaut)etaan etenemislause:

Lause 13 (Eteneminen) Jos t on suljettu ja hyvintyypitetty F.:n termi, niin
joko t on arvo tai on olemassa sellainen t’ ettd t—t’.

Todistus: Induktiolla tyyppien johtamisten suhteen. O

10



6 Taysi F..

Té&hén asti kiytetty kvantifioitujen tyyppien alityypityssaanto (S-ALL) vaatii,
ettd verrattavien tyyppien alityyppitysrajoite on sama. Tastd vaatimuksesta
voidaan tinkié: funktiotyyppien vertailua vastaavasti (universaalityypin opera-
tionaalinen tulkintahan oli my6s funktionaalinen: VX.T kuvaa tyypin S tyypiksi
[X+— S|T) vaaditaan, ettd ylityypin rajoite on alityypin rajoitteen alityyppi, jol-
loin saadaan huomattavasti ilmaisuvoimaisempi versio (S-ALLF)

F"Tl <: S]_ F,X<ZT1|‘S2 <: T2
T |_ VX <:Sl.SQ <: VX <:T1.T2

(S — ALLF)

Kun korvataan saant6 (S-Arr) saannélla (S-ALLF), saadaan vahvempi jérjestel-
mi, jota kutsutaan nimelld tdysi F .. — tdhéinastisesta versiosta voidaan kiyttia
nimitystd ydin-F .. Kaikki ndhdyt esimerkit toimivat kummallakin versiolla.

Taysi F.. kiyttdytyy teorian tasolla yhta kiltisti kuin ydin-F... Esimerkiksi
oikeellisuusominaisuuksien todistukset ovat yhtd helppoja. Kdytidnnon algorit-
meja mietittdessd vahvempi ilmaisuvoima kuitenkin vaatii veronsa. Osoittautuu
esimerkiksi, ettd tdydelld versiolla tyypintarkastus on ratkeamaton tehtéva, kun
ydinversiolla se vield onnistuu. (Rajoitetun kvantifioinnin metateoriaan voi pe-
rehtyd tarkemmin kirjan [Pie02] luvussa 28.)

7 Rajoitettu eksistentiaalityyppi

Myoés eksistentiaalityypeille voidaan asettaa rajoitteita.

7.1 Maarittelyt

Rajoitetun eksistentiaalityypin syntaktinen muoto on {3X<:T,T}. Tyypityssdin-
nét muuttuvat hieman:

' F tg [X—)'U]TQ rcov<Ty
T F {*U, tg} as {EIX <: T1,T2} : {EIX <: T1,T2}
I'F ty: {EIX <IT11,T12} F,X <:Ty1,x:Tyo F oty @ Tq

(T — Pack)

T — Unpac
I' F let {X,x} =ti1inty : Ts ( NPACK)
Jirjestelmille ydin-F . saadaan alityypityssdanto
I'NX<:UF Sy <: T
2 2 (S — SomE)

I' - {3X<:7,8;} <: {IX <:U, Ty}

tai jarjestelmalle taysi F.. vastaava sdianto
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'k Ty < 84 F,X<ZT1|‘SQ <: Ty
F l_ {HX <:S]_,SQ} <: {HX <ZSQ,T2}

(S — SomEF)

7.2 Osittain abstraktit tietotyypit

Aiemmin on n#hty, kuinka eksistentiaalityypeilld voidaan ohjelmoida abstrakte-
ja tietotyyppeji. Rajoitetuilla eksistentiaalityypeilld puolestaan voidaan ohjel-
moida osittain abstrakteja tietotyyppeji. Talloin piilotetaan vain valittuja osia
varsinaisesti toteutuksesta.

Esimerkki: laskurin abstrakti tietotyyppi on ennestdin tuttu, mutta nyt lisitain
sen tyyppimédarittelyyn rajoite Counter<:Nat.

counterPkg = {*Nat,
{new = 1, get = Ai:Nat. i, inc = Ai:Nat. succ(i)}}
as {dCounter<:Nat,
{new: Counter, get: Counter—Nat, inc: Counter—Counter}};
» counterPkg : {3Counter<:Nat,

{new: Counter, get: Counter—Nat, inc: Counter—Counterl}};

Tatd laskuria voidaan kiyttad tutulla tavalla:
let {Counter,c} = counterPkg in c.get (c.inc (c.inc c.new));

» 3 : Nat

Lisdksi Counter-arvoja voidaan kiyttdé suoraan lukuina:
let {Counter,c} = counterPkg in succ (succ (c.inc c.new));

» 4 : Nat

Kuitenkaan ei ole mahdollista kiyttda lukuja Counter-arvoina:
let {Counter,c} = counterPkg in c.inc 3;
» Error: parameter type mismatch
Niin abstrahoidaan laskuri, jota on helpompi kiyttdd, mutta jonka luominen
on edelleen hallinnassa.

Aivan vastaavasti voidaan oliokoodauksessa mahdollistaa sisdisen rakenteen osit-
tainen niyttdminen ulkomaailmalle.
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A Liite: Jarjestelmi F_.

(Kirjan [Pie02] sivu 392 — kiytannollisin ratkaisu lienee se, ettd tuon mukanani
kopioita sivusta kirjattomille.)

B Liite: Lahteet

[Pie02]  Pierce, B. C. Types and Programming Languages. MIT Press, 2002.
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