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1 Johdanto

Tama esitelma késittelee rekursiivisten tyyppien teoriaa perustuen Benjamin C. Piercen
teokseen Types and Programming Languages (The MIT Press, 2002).

Listojen liséksi on olemassa monia muitakin mielivaltaisen kokoisia tietorakenteita, joil-
la on kuitenkin yksinkertainen séaannéllinen rakenne. Ei olisi mielekasta toteuttaa naita
kaikkia kielen primitiiveind, vaan tarvitaan yleinen mekanismi néiden rakenteiden maé-
rittelemiseksi tarpeen vaatiessa.

Esimerkiksi lista, joka sisaltdd numeroita maéaritellaan joko tyhjéksi (nil) tai pariksi, joka
koostuu luonnollisesta luvusta (Nat) ja toisesta listasta:

NatLi st = <nil:Unit, cons:{Nat, NatList}>;

Taman yhtald muuntuu méaéritelméksi siirtdmalla rekursio =-merkin oikealle puolelle.
Tallainen mééaritelma saadaan aikaiseksi uudella tyyppien maarittelemiseen tarkoitetul-
la rekursio-operaattorilla

NatLi st = uX. <nil:Unit, cons:{Nat, X}>;

Madritelma tarkoittaa ”NatList on adretdn tyyppi, joka toteuttaa yhtalon X = <ni | : Unit,
cons: {Nat, X} >”.

2 Esimerkkkeja

Tassa luvussa késitellaan rekursiivisia tyyppeja esimerkkien valossa.

2.1 Listojen operaatiot

Listojen kasittelemiseen tarvitaan vakio nil, konstruktori cons, jolla lisataan listan alkuun
uusi elementti, isnil operaattori, joka kertoo, onko lista tyhja seké destruktorit hd ja tl,
jotka palauttavat joko listan ensimmaisen alkion (hd) tai loppulistan (tl). Namé& funktiot
madritelld&n seuraavasti:
nil = <nil=unit> as NatList;
» nil : NatList

cons = An:Nat. Al:NatList. <cons={n,|}> as NatList;
» cons : Nat — NatList — NatlList

isnil = Al:NatList. case | of
<nil=u> = true
| <cons=p> = false
» isnil : NatList — Bool



hd = Al:NatList. case | of <nil=u> = 0 | <cons=p> = p. 1;
» hd : NatList — Nat

t Al :NatList. case | of <nil=u> = | <cons=p> = p. 2;
» tl : NatList — NatList

Naiden maaritelmien avulla voidaan esimerkiksi maaritella rekursiivinen funktio, sun i st ,

joka laskee kaikkien listan elementtien summan. Rekursiivisten tyyppien ilmentymét maa-
ritellaan kéayttamalla f i x-funktiota.

sumist = fix (As:NatList—Nat. Al:NatList.
if isnil | then 0 else plus (hd I) (s (tl 1)));
» sunfist : NatList — Nat

2.2 Nalkaiset funktiot ja virrat

Né&kainen funktio sy6 argumenttinsa palauttaen uuden funktion, joka on valmis vastaanot-
tamaan uuden argumentin. Virrat (stream) ovat nalkéisten funktioiden tyyppi, joka voi ku-
luttaa méaarittelemattéman maéran uni t argumentteja palauttaen aina uuden numero/virta
-parin:

Stream= pA. Unit — {Nat, A};
Kuten listoille voidaan virroille maaritelld hd jat| funktiot:

hd = As: Stream (s unit).1;
» hd : Stream — Nat

tl = As:Stream (s unit).2;
» tl : Stream — Stream
Esimerkkina virran kdytostd, luodaan f i x-funktiota avuksi kayttéen virta {0,1,2,...}, ja
tarkastellaan sen kayttaytymista funktioiden hd jat| avulla:

upfromd = fix (Af: Nat — Stream An:Nat. A _:Unit {n, f (succ n)}) O;
» upfronD : Stream

hd upfronD
» O

hd (t1 (tl (tl upfronmD)));
» 3 : Nat

Virtoja voi edelleen yleistdd prosesseiksi, jotka saavat syotteen (luonnollisen luvun) ja
palauttavat uuden luvun seka uuden prosessin.

Process = YA Nat —{Nat, A};

Interaktio prosessien kanssa hoidetaan funtioilla curr ja send. Naistd ensimmainen pa-
lauttaa prosessin nykyarvon ja jalkimmainen lahettaa arvon prosessille.t

IKirjan esimerkin cur r antaa myds syétteen prosessille. Sydtteena annetaan nolla (0), jolla ei ole vaiku-
tusta kirjan summaa laskevaan funktioon. Esimerkiksi keskiarvoa laskevan prosessin tilaa ei cur r -funktiolla



curr = As:Process. (s 0).1;
» curr : Process — Nat

send = An:Nat. As:Process. (s n).2
» send : Nat — Process — Process

Esimerkkina prosessista on funktio sum joka laskee sydtteendén saamiensa numeroiden
summaa.
sum= fix (Af: Nat—Process. Aacc:Nat An: Nat.
| et newacc = plus acc n in
{newacc, f newacc}) O;
» curr : Process

curr (send 20 (send 3 (send 5 sum));
» 28 : Nat

2.3 Oliot

Rekursiivisten tyyppien avulla on myds mahdollista méaritell& olioita. Esimerkiksi Count er
on tyyppi, joka tarjoaa aksessorit sisaltdménsa numeron kysymiseen ja kasvattamiseen.
Né&in madritellyt tyypit ovat varsinaisista oliokielistd poiketen kuitenkin puhtaan funk-
tionaalisia: olion siséista tilaa muuttavat aksessorikutsut palauttavat uuden olion, eivétka
varsinaisesti muokkaa olion sisdista tilaa. Erona prosesseihin on se, ettd olio on rekur-
siivisesti madritelty tietue (record), joka siséltdd funktioita, kun taas prosessi on rekur-
siivisesti maaritelty funktio, joka palauttaa monikon (tuple). Ndkékulman vaihdon suurin
etu on siing, etta tietue voi siséltdd useampia kuin yhden operaation. Alla on esimerkKi
Count er -tyypista ja sen kaytostd. Esimerkin Count er siséltaa ylla mainittujen kysely- ja
lisdysaksessorien lisaksi myos arvon véhennys metodin (dec).

Counter = pC. {get:Nat, inc:Unit—C, dec:Unit—GC};

c =let create = fix (Af: {x:Nat}—Counter. As: x:Nat.
{get = s.X,
inc = A_:Unit. f {x=succ(s.x)},
dec = A_:Unit. f {x=pred(s.x)} })

in create {x=0};

» c : Counter

cl =c.inc unit;
c2 =cl.inc unit;
c2. get;

» 2 . Nat

tulisi menna kyselemaan.



2.4 Tyypitetty f i x

Rekursiivisten tyyppien avulla on mahdollista mééritella hyvin tyypitetty versio fi x-
funktiosta mille tahansa tyyppid T kasitteleville funktioille. Tama méaritelma (alla) on
tyyppiméaritykset poistamalla tdysin sama kuin kirjan sivulla 65 annettu maaritelméf i x:lle.

fixt = AMf:T->T. (AX: (HA. A—=T). f (x X)) (AX: (HA A=T). f (x Xx));
» fixt: (T-T) =T

Téassa madritelméassa rekursiivista tyyppia kéytetadan alilauseiden x x tyypittamiseen. Ky-
seisen termin tyypittdminen vaatii nuoli-tyypin, jonka ala (domain) on x:n itsensa tyyppi.

Mahdollisuus maaritell& rekursiivisia tyyppeja johtaa vahvan normalisaatio-ominaisuuden
(strong normalization property) rikkoutumiseen: fixt-funktiolla on mahdollista maaritella
hyvin tyypitetty termi, jonka evaluaatio hajautuu, kun sit4 sovelletaan uni t -arvolle.

diverger = A_:Unit. fixt (A T. X);
» diverger : Unit —» T

3 Muodollisuudet

Kirjallisuudesta 16ytyy kaksi peruslahestymistapaa rekursiivisiin tyyppeihin. Nama rat-
kaisut ratkaisut eroavat kysymyksen "mika on tyypin uX. T ja sen yhden askeleen ver-
ran lavennetun version suhde?” suhteen. Esimerkiksi, mik& on Nat Li st :nja<nil: Unit,
cons{Nat, NatList}>suhde?

Yhtalaisrekursiivinen  (equi-recursive) lahestymistapa samaistaa nama lauseet méaari-
telmallisesti samoiksi. Koska ne kuvaavat saman darettéman puun, ovat ne kovattavissa
toisillaan missa tahansa kontekstissa. Tyypintarkastajan vastuulle j&& sen varmistaminen,
ettd yhdentyyppisté versiota termistd odottava funktio hyvaksyy myds toisen muotoisen
termin.

Hyvéa puoli tdssa lahestymistavassa on se, ettei sen esitystapa eroa aiemmin esitetysta
deklaratiivisesta esitystavasta, muuten kuin sen suhteen, ettd tyyppiméaérittelyt voivat olla
aarettdmia (saannollisid). Aikaisemman madritelmat, turvallisuusteoreemat ja todistuk-
set kéyvat sellaisenaan, olettaen etteivét ne riipu induktiosta tyyppilausekkeiden suhteen.
Kéytanndssa tdma lahestymistapa on kuitenkin tyolas toteuttaa, silla tyypintarkastusalgo-
ritmit eivat pysty suoraan késitteleméan &arettomia tyyppeja.

Isorekursiivinen ldhestymistapa kasittelee lavennettua ja laventamatonta maaritelmaa
erillisind, mutta isomorfisina. Rekursiivisen tyypin pX. T laventaminen tapahtuu korvaa-
malla X kaikki esiitymat vartalossa T: [ X — (X T)] T. Isorekursiivisessa systeemissa
jokaista tyyppid uX. T vastaa kaksi kielen tarjoamaa primitiivifunktiota:

unfold[pX.T] : PX T = [X — PX. T]T
fold[ uX. T] DX lXT]T - WX T

N&ma ovat maéaritelty kuvan 1 mukaisesti.



Tama ldhestymistapa on helpompi implementoida, mutta vaatii ohjelmoijalta enemmaén
ty6té: f ol d ja unf ol d ohjeiden antamisen aina rekursiivisia tyyppeja késiteltéessa.
Kéytanndssa namé kutsut voidaan peittdd muilla kéaskyilla. Esimerkiksi Javassa
luokkaméarittely luo rekursiivisen tyypin ja olion metodikutsu peittdd unf ol d:n. Alla on
esimerkki Nat Li st -tyypin isorekursiivisesta maéarittelysta ja kaytosta.

NLBody = <nil:Unit, cons:{Nat, NatList}>;
nil =fold [NatList] (<nil=unit> as NLBody);
cons = An:Nat. Al:NatList. fold [NatList] <cons={n, |}> as NLBody;
isnil = Al:NatList.
case unfold [NatList] | of
<nil=u> = true

| <cons=p> = fal se;

hd

Al Nat Li st.
case unfold [NatList] | of
<nil=u>= 0
| <cons=p> = p. 1,

Al @ Nat Li st.
case unfold [NatList] | of
<nil=u> = |
| <cons=p> = p. 2,

t

4 Rekursiivisten tyyppien alityypitys

Jos tyyppi Even on tyypin Nat alityyppi, niin mik& on rekursiivisten tyyppien
puX. Nat —( EvenxX) ja pX. Even—( Nat xX) suhde?

Intuitio rekursiivisten tyyppien alityypityksessa on ajatella néité yksinkertaisina
prosesseina, jotka saatuaan numeerisen sy6tteen palauttavat uuden numeron ja prosessin,
joka on valmis vastaanottamaan uuden syo6tteen. Tyyppiéd uX. Nat —( EvenxX) oleva
prosessi hyvaksyy minké tahansa luonnollisen luvun, palauttaen kokonaisluvun.
Jalkimmaisen tyypin, uX. Even—( Nat xX) , vaatimukset ovat puolestaan selkeasti
vahdisemmat: tata tyyppid olevat prosessit hyvaksyvat syotteeksi vain kokonaislukuja ja
voivat puolestaan palauttaa mité tahansa lukuja. Koska ensimmaiselle tyypille asetetaan
kovemmat vaatimukset, katsotaan sen olevan jalkimmaisen alityyppi — ts. alityypin
lahtdjoukko on laajempi, kuin ylityypin ja tulojoukko suppeampi. Kuva 2 havainnollistaa
rekursiivisten tyyppien periytymista.



t = termit:

fold [T] t supistaminen?

unfold [T] t laventaminen®

Vi= ... arvot:

fold [T] v supistaminen

Ti= ... tyypit:

X tyyppimuuttuja

uxX. T rekursiivinen tyyppi

Uudet evaluointisadnnot t — t

unfold [S] (fold [T] vi) — v1 (E- UNFLDFLD)
t, — t& :

fold [T] t1 = fold (1 1} (E-FLo)

t, — tll :

unfold [T] ty = unfold [T] T} (- ULD)

Uudet tyypityssaannot Fre=t: T
U= pX Tq Nty [X=UTy :

- fold[U t; U (T-FLD)

U= pX Tq NFrtq: U (T- UNELD)

[ F unfold [U t1 : [X=UT;

Kuva 1: Isorekursiivisen ldhestymistavan vaatimat saannot.
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Kuva 2: Rekursiivisten tyyppien pX. Nat — (EvenxX) ja uX. Even — (Nat xX) ali-
tyypitysté havainnollistava kaavio.

4.1 Yhtalaisrekursiivinen lahestymistapa

Koska isorekurisiivisen lahestymistavan toteutus on suoraviivaista, keskitytaan tassa
yhteydessa yhtélaisrekursiivisen lahestymistavan tyypintarkastajien teoreettisiin
perusteisiin. Rekursiivisten tyyppien alityypitys on intuitiivisesti darettémien tyyppien
alityypityksen derivaationa. Matemaattisen tdsmallinen maaritelmé alityypitykselle
saadaan kayttamalla koinduktiota.

Maéritelma: Funktio F € P(U) — P(U) on monotoninen, jos
X CY = F(X)CF(Y), jossa U tarkoittaa universaalia joukkoa, joka siséltda "kaiken
maailmassa” ja P(U) tarkoittaa kaikkien 7:n alijoukkojen joukkoa.

Maaritelma: Olkoon X U:n alijoukko.

1. X on F-suljettu, jos F(X) C X
2. X on F-konsistentti, jos X C F(X)
3. X on F:n kiintopiste, jos X = F(X)

Intuitiivisesti U:n voi ajatella sisaltdvan véitteita ja F:n olevan todistus relaatio, joka
kertoo, mitd uusia paatelmia naista vaitteisté (premisseistd) voidaan johtaa. F-suljettu
joukko on talldin sellainen joukko, jota ei voi kasvattaa lisédmalla uusia F:n tunnistamia
alkioita, koska se sisaltaa jo kaikki johdettavissa olevat paatelmat. F-konsistentti
joukossa puolestaan jokaista véitettd tukee muut joukon sisaltamaét vaitteet, se on siis
itsensé perusteleva joukko. F:n Kkiintopiste on seka suljettu ettd konsistentti, siséltden
kaikkien jasentensd vaatimat premissit seka kaikki paateltavissa olevat johtopaatokset,
eikd mitd&n muuta.



Esimerkiksi funktio E; on méaritelty seuraavasti kolmielementtisessé avaruudessa
U=a,b,c:

Ei(@) ={c} Ei({a,b}) ={c}
Ei({fay)={c} Ei({a,c}) ={c}
Ex({b})={c} Ea({b,c}) ={ab,c}
Ex({c})={b,c} Ei({a,b,c})={a,b,c}

Avaruus U siséltaa talldin yhden E;-suljetun joukon ({a,b,c}), nelja E1-konsistenttia
joukkoa (&, {c}, {b,c} ja {a,b,c}) sek& yhden kiintopisteen ({a,b,c}).

Knaster-Tarskin teoreema sanoo, etta

1. Kaikkien F-suljettujen joukkojen leikkaus on pienin F:n Kiintopiste. Tété joukkoa,
joka on my®6s pienin F-suljettu joukko, merkitaén uF:l1a.

2. Kaikkien F-konsistenttien joukkojen unioni on suurin F:n kiintopiste. Tata
joukkoa, joka on myds suurin F-konsistentti joukko, merkitaan vF:114.

Néist4 todistetaan vain jalkimmainen, ensimmaéisen todistuksen ollessa symmetrinen.
Olkoon C = {X|X C F(X)} kaikkien F-konsistenttien joukkojen kokoelma ja P néiden
unioni. Koska F on monotoninen ja kaikille X € C tiedet&an, ettd X on F-konsistentti ja,
etta X CC,onC C F(X) C F(P). Nain ollen P = UxecX C F(P), eli P on
F-konsistentti. Maaritelménsa mukaisesti P on tall6in suurin F-konsistentti joukko.
Taman jalkeen tulee todistaa myos, ettd P on myods F-suljettu. Koska F on monotoninen
saadaan F(P) C F(F(P)). C:n maaritelman mukaisesti tdmja tarkoittaa, ettd F(P) € C.
Téaten mille tahansa C:n jasenelle F(P) C P, eli P on F-suljettu. Koska P on suurin
F-konsistentti joukko ja P on myds F:n kiintopiste, on P suurin kiintopiste.

Knaster-Tarskin teoreemasta seuraa, etta

1. Induktioperiaate: jos X on F-suljettu, niin pF C X.

2. Koinduktioperiaate: jos X on F-konsistentti, niin X C vF.

Intuitio ndiden mééritelmien takana seuraa siitd, ettd joukko X mielletdan predikaatiksi,
joka esitetadn sen piirteiden joukkona, sindi:n osajoukkona, jolla predikaatti on totta.
Sen osoittaminen, ettd X on totta elementille x on sama kuin sen osoittaminen, etté x
kuuluu joukkoon X. Induktioperiaatteen mukaisesti miké tahansa ominaisuus, jonka
piirteiden joukko on suljettu F:n alla, eli F sailyttdd kyseisen piirteen, on totta myds
induktiivisesti maaritellylle joukolle pF.

Koinduktioperiaate puolestaan tarjoaa vélineet sen todistamiselle, ettd elementti x kuuluu
koinduktiivisesti madriteltyyn joukkoon vF. Taman osoittamiseksi riittdd 16ytaa jokin
F-konsistentti joukko X, jollax € X.



5 Adrettdmat ja aarelliset tyypit

Tyypeja on mahdollista lahestya &éarellisind tai &&rettdmind puina. Téssa yhteydessa
riittad kolmen tyyppikonstruktorin kasitteleminen: —, x ja Top. Tyyppeja kéasitelldan
(mahdollisesti ddrettomind) puina, joiden solmuja merkataan jollain ndista symboleista.
Ykkosista ja kakkosista koostuvien sekvenssien joukkoa merkataan {1,2}*, tyhjaa
sekvenssia merkill4 e ja i* tarkoittaa k:ta i:n kopiota. Jos Tt ja o ovat sekvensseja,
tarkoittaa 1,0 nédiden katenaatiota.

Puutyyppi eli puu, on osittaisfunktio T € {1,2}x — {—, x, Top}, joka tdytt4a ehdot:
e T(e) on méaéritelty;
e jos T(1t, 0) on méaritelty niin T(1) on méaaritelty;
e jos T(m) = — tai T(m) = X, niin T(1t, 1) ja T(TT,2) ovat mééritelty;

e jos T(m) = Top niin T(1t, 1) ja T(1T,2) ovat maarittelemattomat;

Puutyyppi T on darellinen, jos dom(T) on aarellinen. Kaikkien puutyyppien joukkoa
merkitadn symbolilla 7 ja kaikkien &arellisten puiden joukkoa symbolilla 7.

Notaationaalisista mukavuussyista puulle T merkitédan T(e) = Top. Jos T1 ja T» ovat puita,
tarkoittaa

T x T2
puuta, jolla (T1 x T2)(e) = x ja (T1 x T2)(i,T) = Ti(™) ja
T1 — T2

puuta, jolla (T1 — T2)(e) = — ja (T1 — T2)(i, 1) = Ti(10)
missé i=1,2.
Kuvan 3(a) aarellisessd puutyypissé (Top x Top) — Top
o T(e) =—,
e (T(1) =xja
e T(2) =T(1,1) =T(1,2) = Top.

Kuvan 3(b) &éreton puu, Top—( Top—( Top—...) ), vastaa tyyppid T, jonka maaritelméa
onT(2K) = —jaT(2% 1) = Top kaikillak > 0.
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Kuva 3: Vasemmalla &éarellinen puutyyppi (Top x Top) — Top ja oikealla &&retdn
puutyyppi Top—( Top—(Top—...)).

6 Alityypityksen teoria

Adrellisten puiden alityypitysrelaatio maaritellain pienimmaksi maaritellyn avaruuden
monotoonisten funktioiden kiintopisteeksi ja yleisten puiden osalta suurimmaksi
kiintopisteeksi. Adrellisten puiden tyypityksen osalta tima avaruus on joukko T x T
aarellisten puiden pareja. Alityypityksen generoiva funktio on kuvaus tdman avaruuden
alijoukkojen vélill& ja niiden kiintopiste relaatio 7;:ssd. Yleisesti puiden tyypityksen
osalta avaruus mééritellaan pariksi 7 x 7.

6.1 Aarellisten puiden alityypitys

Kaksi déarellista puuta S ja T ovat alityyppisuhteessa (S on T:n alityyppi”), jos (S, T) €
USt, jossa S¢ € P(It x It ) — P(‘Is x Ty ) on madritelty seuraavasti:

S¢(R) = {(T.Top) | Te Tt}
U {(S1xS2, T1xT2)|(S1,T1), (S2, T2) € R}
U

{(Sl—>52,T1—>T2)‘(T1,Sl), (Sz,Tz) & R}.

Tama funktio toteuttaa aiemmin esitetyn alityypityksen maéritelmén néiden
paéattelysééntdjen nojalla:
T < Top

S1<:T1 So<iTo
S1xS<:T1xTo

T1<:S1 STy
Sl—>52 <ZT1—>T2
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Naissad paattelysaanndissa S <: T:n esiintymat viivan ylapuolella luetaan ”jos pari
(S, T) on syotteessa S¢:lle” ja viivan alapuolella ”niin (S, T) on tuloksessa”.

6.2 Adarettémien puiden alityypitys

Yleisesti puiden, darettéminen ja darellisten, alityypityksen generoiva funktio S
maéaritellaan vastaavalla tavalla, kuin darellisten puiden alityypitys (luku 6.1), sill& erolla,
ettd 7t korvataan ‘7 :114.

Myaos adrettomien puiden alityypitysrelaatio on transitiivinen. Tdméa on madritelty
seuraavasti: Relaatio R C U x U on transitiivinen, jos R on suljettu monotonisen
funktion TR(R) = {(x,y)|3z € U.(x,2),(z,y) € R} suhteen eli, jos TR(R) C R.

Olkoon F € P(U x U) — P(U x U) on monotoninen funktio. Jos
TR(F(R)) € F(TR(R)) milla tahansa R C U x U, on VF transitiivinen.

Koska VF on kiintopiste (vF = F(VF)), seuraa siit, ettd TR(VF) = TR(F(vF)). Toisin
sanoen TR(VF) on F-konsistentti, ja koinduktioperiaatteen mukaisesti TR(vVF) C VF.
Samoin VF on transitiivinen transitiivisuuden mééaritelméan nojalla.



