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Luennoijalla on huoneessaan kaksi tavallisen nidkoistd noppaa. Yksi nopista onkin tavallinen ja
tuottaa minkd tahansa silméluvun yhdesté kuuteen yhti suurella todennikoisyydelld. Toinen noppa sen
sijaan on painotettu siten, ettd silmdluvun kuusi todennékdisyys on 1/2 ja muiden silmilukujen 1/10.
Heitdédn ensin tavallista noppaa ja sitten painotettua. Laske seuraavat todennikoisyydet. (Merkintd
P(A|B) tarkoittaa ehdollista todennékoisyytti.)

a) P(”molemmilla heitoilla tulee 6)

Koska noppien silmiluvut ovat riippumattomat, voidaan laskea

1 1 1
P(“ensimmidiselld tulee 6”) x P(“toisella tulee 6”) = 6 X513~ 0.083
b) P("kummallakaan heitolla ei tule 6”)
Kuten edelld
o . : 5 1 5
P(“ensimmdiselld ei tule 6”) x P(“toisella ei tule 6”) = 6X3=13 "~ 0.417

¢) P(”silmélukujen summa on 9”)

Merkitiddn noppien tulosta parilla (m, n), missd m on ensimméisend heitetyn, reilun nopan tulos
ja n toisena heitetyn, painotetun nopan tulos. Tulos maérittda alkeistapahtuman. Summa on 9
seuraavissa alkeistapahtumissa: (3,6), (4,5), (5,4), (6,3). Huomaa, ettd esimerkiksi tulokset
(3,6) ja (6, 3) ovat eri alkeistapahtumia ja niiden todennikoisyydet poikkeavat toisistaan.

Tulos saadaan laskemalla yhteen Edella mainittujen alkeistapahtumien todennékoisyydet:

P((3,6))+P((4,5))+P((5,4) +P((6,3)) = £x 3+

1><1+1><1+1><1—8~0133
610 6 10 6 10 60 7

d) P(”silmidlukujen summa on 9” | "jommalla kummalla tulee 6”)

Merkitiin A = “silmilukujen summa on 9” ja B = “jommalla kummalla tulee 6”.! Koska
ehdollinen todennikoisyys saadaan laskemalla P(A | B) = P(A, B)/P(B), lasketaan ensin
P(A, B) ja P(B) ja otetaan lopuksi osaméré.

Molemmat tapahtuvat tapahtuvat alkeistapahtumissa (3, 6) ja (6, 3), joten P(A, B) = % X % +

% X %0 = %. Tapahtuma B on kohdan b tapahtuman “kummallakaan heitolla ei tule 6” komple-

mentti, joten sen todenn#koisyys saadaan helposti soveltamalla kaavaa P(B) = 1 — P(-B) =

5 _ 7
1_ﬁ_lz'

Osamadriksi saadaan 6
PAB) _w_ 6 L o1m
=7 = ~ 0.
P(B) — L 35
!Jommalla kummalla tulee 6 voidaan tulkita kahdella eri tavalla riippuen siitd, hyviksytiénko tapaus, jossa molemmilla
tulee 6 vai ei. Tdssd on hyviksytty.




e) P(”jommalla kummalla tulee 6 | ”silmélukujen summa on 9”’) Samaan tapaan kuin edellisessi

kohdassa:
P(B|A) = L(A’B) =

6
P(A) —§—0.75.

2|2l

Kéytetddn samoja noppia kuin edellisessi tehtdvissa.

f) Miké on silmédlukujen summan jakauma, jos heitetdidn kaksi kertaa tavallista noppaa?

Jakauma tarkoittaa siis kaikkien mahdollisten tulosten (tissd: summien) todennékdisyyksii.
Summa voi saada arvon vililld 2,...,12. Minké tahansa alkeistapahtuman eli parin (m,n)
todennikoisyys on tavallisella nopalla % X % = %, joten jakauma saadaan laskemalla, kuinka

moni alkeistapahtuma vastaa kutakin summan arvoa.

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
(P(“summa on 2”),..., P(“summaon 12”)) = [ —, —, —, —, ==, ==y ==, =) ==» —=» — | -
36 36 36 36 36 36 36 36 36 36" 36

g) Miki on silmélukujen summan jakauma, jos heitetdin kaksi kertaa painotettua noppaa?

Painotetulla nopalla alkeistapahtumien todennikoisyydet poikkeavat toisistaan, joten yksinker-
tainen kertolasku ei riitd. Tapahtumien (m,n), missi m < 6 jan < 6, todennikoisyydet ovat
kaikki % X = ﬁ. Tapahtumien (m,n), missi m < 6 jan = 6,taim = 6jan < 6,

10
todennikoisyydet ovat 1—10 X % = 2—10. Tapahtuman (6, 6) todennikdisyys on % X % = %.

Esimerkiksi silmélukujen summan 9 todennidkoisyys saadaan nyt laskemalla

P((3,6)) + P((4,5)) + P((5,4)) + P((6,3)) = % ﬁ + ﬁ + 2—10 . % — 012,

Koko jakauma on

1 2 3 4 5 14 13 12 11 10 25
(P(“summaon2”),...,P(“summaon12”)) = ( —, — — — — — — — —— —— —— |
100" 100" 100" 100" 100 100" 100 100" 100" 100" 100

Jakauman tarkistamiseksi on vield syytd varmistaa, ettd eri summien todennidkoisyydet sum-
mautuvat yhteeneliettdi 1 +2+3+4+5+14 4+ 13 4+ 12 + 11 + 10 4 25 = 100.

h) Valitaan satunnaisesti jompi kumpi noppa (kummankin todenndkéisyys on sama) ja heitetdin
sitd kaksi kertaa.

Bayesin kaavalla saadaan:

P ("heitettiin painotettua noppaa” | ”silmélukujen summa on 9”)

P(”summa on 9” | painotettu noppa”) P(”painotettu noppa”)

P(”summa on 97)



Osoittajassa olevat tekijit onkin jo laskettu edelld (kohta g), mutta drsyttava nimittdjd joudutaan
taas laskemaan jakamalla se kahteen vaihtoehtoiseen tapaan saada summaksi 9:

P(”summa on 9 | "tavallinen”) P(”tavallinen”) + P(”summa on 9” | ”painotettu”) P(”painotettu”)

4 1 12 1 26
- == ~0.116.
5 = 95 ~ 01O

=— X — X
36 2 + 100
Sijoittamalla Bayesin kaavaan saadaan nyt

A2 01 o7
P ("painotettu noppa” | “summa on 9”) = 100 2 — ~~ ~ .519.

26

Kun lasketaan ehdollista todennidkdisyyttd, ettd olisi heitetty tavallista noppaa annettuna, etté
silmilukujen summa on 9, tulee drsyttiviksi nimittéjéiksi aivan sama termi P (”’silmélukujen summa on 9”) =

% ja Bayesian kaavasta saadaan

4 1

36 X5 25
6 -2 = = ~ 0481,
225 5

”summa on 9”) =

P(”tavallinen noppa”

missd sovellettiin todennikoisyyttd P(”summa on 9” | “’tavallinen noppa”) = % kohdan f ja-
kaumasta.

Tarkistuslaskenta % + % = 1 ldpdisee tarkistuksen.

Huom: Edellisen tulkinta on se, ettd havainto “summa on 9” ei merKittdvissd maarin vaikuta
arvaukseemme siitd, kumpaa noppaa heitettiin: ennen heittoa kummankin nopan (priori-)toden-
nikoisyys on 50 % ja sen jilkeen (posteriori-)todennikdisyydet ovat noin 52 % vs 48 %. Voit
pohtia, miké tulos vaikuttaisi todenndkoisyyksiin eniten.

Valitaan taas satunnaisesti jompi kumpi noppa samalla todennékoisyydelld. Huomataan, etti
silméluvuksi tulee kerta toisensa jilkeen kuusi. Kuinka monen heiton jilkeen voidaan olla vi-
hintdén 99 % varmoja siitd, ettd kyseessd on painotettu noppa.

Vihjeen mukaisesti riittdi tarkistaa, kuinka monen heiton jilkeen

P (”painotettu noppa” | ’k kertaa 6”)
P(”tavallinen noppa” | ’k kertaa 6”)

> 99.

Posterioritodenniikdisyyksien osamiird saadaan soveltamalla Bayesian kaavaa seki osoittajan
ettd nimittdjin tapahtumaan

P(”k kertaa 6”

painotettu noppa”) P(”painotettu noppa”)
P(”k kertaa 6”)

“tavallinen noppa”) P (”tavallinen noppa”)
P(”k kertaa 6”)

missd drsyttdvad nimittdja supistuu pois. Koska prioritodenndkoisyydet eri nopille ovat tdssi

tapauksessa samat, supistuu myds prioritermi pois (miké ei pade yleisesti) ja jdljelle jad vain

osamaird

I

P("k kertaa 6”

P(”k kertaa 6” | “painotettu noppa”) (%)k

= = 3",
P(”k kertaa 6” | ’tavallinen noppa”) (1) k

Pienin %, jolla 3 > 99 on & = 5. Tarvitaan siis viisi heittoa ennen kuin painotetun nopan
posterioritodennikoisyys on yli 99 %.



a-b)

c)

Pelipuu ja min- ja max-arvot:

Yolxlo
MIN X| X
e}
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2) 3) 4)
olx|lo olxlo olx|lo
MAX X|O[X x| X x| X
o) olo olo
v=—1 v=1 v=1
5) / 6) \ 7 8)\ 9) / 10)\
olxlo Tolxlo "o|x|o o|x|lo "o|x|o o|x|o
MIN X[OolX X|OIX ¢ X[ IX >pee x| X
X|o o[x ©o|o olo[x olo X|olo
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X|o O[X O[X X|O
y=-—1 y=-1 y=-—1 y=-—1

Optimaalinen peli (merkitty oranssilla) johtaa nollan voittoon (solmu 11 tai 12).

Alustetaan o« = —1 ja § = 41 solmussa 1. Arvot vilitetddn funktiokutsuissa rekursiivisesti
solmujen 2 ja 5 kautta solmuun 11. Solmu 11 palauttaa arvon —1 solmuun 5. Jos ollaan tarkkoja,
solmussa 5 suoritetaan “karsintaa” jattamalld suoritus kesken, koska havaitaan, ettd lapsesta
saatu paluuarvo v = —1 toteuttaa ehdon v < « (koska —1 < —1). Tilld ei kuitenkaan ole
merkitystd, koska solmulla 5 ei ole muita lapsia.

Solmun 5 paluuarvo on myods —1, joka vilitetddn solmuun 2. Solmu 2 on max-solmu. Koska
paluuarvo v = —1 ei toteuta ehtoa v > /3, karsintaa ei tapahdu, vaan jatketaan suoritusta
seuraavaan lapseen, solmuun 6. Solmujen 12 ja 6 suoritus vastaan solmujen 11 ja 5 suoritusta.

Solmun 2 paluuarvo —1 vilitetddn juurisolmuun 1, joka on min-solmu. Nyt ehto v < « toteutuu
(koska —1 < —1) ja keskimmdisti tai oikeanpuoleista haaraa ei tarvitse kdyda lidpi ollenkaan.

Lasten jdrjestykselld on merkitystd. Juurisolmussa tapahtuu karsintaa vain lapsisolmun 2 ki-
sittelyn kohdalla. Yleensikin karsintaa tapahtuu silloin, kun vuorossa olevan pelaajan (max tai
min) kannalta parhaat siirrot kdyddin l4pi ennen huonompia siirtoja.

Tulee kurssin sivulle.

Tulee kurssin sivulle.



