Ryhmaéteoreettinen ndkokulma Rubikin kuutioon
Matematiikan ja tilastotieteen laitos

Harjoitus 2

1.4.2008

1. Olkoon H < G ja olkoot g1,g92 € G. Osoita, ettd seuraavat ehdot ovat yhtépi-
tavat:
(a) g1 H = go H
(b) 91 € g2 H
(c) g7'g2 € H.

2. Tarkastellaan yhteenlaskuryhméd Zi5 = Z/15Z. Témi tekijaryhmé koostuu
alkioista [0],...,[14], joille pdtee [a] = [b] jos ja vain jos a — b on jaollinen
luvulla 15. Ryhmélla on normaali aliryhma H = {[0], [5], [10]}. Etsi kaikki H:n
sivuluokat ja esitd tekijiryhmén Zi5/H laskutoimitustaulu.

3. Olkoon G &érellinen ryhmé ja H sen jokin aliryhmi. Merkitéddn ryhmien G ja
H alkioiden lukuméérid |G| ja |H| sekd H:n vasemmanpuoleisten sivuluokkien
lukuméarad [G : H]. Totea, ettd myos H:m oikeanpuoleisten sivuluokkien luku-
médrd on [G : H], ja todista nk. Lagrangen lause, jonka mukaan luku |H| jakaa
lukun |G| ja |G|/|H| = |G : H]. Paattele tésta vield, ettd jos |[H| = |G|/2, niin

H on normaali.

Ohje. Voit kayttda hyviksi viime harjoitusten tehtévassa 3 osoitettua tietoa,
ettd kuvaus o4 : G — G, o4(z) = gz on bijektio kaikilla g € G. Piittele,
ettd kyseinen kuvaus on myos bijektio H — ¢gH, ja muista, ettd aliryhmén
sivuluokat muodostavat koko ryhmén osituksen.

4. Vahintaan kaksialkioista ryhmaé kutsutaan yksinkertaiseksi, jos sillé ei ole lain-
kaan epétriviaaleja normaaleja aliryhmié. Osoita, ettd neljan alkion parillisten
permutaatioiden ryhmg

Ay ={o € Sy |sign(o) =1}

ei ole yksinkertainen. (Itse asiassa A, on yksinkertainen, jos ja vain jos n = 3
tain > 5.)

5. Osoita, ettd ryhmé R, on vaihdannainen.

6. Luennolla késitellyn 3-syklin avulla voidaan muodostaa muitakin ryhméin R,
parillisia permutaatioita. Esitd seuraavat permutaatiot perussiirtojen ja niiden
kidnteissiirtojen tulona, kun palat on numeroitu luennolla esitetyssa jérjestyk-
sessa:

(a) (368),  (b) (16)(38),  (c) (18)(36).



