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1. Tarkastellaan esimerkissé 4.9 esiintynyttd nelion symmetriaryhméa
Dg = { id, (1234), (13)(24), (1432),
(12)(34), (24), (14)(23), (13) } < Su.

Etsi jokaisen alkion z € Dg keskittdja ja laske indeksi [Dg : Cg(z)]. Vertaa
kutakin indeksid alkion x konjugaattiluokan kokoon. Mitka alkioista kuuluvat
ryhmén keskukseen?

2. Osoita, ettd ryhmén G keskus seké kaikkien alkioiden keskittdjit ovat G:m ali-
ryhmid. Naytd lisdksi sopivien vastaesimerkkien avulla, ettd keskittdjat eivit
vélttdmattd ole vaihdannaisia tai normaaleja.

3. Olkoon G ryhméi. Merkitdén C = (G. Oletetaan, ettd tekijiryhmd G/C on
syklinen eli ettd sen kaikki alkiot saadaan jonkin sivuluokan zC' potensseina.
Osoita, ettd ryhméa G on vaihdannainen.

Vihje: Jokainen sivuluokka on muotoa (zC)" = z"C.

4. Osoita, ettd Rubikin ryhmén keskus sisdltdd vain kaksi alkiota, joista toinen
on siirto, joka kidantda kaikki sdrmépalat toiseen asentoon eikd liikuta mitddn
paloja paikaltaan.

Newvo: Keskukseen kuuluvat ne alkiot, jotka eivit muutu missdan konjugoin-
neissa. Nayté sopivilla siirroilla, ettd kaikki paloja liikuttavat siirrot voidaan
konjugoida liikuttamaan paloja toisella tavalla, ettd nurkkapaloja pyorittavat
siirrot saadaan konjugoimalla pyorittdmédn nurkkapaloja toiseen suuntaan ja
ettd jos yksikin sdrmépaloista kiddntyy, saadaan konjugoimalla joku toinen kdan-
tymaan.

5. Osoita, ettd nelion symmetriaryhméa Dg (ks. tehtéva 1) ei ole minkdan aliryh-
miensé suora tulo.

6. Luentojen médritelmidn mukaan ryhmén G aliryhmét H ja K muodostavat
sisdisen suoran tulon, jos seuraavat ehdot toteutuvat:
1) hk = kh kaikilla h € H jak € K
2) HN K = {e}, missé e on G:n neutraalialkio.
Luennolla todistettiin myos, etté sisdinen suora tulo toteuttaa seuraavat ehdot:
1’) H ja K ovat G:n normaaleja aliryhmii
2’) jokaisella g € G on yksikdsitteinen esitys g = hk, missd h € H ja k € K.
Osoita, ettd sisdisen suoran tulon médritelmésséd voidaan korvata ehto 1) ehdolla
1’) ja ehto 2) ehdolla 2’) (jompikumpi tai molemmat).



