1 Johdanto

1.1 Yleista

Unkarilainen kuvanveistdja ja arkkitehtuurin professori Erné Rubik kehitti mai-
neikkaan kuutionsa vuonna 1974. Han kehitti kuutionsa alun perin arkkitehti-
opiskelijoiden visuaalisen hahmottamisen edistdmiseen ja kutsui sitd itse nimelld
“Magic Cube”. Vuonna 1980, kun Ideal Toys esitteli lelun maailmalle, se nimettiin
uudelleen Rubikin kuutioksi.

Rubikin kuutio saavutti lyhyessi ajassa suuren suosion, jota se ei ole vielakidin
menettanyt. Siitd on tehty monia muunnelmia: erikokoisia, -virisid ja -muotoisia.
Tietokoneen avulla voidaan tarkastella myos useampiulotteisia Rubikin kuutioita.

Todelliset harrastajat kiayttavit itse 6ljyamidén ja virittelemiddn kuutioita saa-
vuttaakseen mahdollisimman nopeita tuloksia. Maailmalla kilpaillaan paitsi pe-
rinteisessé pyorittelyssd myos sokkona, jaloilla ja yhdelld kidelld ratkaisemisessa.
Taminhetkinen virallinen nopeusenniitys' on Edouard Chambonilla, joka vuonna
2008 ratkaisi kuution nopeimmillaan 9,18 sekunnissa ja keskiméarin 11,48 sekun-
nissa. Erityisen mainittavaa on, etta jaloilla ratkaisemisen maailmanennétys, 39,88
sekuntia, kuuluu télla hetkelld suomalaiselle Anssi Vanhalalle?.

Rubikin kuution ratkaiseminen on pailta katsottuna darimmaisen monimutkai-
nen ongelma. Erilaisia kombinaatioita tavallisella 3 x 3 x 3-kuutiolla on 43 252 003
274 489 856 000 eli noin 4,3-10'° kappaletta. Kuitenkin kuution matemaattinen pe-
rusrakenne avautuu melko vdhélla vaivalla. Tdmén rakenteen selvittdmisessd ryh-
méteorian perustyokaluista on paljon apua, ja toisaalta kuutio toimii erinomaisena
havaintovilineen abstraktilta tuntuvien algebrallisten kisitteiden oppimisessa.

Ratkaisemiseen tarvittava pyoritysten méaird ei ole vield tdsméllisesti selvin-
nyt. Vuonna 1998 Michael Reid 16ysi kombinaation, jonka ratkaisemiseen vaadi-
taan vahintddn 26 kappaletta sivutahkon pyoraytyksid neljinnesympyran verran.
(Téllaista pyoraytystd kutsutaan téssid materiaalissa perussiirroksi tai perussiirron
kddnteissiirroksi.) Toisaalta Silviu Radu osoitti vuonna 2006, ettd minki tahansa
aseman ratkaisemiseen tarvitaan korkeintaan 35 téllaista siirtoa. Ndiden lukumaéa-
rien vilissa on vield tilaa tarkennukselle. Jos sen sijaan myo6s sivutahkon 180 asteen
pyoraytys lasketaan siirroksi, tuoreempi tulos 16ytyy elokuulta 2007, jolloin Daniel
Kunkle ja Gene Cooperman osoittivat supertietokoneen avulla, ettd kaikki kuution
kombinaatiot voidaan ratkaista 26 siirrolla. Téllaisilla siirroilla laskettuna alaraja
puolestaan on 20 siirtoa.?

thttp:/ /www.worldcubeassociation.org/results /events.php
http://www.worldcubeassociation.org/results/events.php?eventId=333ft
3Tilanne 12.3.2008.



1.2 Kuution rakenne

Rubikin kuution jokainen siwutahko koostuu yhdekéstd kuutionmuotoisesta palas-
ta, joista 4 on nurkkapaloja, 2 sdrmd- eli reunapaloja ja 1 keskipala. Sivutahkot
kadntyvit keskipisteensd ympéri, mutta muuten paloja ei voi liikuttaa toistensa
suhteen. Naennéisesti myos keskitahkoja voi kiertaéd keskipisteensd ympéri, mutta
tdma liike voidaan ndhda myd6s niin, ettd kaksi keskitahkon rinnalla olevaa sivu-
tahkoa kiertyvit vastakkaiseen suuntaan (minké jéilkeen koko kuutiota kddnnetaan
vield liikkeen suuntaan).
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Kuva 1: Kuution rakenne ja sivutahkon pyoritys

Mita tahansa yhdistelmaéd kuution sivutahkojen kdantoja kutsutaan siirrokst.
Kaksi siirtoa samastetaan, mikali niilld padstdan tietystd alkutilanteesta samaan
lopputilanteeseen.

Kuution sivut on viritetty niin, ettd perusasemassa jokainen sivu on yksivari-
nen eikd kahdella eri sivulla esiinny samaa virid. Jokaisella nurkkapalalla on néin
ollen kolme virillistd sivua, joita kutsutaan ruuduiksi. Sirmépalat puolestaan si-
siltavat vain kaksi varillistd ruutua ja kukin keskipala yhden. Kun kuution sivu-
tahkoja kierretddn, eriviriset ruudut joutuvat eri sivuille, ja kuution véarirakenne
sekoittuu. Kuution ratkaisemisessa pyritdan saamaan jokainen kuution sivu jilleen
yhdenvariseksi.

Myynnissd olevien kuutioiden véritykset vaihtelevat. Tdmén materiaalin puit-
teissa oletetaan, ettd sivujen virit ovat keltainen, sininen, punainen, oranssi, virheé
ja valkoinen. Nama vérit sijaitsevat kuutiossa siten, ettd keltainen on vastapaita
valkoista, ja jos keltainen sivu osoittaa katsojaan pdin, muut varit kiertavit sivuja
myotapaivadn jarjestyksessd sininen, oranssi, virhed, punainen.

On hyo6dyllistd huomioida heti aluksi, ettd kuution keskipalojen voidaan olet-
taa pysyvin paikallaan kuution sivuja pyoritettdessd. Nimittdin, kunkin sivutah-
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Kuva 2: Kuution varitys

kon keskipala pysyy paikallaan, kun kyseisti sivua pyoritetdin?, eikdi timéa pyoritys
tietenkddn vaikuta mitenkddn muiden sivujen keskipalojen asemiin. Toisaalta kes-
kitahkojen pyorittdminen vastaa kahden rinnakkaisen sivutahkon pyorittdmista,
joten sekdédn ei muuta keskipalojen keskindisid asemia. Néin ollen kuution jokaisen
sivun alkuperdinen viri voidaan tunnistaa sen keskipalasta. Tamé ei ole mahdol-
lista esimerkiksi 4 x 4 x 4-kuutiossa (nimeltdén muuten “Rubikin kosto”), sillé siiné
ei ole mitddn keskipaloja, jotka pysyisivit paikallaan toistensa suhteen.

2 Permutaatioryhmét

Permutaatioryhmét olivat itse asiassa ensimmaéinen ryhméteorian tutkimuskohde.
Tamaé johtuu siitéd, ettd permutaatioita esiintyy joka puolella sekd matematiikassa
ettd kiytdnnon elaméssi. Toisaalta jokainen ryhmé on isomorfinen jonkin permu-
taatioryhmén kanssa, joten voidaan ajatella, ettd permutaatioryhmien tunteminen
riittdé kaikkien ryhmien tuntemiseen.

2.1 Permutaation olemus

Matemaattisen méaaritelmén mukaan permutaatio on bijektio joukolta itselleen.
Niin yksinkertaiselle kisitteelle ei kuitenkaan syyttd ole annettu noin hienoa ni-
med. Latinan sana permutatio tarkoittaa muutosta tai vaihtoa, ja permutaatio
kuvaakin joukon sisdistd muutosta, joka kuitenkin sdilyttda kaikki joukon alkiot
sellaisinaan; yleensi kyseessd on alkioiden jirjestyksen vaihtuminen.

4Keskipalat tosin kiertyvit itsenss ympéri, ja jos niiden alkupersinen suunta merkitéifin niihin
esimerkiksi kynélld, on lisdhaaste yrittdé ratkaistaessa palauttaa ne alkuperéiisiin asentoihinsa.
Tam3 tunnetaan “superkuutio”ongelmana.



Vastaostetussa korttipakassa kortit ovat tietyssi perusjirjestyksessa. Kun kort-
tipakan ensimmadisen kerran sekoittaa, esimerkiksi herttadssin paikalle tulee joku
toinen kortti, vaikkapa patakakkonen. Voidaan ajatella, ettd herttadssa muuttui —
tai kuvautui — patakakkoseksi. On siis tapahtunut korttipakan permutaatio, jossa
jokainen kortti on voinut vaihtua toiseksi, mutta yksikédén kortti ei ole kadonnut
(injektiivisyys) eiké kortteja ole myoskaan tullut lisda (surjektiivisuus).

Permutaatiota voidaan tarkastella monelta kannalta. Toisaalta voidaan ajatel-
la permutaation tarkoittavan operaatiota, joka sekoittaa korttipakan tietylld ta-
valla. Toisaalta voidaan ajatella permutaation tarkoittavan sitd lopputulosta, jo-
hon alunperin perusjirjestyksessi oleva korttipakka asettuu tietyn sekoittamisen
jilkeen. Toisinaan toinen tulkinta on sopivampi, toisinaan toinen.

Vield yksi ajattelutapa on syytd mainita. Jos kuvitellaan kaikki uuden kortti-
pakan kortit numeroiduiksi juoksevalla jirjestysnumerolla, voidaan permutaation
ajatella muuttavan nditd jirjestysnumeroita, sen sijaan ettd se muuttaisi itse kort-
teja. Tama helpottaa matemaattista tarkastelua, kun voidaan aina rajoittua johon-
kin standardiin lukujoukkoon ja sen bijektioihin tarvitsematta maaritelld erikseen
korttien tai muiden esineiden joukkoja.

2.2 Permutaatioilla laskeminen

Permutaatiot ovat kuvauksia, joten niiden laskutoimitukseksi on luontevaa valita
kuvausten yhdistdminen. Kahden permutaation tulo on siis 07 = oo, ja tuloksena
on kuvaus, jossa suoritetaan ensin otkeanpuoleinen permutaatio 7, sitten vasem-
manpuoleinen permutaatio o. Laskutoimituksen neutraalialkioksi tulee identtinen
kuvaus id, joka ei muuta alkioiden jirjestystd mitenkddn. Toisaalta permutaation
o kiinteisalkioksi tulee kiinteiskuvaus o !, joka vaihtaa alkioiden jirjestyksen ta-
kaisin siksi, mika se olisi ollut ennen permutaation o soveltamista. Kéanteisfunktio
on aina olemassa, koska permutaatiot ovat bijektioita.

Rajoitutaan nyt tarkastelemaan vain lukujoukkojen N, = {1,2,...,n} permu-
taatioita. Joukolla N, on yhteensd n! permutaatiota, mikd nihdaan helposti tulo-
periaatteen avulla: ensimmaiselle alkiolle voidaan valita uusi paikka n:lla tavalla,
tamén jilkeen toiselle voidaan valita uusi paikka (n — 1):114 tavalla jne.

Maiiritelma 2.1. Symmetrinen ryhmd S, on kaikkien joukon N, permutaatioi-
den muodostama ryhmé. Ryhmén laskutoimituksena on kuvausten yhdistdminen,
neutraalialkiona identtinen kuvaus id ja alkion o € S,, kidédnteisalkio on ki#nteis-

kuvaus o L.

Kuten aiemmin mainittiin, jokaisen dérellisen joukon alkiot voidaan varustaa
jarjestysnumerolla, jolloin joukon permutaatioiden voidaan ajatella olevan jonkin
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joukon N, permutaatioita. Tdméan vuoksi voidaan &darellisessd tapauksessa aina
rajoittua tutkimaan symmetristen ryhmien S,, ominaisuuksia. Téllaisten ryhmien
alkioita (mikéli n ei ole kohtuuttoman suuri) voidaan merkitd seuraavalla tavalla:

o= 1 2 3 ... n
“\o(l) o(2) o3) ... on))’
Esimerkki 2.2. Olkoon permutaatio o € Sy sellainen, ettd o(1) = 2, 0(2) = 3,
0(3) =1 ja o(4) = 4. Tétéd permutaatiota voidaan nyt merkitd seuraavasti:

(1 23 4
9=\2 31 4/

Kun tdméa permutaatio kerrotaan vasemmalta erdilld toisella permutaatiolla, tu-

loksena on
1 2 3 4 1 2 3 4 . 1 2 3 4
21 4 3 2 31 4) \1 4 2 3/)°

Toisaalta permutaation o kdédnteisalkio on
(12 3 4
7 =\31 2 4)
2.3 Rubikin ryhma

Perusasemassa olevan Rubikin kuution kukin sivu on tietyn vérinen ja jaettu yh-
deksddn ruutuun. Kun Rubikin kuution tahkoja pyo6rittda, ndiden ruutujen paikat
sekoittuvat. Jos ajatellaan jokainen ruutu keskiruutuja lukuunottamatta numeroi-
duksi tietylld jarjestysluvulla, voidaan kuutiota ajatella joukkona N,s. Jokainen
kuution siirto siis vastaa tiettyd joukon N,s permutaatiota eli symmetrisen ryh-
mén S,g alkiota. (Keskipalojen ajatellaan pysyvén aina paikoillaan.) Naita alkioita
on yhteensi 48! ~ 1,24 - 105! kappaletta. Kuitenkaan kaikkia joukon S permu-
taatioita ei voida muodostaa kuution siirroilla. Esimerkiksi punaisen ja sinisen
sivun reunassa olevaa punaisen sivun yldkulman ruutua ei voi vaihtaa sinisen si-
vun keskiruudun kanssa. Téll6in nimittdin kuutioon tulisi nurkkapala, jolla olisi
kaksi sinistd ruutua. Téllaista palaa ei alkuperiisessd kuutiossa kuitenkaan ole,
eivitki siirrot voi muuttaa palojen rakennetta. Toisaalta on paljon muitakin siir-
toja, jotka eivit ole mahdollisia. Esimerkiksi minkdan sidrmépalan kahta sivua ei
voi vaihtaa keskenéén ilman ettd muutkin ruudut vaihtuisivat. Syy tdhin ndhd&in
myOhemmin.

Rubikin kuution mahdolliset siirrot muodostavat ryhméan. Jos nimittéin teh-
déan kaksi mahdollista siirtoa perdkkéiin, tulos on edelleen mahdollinen siirto. Toi-
saalta se, ettei tee mitdén, on myos mahdollinen siirto, ja tima siirto vastaa ident-
tistd permutaatiota. Edelleen minki tahansa siirron voi peruuttaa kiantamalla



tahkoja painvastaisessa jirjestyksessi toiseen suuntaan, joten minké tahansa mah-
dollisen siirron kdanteissiirto on myos mahdollinen.

Maaritelma 2.3. Olkoon X joukko, johon kuuluvat kaikki Rubikin kuution ruu-
dut keskiruutuja lukuunottamatta. Rubikin ryhmd R on sellainen joukon X per-
mutaatioiden joukko, jonka jokainen alkio vastaa jotakin Rubikin kuution laillista
siirtoa. Rubikin ryhmé voidaan tulkita symmetrisen ryhmén Syg aliryhméksi.

Rubikin ryhmén keskeisimmét alkiot ovat niin sanotut perussiirrot, jotka vas-
taavat kunkin tahkon neljinnesympyréin suuruista pyérahdystd myotapaivaan. Nai-
td siirtoja merkitddn kirjaimilla U, D, F', B, L ja R seuraavan kuvan mukaisesti.
Kuvassa sininen sivu on ylhdilla ja keltainen sivu osoittaa katsojaan péin.

B

Kuva 3: Kuution perussiirrot ja keskitahkojen siirrot

Keskitahkojen pyoritys vastaa sité, ettd pyoritetddn molempia rinnakkaisia si-
vutahkoja vastakkaiseen suuntaan ja sitten kddnnetddn koko kuutiota takaisin-
péin. Tamén vuoksi keskitahkojen pyoritysté ei tarvitse ottaa erikseen huomioon.
Merkintojen helpottamiseksi voidaan néitd “valeperussiirtoja” kuitenkin merkita
kirjaimilla Ug, Fs ja Lg oheisen kuvan mukaisesti. Oikeastaan siis Us = UD ™!,
Fs = FB7!' ja Lg = LR™!, ja niihin on vield lisittivi koko kuution kiifintiminen.

Rubikin ryhmé on mééaritelméinsi mukaisesti perussiirtojen virittdmaé, eli jo-
kainen Rubikin ryhmén alkio voidaan muodostaa dérellisend tulona perussiirroista
tai niiden kddnteisalkioista.

Sitd ruutujen jarjestysté, johon perusjarjestyksessi oleva Rubikin kuutio joutuu
tietyn laillisen permutaation jélkeen, kutsutaan kuution tilaksi. Jokaista tilaa vas-
taa siis tietty permutaatio, ja monesti tiloja nimitetdinkin my6s permutaatioiksi.
Jos mihin tahansa tilaan sovelletaan kyseisté tilaa vastaavan permutaation kian-
teisalkiota, saadaan kuutio palautetuksi perusjirjestykseen. Ongelmana on vain
se, ettd kyseistd kiddnteisalkiota ei ole helppo palauttaa perussiirroiksi.
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Mairitelma 2.4. Olkoon kuution tilaa vastaava permutaatio o. Kyseisen tilan
ratkaiseminen tarkoittaa kiinteispermutaation o ! ilmaisemista perussiirtojen ja
niiden kidnteisalkioiden avulla.

Rubikin kuution ratkaisualgoritmi on jokin menetelm4, jolla mikd tahansa ti-
la voidaan ratkaista. Tehtdvian helpottamiseksi tutkitaan Rubikin ryhmén raken-
netta, ja sitd varten tdytyy ensin tutustua erdisiin permutaatioryhmié koskeviin
kasitteisiin.

2.4  Syklit

Maiéiritelma 2.5. Olkoon X jokin aérellinen joukko. Joukon X permutaatiota o
nimitetddn sykliksi, jos 16ytyy sellainen x € X, ettd kaikilla y € X pitee joko
y = oF(z) jollain k € N tai o(y) = y. Koska X on #irellinen, niin jollain n > 0
pétee 0™ (x) = x. Pieninté téillaista lukua n kutsutaan syklin pituudeksi. Toisaalta
syklid, jonka pituus on n, kutsutaan n-syklikss.

Kuva 4: Erés 4-sykli

Syklid, jonka pituus on n, voidaan merkiti seuraavasti:
(z o(z) o*(z) ... o" }(x)).
Jos n = 2, syklid nimitetdan vathdoksi tai transpositioksi.

Esimerkki 2.6. Permutaatio



on 4-sykli, silli 3 = 0(2), 6 = 02(2), 4 = 6°(2), 2 = 0°(2) ja toisaalta o(1) =1 ja
0(5) = 5. Voidaan merkitd o = (2364) tai yhtd hyvin esimerkiksi o = (3642) tai
o = (4236). Sen sijaan permutaatio

6

4

(12 3 4
=\1 325

ei ole sykli, koska 3 = 0(2) ja 2 = 0%(2), mutta o(4) # 4.

o Ot

Jokainen permutaatio voidaan kirjoittaa erillisten syklien tulona. Tadmé& mer-
kintatapa on yksikésitteinen lukuunottamatta sité, ettd jokainen n-sykli voidaan
kirjoittaa n:ll1a eri tavalla ja lisiksi syklit voidaan kirjoittaa tuloksi missi jarjestyk-
sessi tahansa (erilliset syklit ovat keskenéin vaihdannaisia). Sykliesitys 16ydetddn
lahtemélld jostain alkiosta z ja muodostamalla siitéd lahtevd sykli (z o(z)...). Sen
jalkeen otetaan jokin alkio y, joka ei esiinny jo muodostetussa syklissi ja muodos-
tetaan siitéd lahteva sykli (y o(y) .. .). Néiin jatketaan, kunnes uusia alkioita ei endé
16ydy.

Esimerkki 2.7. Edellisen esimerkin permutaatio 7 voidaan kirjoittaa syklien tu-
lona muodossa 7 = (1)(23)(456).

Sopimus. Yhden alkion sykleja ei tarvitse merkité sykliesitykseen. Télloin edel-
lisen esimerkin sykliesitys olisi yksinkertaisemmin kirjoitettuna 7 = (23)(456). Jos
sykliesityksessd on vain yhden alkion sykleji eli kyseessd on identtinen permutaa-
tio, niin talloin yksi 1-sykli on kuitenkin merkittava.

Huom! Jotta kuvauksen arvoa merkittiessa eivit sulut menisi sekaisin 1-syklin

kanssa, merkitdéan toisinaan selvyyden vuoksi kuvaussulkuja hakasuluilla esimer-
kiksi seuraavasti: 7(4) = (23)(456)[4] = 5.

2.5 Permutaation etumerkki

Permutaatiot voidaan jakaa ns. parillisiin ja parittomiin permutaatioihin sen mu-
kaan, koostuuvatko se parillisesta vai parittomasta méaarasta 2-sykleja eli vaihtoja.
Seuraavaksi on tarkoitus osoittaa, ettd jokainen permutaatio voidaan kirjoittaa
vaihtojen tulona ja ettd vaikka tietty permutaatio voidaan kirjoittaa tallaisena tu-
lona usealla eri tavalla, vaihtoja tulee kuitenkin joka tapauksessa joko parillinen
tal pariton maara.

Lause 2.8. Jokainen ddrellisen joukon permutaatio voidaan muodostaa 2-syklien
tulona. Toisin sanoen 2-syklit virittdvdt ryhmdan S,,.



Todistus. Lahdetdédn liikkeelle permutaation sykliesityksestda. Jos permutaatiossa
esiintyy n-sykli 7 = (z125...2,), niin korvataan tdmé vaihtojen tulolla 7/ =
(x129)(2223) « - - (Tp_12,). Helposti ndhdéén, ettd 7 = 7'. Jos nimittdin y # x4
kaikilla k&, niin 7(y) = y = 7'(y). Toisaalta 7(zy) = Tg4+1, mikili 1 < k& < n, ja
talloin
T(zx) = (2122) (2223) -+ (Tp—128) (ThTh41) -+ (Tno1Z0) [24]
= (2122) (2223)  * - (Th—17k) (ThThy1) [24]

= (2172)(2273) -+ - (Th—12k) [Th41] = Tpet1-

Edelleen 7(z,) = z1, ja

Tl(xn) = ($1$2)(~T2$3) te ($n72xn71)($nflxn)[mn]

= ($1$2)($2x3) e (xn—an—l)[xn—l]

= (z122)[22] = 1.

Kun jokainen sykliesityksen sykli korvataan edelld mainitulla tavalla, saadaan per-
mutaatio esitetyksi vaihtojen tulona. O

Olkoon ¢ € S,,. Merkitaan

A@) = [ (o) - o).

1<i<j<n

Merkitadn lisiksi A(id) = A,. Tédmén tulon avulla voidaan méaritelld ns. permu-
taation etumerkki. Osoitetaan kuitenkin sitd ennen erés tekninen aputulos.

Lemma 2.9. Kaikilla 0,7 € S, pitee A(oT) = (—=1)%-A(0), missi k on sellaisten
parien i,j € Ny lukumddrd, joilla j < i mutta 7(5) > 7(i). Erityisesti, jos o = id,
viite pitee muodossa A(T) = (=1)F - A,.

Todistus. Todistus perustuu seuraavaan havaintoon: koska 7 on bijektio, lukujen
i ja j kdydessé kertaalleen joukon N, parit lipi, myos arvot 7(i) ja 7(j) kdyvét
kertaalleen ldpi samat parit, joskin eri jarjestyksessd. Tédmén tiedon perusteella
voidaan luvuilla ¢ ja j indeksoéityja tuloja indeks6ida yhtd hyvin luvuilla 7(4) ja
7(J)-

Aina, kun 7 < j, pétee joko 7(i) < 7(j) tai 7(j) < 7(i), koska 7 on injektio.
Néin ollen tulo A(o7) voidaan aluksi jakaa kahteen osaan:

AoT) = H (o7(j) —oT(d)) = H (o7(j) — o7 (4)) - H (o7(j) —o7(3)).

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
7(1)<7(7) T(5)<7(2)
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Kéadnnetadn jalkimmadisen tulon tekijat ympari kertomalla ne luvulla —1, ja vaih-
detaan sitten samassa tulossa kertomisindeksit ¢ ja j paittéin:

H (O'T(j) — OT(i)) = H —(GT(i) - O'T(j)) = H —(O’T(j) — aT(i)).
1<i<j<n 1<i<j<n 1<j<i<n
7(5)<7(%) 7(5)<7(%) T(9)<7(4)

Jos nyt merkitddn k:lla niiden parien ¢,;7 € N, lukumaiiréa, joille j < 7, mutta
7(j) > 7(2), ndyttaéd kokonaistulo talta:

AoT) = H (o7(j) — o7(3)) - H —(o7(j) — o7(3))

1<i<j<n 1<j<i<n
7(9)<7(J) 7(1)<7(4)
=(=1F I (evG)—or(@®)- [] (o7()—or(i).
1<i<j<n 1<j<i<n
7(1)<7(J) T()<7(5)

Ensimmaisessi tulossa esiintyy nyt sellaisia tekijoité, joilla 7 < 7, toisessa sellai-
sia, joilla j < i. Muita vaihtoehtoja ei kuitenkaan ole niin kauan kuin 7(i) < 7(j).
Nain ollen tulot voidaan yhdistaa, jolloin saadaan

A(or) = (-1)F- H (o7(j) — o7(4)).

Lopulta voidaan kayttda hyviksi alussa tehtyd havaintoa. Y1la olevassa tulossa
luvut 7(7) ja 7(j) kiyvit kerran ldapi kaikki sellaiset joukon N, parit, joille pa-
tee 7(1) < 7(j). Téten tulo voidaan kirjoittaa vield kerran uudelleen korvaamalla

(i) =i ja7(j) = j"
Aor) = (=0 ] (o) = o) = (-1)*- A(0)
Naiin on viite todistettu. O

Maiaritelmé 2.10. Permutaation o € S,, etumerkk: on

sign(o) = %:).

Edellisen lemman perusteella kaikilla o € S, pétee sign(o) = +1. Permutaatiota
kutsutaan parillisekst, jos sen etumerkki on 1, ja parittomaksi, jos etumerkki on
—1.

Aputuloksen avulla voidaan helposti todistaa erds tirked etumerkin ominai-
suus.
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Lemma 2.11. Kaikilla 0,7 € S, pitee sign(oT) = sign(o) sign(7).

Todistus. Olkoon k niiden parien i,j € N, lukumééiri, joilla ¢ < j, mutta 7(j) <
7(7). Lemman 2.9 perusteella pétee

A1) = (=1)F- Ay,
joten (—1)* = sign(7). Nyt voidaan laskea samaisen lemman avulla
A(or) = (=1)* - A(0) = sign(7) - A(0).

Jakamalla tdmén yht&lon molemmat puolet luvulla A, saadaan sign(o7) = sign(7)-
sign(o), kuten haluttiin. O

Permutaation etumerkin laskeminen méiritelmin avulla on hieman tyolasta.
Seuraavan lauseen avulla etumerkki voidaan laskea helposti permutaation syklie-
sityksestd lahtien.

Lause 2.12. Olkoon o € S,. Jos sign(o) =1 eli o on parillinen, niin jokainen o:n
esitys 2-syklien tulona sisdltad parillisen madrdn tekijoitd. Jos taas sign(o) = —1,
niin tekijoitd on pariton mddrd.

Todistus. Kaytetddn jélleen lemmaa 2.9. Olkoon 7 = (kiks) € S, jokin vaihto.
Lisdksi voidaan olettaa, ettd k; < ko. Lasketaan, kuinka monella parilla ¢, 7 € N,
pétee i < j, mutta 7(i) > 7(j), eli kuinka monen parin jirjestys kiddntyy vaihdossa
toisinpain.

Olkoon siis ¢ < j. Aluksi huomataan, ettd mikali ¢ # ki ja j # ko, niin 7(3) =
i < j = 7(j). Toisaalta, mikéli i = k; ja j = ko, niin 7(i) = j > i = 7(j). Tésta
tulee siis yksi pari, jonka jirjestys kidntyy. Jiljelle jadvit tapaukset, joissa ¢ = k;
ja j # ko tai joissa i # ki ja j = ks.

Jos i = ky ja j # ko, niin 7(i) = ky ja 7(j) = j. Parien jirjestys kiddntyy siis
tasmaélleen silloin, kun j < ko. Téllaisia tapauksia on ky — k; — 1 kappaletta (ks.
oheinen kuva). Samoin, jos i # ki ja j = ko, jirjestys kidintyy tésmalleen silloin,
kun 7(i) =i > ky = 7(j). Naita tapauksia on myos ke — k; — 1 kappaletta.

1.2 3 ... k, k, .... n
L1

k, - k, - 1 kpl

Kuva 5: Vaihdon etumerkin laskeminen
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Yhteensd jirjestyksen kadntavid pareja on siis 1+2(ke—k1—1) = 2(ka— k1) +1
kappaletta. Ndin ollen lemman 2.9 mukaan

A(T) = (_1)2(k2_k1)+1 . An = _Ana

joten sign(7) = —1.

Olkoon sitten ¢ = 775 -+ T,,, missd jokainen 7; on vaihto. YIld suoritetun
laskun seké edellisen lemman perusteella

m

sign(o) = sign(ry) sign(7z) - - - sign(7,,) = (—1)
Siispd vaihtojen méérd m on pariton, jos ja vain jos sign(o) = —1. O

Korollaari 2.13. Olkoon 0 = Ty -7, € S,, missd jokainen 7, on ny-sykli.
Permutaatio o on pariton, jos ja vain jos summa (n1—1)+ (ng—1)+- -+ (nyp—1)
on pariton.

Todistus. Koska lauseen 2.8 perusteella jokainen n-sykli voidaan kirjoittaa n — 1
vaihdon tulona, permutaatio o voidaan kirjoittaa tulona, joka sisiltaa (nqy — 1) +
(ng — 1)+ - -+ (n, — 1) vaihtoa. O

Esimerkki 2.14. Permutaatio
(123 4556 9 10\ _ g
~\1 810569 47 0
voidaan kirjoittaa syklien tulona muodossa o = (2 8)(3 10 7)(4 5 6 9). Syklien

pituuden ovat 2, 3 ja 4. Koska summa (2—1)+(3—-1)+(4—-1)=142+3=6
on parillinen, niin sign(c) = 1.

W

8
2

Lopuksi voidaan vield mainita, ettd etumerkki on itse asiassa ryhmihomomor-
fismi.

Lause 2.15. Kuvaus o +— sign(o) on homomorfismi ryhmdltd (S,,o) ryhmdlle

({1: —1}, )

Todistus. Koska jokaisella o pitee sign(c) = 1 tai sign(c) = —1, niin sign on
kuvaus S, — {—1,1}. Toisaalta lemman 2.11 perusteella sign on homomorfismi.
U
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