3 Tekijaryhmat

Tekijaryhmén kisitteen avulla voidaan monimutkainen ryhmaé jakaa suuriin, hel-
pommin késiteltdviin osiin. Tdmén jilkeen voidaan erikseen tarkastella, miten las-
kutoimitus vaikuttaa niihin osiin kokonaisuutena, ja jattda hetkeksi huomiotta se,
mité itse asiassa tapahtuu kunkin téllaisen osan sisélla.

3.1 Tekijaryhman maaritelmi

Tekijaryhmén méairittelemistd varten maaritelldadn aluksi sivuluokat ja normaalit
aliryhmit.

Maaritelma 3.1. Olkoon G jokin ryhmé, jolla on aliryhma H. Kullakin alkiolla
g € G maaritelladan H:n vasen sivuluokka

gH ={gh | h e H}.
Vastaavasti voidaan madritelld oikea sivuluokka Hg = {hg | h € H}.

Sivuluokista voidaan tehda heti midritelmén perusteella muutamia havaintoja.
Ensinndkin eH = H, jos e on ryhmén G neutraalialkio. Aliryhma on siis itse yksi
sivuluokistaan. Toisaalta, koska e € H, kaikilla ¢ € G pitee ¢ = g-e € gH.
Jokainen ryhmén alkio siis kuuluu johonkin sivuluokkaan, eli sivuluokat peittdvdt
koko ryhméin G. Namé havainnot patevit yhtd hyvin vasemmille kuin oikeillekin
sivuluokille.

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan ryhméé (Z, +) ja sen aliryhmé&é
47 = {n € Z | n on jaollinen 4:114}.

Etsitdan sivuluokat havainnoimalla. Ensinnikin yksi sivuluokista on 0 + 4Z =
A7 = {...,—4,0,4,8,12,...}. (Huomaa, ettd kun ryhmén laskutoimituksena on
yhteenlasku, sivuluokkamerkinnéssikin on kertomerkin sijaan +-merkki.)

Muut sivuluokat saadaan lisdamallé eri lukuja aliryhmén 47 alkioihin:
1+4Z={...,-3,1,5,9,13,...}
24472 ={...,-2,2,6,10,14,...}
3+47=1{...,-1,3,7,11,15,...}
4+4Z=1{...,0,4,8,12,16,...}
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Huomataan, ettd 4 4+ 47 on sama joukko kuin 47 ja etti sivuluokkia ei enda tulee
lisdé, vaikka kokeiltaisiin uusilla luvuilla: esimerkiksi 13 + Z on sama joukko kuin
1+ Z. Jokainen kokonaisluku néyttda nyt kuuluvan johonkin neljésta sivuluokasta
A7, 1+ 47, 2+ 47 ja 3+ 47, ja jokainen ndistd sivuluokista sisiltidd eri lukuja kuin
toiset.

Edellisessé esimerkissd huomattiin, etta eri sivuluokat eivit sisidltdneet samoja
alkioita. Tamé on itse asiassa yleinen sddnto, joka voidaan osoittaa esimerkiksi
seuraavasti: oletetaan, ettd x € g1 H N goH eli ettd x = ¢g1hy ja x = gohs joillain
hi,hy € H. T3lloin g, = xh; ', ja kaikilla b’ € H pitee

glhl = .Z'h;lhl = g9 hghflhl € ggH,

€EH

joten gtH C goH. Samalla tavoin ndhddin myos, ettd goH C g H. Siispi aina
patee joko g1 H = go.H tai g1 H N goH = ().

Jonkin aliryhmén vasemmat tai oikeat sivuluokat muodostavat siis koko ryh-
mén osituksen (ks. kuva 6). Tarkoituksena olisi nyt unohtaa sivuluokkien varsinai-
nen sisilté ja tutkia sitd, miten laskutoimitus kohtelee niitéd sivuluokkina koko-
naisuutena. Olisi siis tarkoitus laskea kokonaisten sivuluokkien tuloja g1H - goH.
Téllainen tulo on joukko, joka sisdltda kaikki sellaiset alkiot gihigohs, joille pitee
hi,hy € H. Kyseessd on sama joukko kuin g, - (Hg) - H, eli H:n oikean sivuluo-
kan H g, alkiot kerrottuina vasemmalta alkiolla g; ja oikealta kaikilla aliryhmén H
alkioilla.

G

Kuva 6: Aliryhmén H sivuluokat

Ongelmana on nyt se, ettd joukko g, H - go H ei valttamatta ole itse sivuluokka.
Tallaisessa tapauksessa ei kokonaisiin sivuluokkiin rajoittumisesta olisi paljon iloa,
kun sivuluokkien joukko ei olisi suljettu niiden laskutoimituksen suhteen. Ongelma
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kuitenkin ratkeaa, mikili H:n vasemmat ja oikeat sivuluokat ovat samoja. T&lloin
nimittdin pitee

g H-gH =g -(Hg) -H=g1-(9:H) -H=(9192)H - H = (9:92)H,
ja ndin ollen osien g1 H ja goH tuloksi tulee yksinkertaisesti osa (g1g2)H.

Maiiritelma 3.3. Ryhméan G aliryhmad H kutsutaan normaaliksi aliryhmdksi,
mikili H:n vasemman- ja oikeanpuoleiset sivuluokat ovat samat eli kaikilla ¢ € G
piatee gH = Hg. Jos H on G:n normaali aliryhmai, merkitdin H < G.

Huom. Jos ryhmé on vaihdannainen, sen jokainen aliryhmé on normaali, sill&
on aivan sama, kertooko g aliryhmin alkioita vasemmalta vai oikealta puolelta.

Seuraava lause antaa helposti tarkistettavan kriteerin sille, onko jokin aliryhmé&
normaali vai ei.

Lause 3.4. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmda. Aliryhmd H on normaali tds-
milleen silloin, kun kaikilla g € G pitee gHg™' C H eli

ghg 't € H jokaisella h € H.

Todistus. Ryhmé on normaali, jos kaikilla g € G pitee gH = Hg. Kun yhtilon mo-
lemmilla puolilla olevien joukkojen alkiot kerrotaan oikealta g:n kidnteisalkiolla,
saadaan joukkoyhtilo H = gHg . Tami yhtild pitee siis kaikilla ¢ € G tismail-
leen silloin, kun H on normaali. Téstd ndhdain heti, ettd jos H on normaali, niin
myos gHg~' C H pitee kaikilla g € G.

Oletetaan sitten, ettdi g ' Hg C H pitee kaikilla g € G. Olkoot h € H jag € G.
Nyt myds g~! € G, joten oletuksen mukaan g~ 'h(¢g~"')~" = g7'hg € H. Edelleen

h=gg 'hgg™' € gHg™,
H
€

misti seuraa, ettd H C gHg~!. Niin ollen H = gHg~! kaikilla ¢ € G, ja H on
normaali. m

Esimerkki 3.5. Ryhméa S3 koostuu kuudesta alkiosta: (12), (23), (13), (123),
(132) ja id. Tarkistetaan, onko aliryhma H = ((123)) = {id, (123), (132)} normaali.
Lasketaan sitéi varten muotoa ghg ' olevat tulot, missi h € H. Niissi tapauksissa,
joissa g € H tai h = id, tulo kuuluu selvisti aliryhméaan H. Toisaalta silloin, kun
g € H, alkio g on vaihto, joten ¢! = ¢. Laskettavat tulot ovat siis itse asiassa
muotoa ghg. Saadaan

(12)(123)(12) = (132), (12)(132)(12) = (123)
(23)(123)(23) = (132), (23)(132)(23) = (123)
(13)(123)(13) = (132), (13)(132)(13) = (123).
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Koska jokainen tulo ghg ! kuuluu aliryhmiin H, kyseinen aliryhmi on normaali.

Olkoon nyt H' = ((12)) = {id, (12)}. Tamé& aliryhmi ei ole normaali, silld
esimerkiksi
(123)(12)(123) 7' = (123)(12)(321) = (23) € H'.

Maaritelma 3.6. Olkoon H < G. Ryhmii, jonka alkioita ovat sivuluokat gH,
missd ¢ € G, kutsutaan tekijiryhmdksi. Tekijairyhm#d merkitddn G/H, ja sen
laskutoimitus noudattaa saant6d g1 H - goH = (g192)H. Tekijaryhmén alkioita
voidaan merkitd my6s gH = [g], jolloin laskusdinndksi tulee [g1](g2] = [9192]-

Esimerkki 3.7. Koska ryhmé (Z, +) on vaihdannainen, sen kaikki aliryhmét ovat
normaaleja. Tutkitaan tekijairyhmaé Z, = Z/47Z. Tamén tekijaryhmén alkiot ovat
alemmassa esimerkissd méadritetyt nelja sivuluokkaa Z = [0], 1 +Z = [1], 2 +
Z = [2] ja 3+ Z = [3]. Kyseessi on siis direllinen 4 alkion ryhmé&. Tekijaryhmén
laskutoimituksen mééritelmén mukaan esimerkiksi [1] + [2] = [1 + 2] = [3] ja
3] + [4] = [7] = [3], missd viimeinen yhtdsuuruus tulee siitd, ettd sivuluokat
7+ Z ja 3 + 7Z ovat sama joukko. Laskemalla kaikki mahdolliset summat voidaan
muodostaa tekijiryhmén laskutoimitustaulu:

+[[0] 1] [2] [3]
0} fo] 1] 2] [3]
[ 21 81 [of .
211121 3] [0] (1]
BB [0 1] [2]

3.2 Rubikin ryhmi jako paikkojen ja asentojen mukaan

Tarkastellaan sellaista Rubikin ryhmén osajoukkoa R,, jonka permutaatiot pitivit
kuution jokaisen palan paikallaan, vaikka voivatkin muuttaa niiden asentoa.

Lause 3.8. Osajoukko R, on Rubikin ryhmdn normaali aliryhmd.

Todistus. Helposti ndhdaédn, ettd R, on Rubikin ryhmén aliryhmé&. Jos nimittdin
permutaatiot o ja 7 pitdvat kaikki kuution palat paikoillaan, my6s niiden yhdis-
telmé o7 pitdd palat paikoillaan. Toisaalta identtinen permutaatio pitdd palat
paikoillaan, ja jos o ei liikuta paloja, ei mydskiin kidnteiskuvaus o ! liikuta niita.

Osoitetaan sitten, ettd aliryhmé R, on normaali kiiyttdméalld aiemmin todistet-
tua kriteeris 3.4. Olkoot 7 € R, ja o € R. Tarkastellaan yhdistelm#i o7o ! siltd
kannalta, liikuttaako se paloja vai ei.

Jos o siirtiii jonkin palan paikasta A paikkaan B, niin 0! siirtii kyseisen palan
takaisin paikasta B paikkaan A. Koska 7 puolestaan pitdd tuon palan paikallaan
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kohdassa A, ei yhdistelm4 liikuta lainkaan kyseistd palaa (ks. oheinen kuva). Sama
padttely voidaan tehda jokaisen palan kohdalla, joten yhdistelmé ei liikuta paloja.
Niin ollen 070! € R,, ja R, on normaali. O

(o

Kuva 7: Yhdistelmi oro~! ei siirrd paloja

Kutsutaan aliryhmad R, Rubikin asentoryhmdksi. Koska asentoryhmé on nor-
maali, voidaan méaéaritelld tekijiryhmd R, = R/R,. Tata tekijaryhm&é kutsutaan
puolestaan Rubikin paikkaryhmdksi. Tekijiryhmén alkiot ovat sivuluokkia [o]. Ai-
na kun [o1] = [09], tdytyy péted o1 = 09 o T jollain 7 € R,. Tdm4 tarkoittaa siti,
ettd saman sivuluokan alkiot eroavat toisistaan vain jonkin sellaisen siirron verran,
joka ei muuta palojen paikkoja. Tekijaryhma voidaan ndhda permutaatioryhméné,
jonka alkiot permutoivat kuution paloja niiden asennoista valittaméatta.

Ylla kuvatun jaon merkitys on siiné, ettd sen avulla voidaan hetkeksi unohtaa,
missd asennoissa kuution palat ovat, ja keskittyd palojen liikuttamiseen. Kuution
ratkaisemiseksi olisi annetusta asemasta o lahtien l6ydettava perussiirtojen ketju,
joka palauttaisi kuution perusasemaan id. Edetdan ratkaisussa nyt niin, etté yrite-
tadn ensin palauttaa paikkaryhmdssdi asema o] asemaksi [id]. Koska [id] = R, niin
tiassd asemassa kaikki palat ovat jo oikeilla paikoillaan, mutta ne voivat olla viela
vaarissi asennoissa. Tamaén jilkeen katsotaan tarkemmin, mihin asemaan 7 aliryh-
miéssi R, ollaan paddytty, ja yritetdan palauttaa tAmé asema vield perusasemaksi
id. Namé vaiheet ndkyvit kuvassa 8.

3.3 Algoritmi 1: nurkkapalojen 3-sykli
Kuten ylld todettiin, paikkaryhméda R, voidaan ajatella kuution palojen permu-
taatioryhméné. Kukin sivuluokka [o] vastaa sitd palojen permutaatiota, jonka o

aiheuttaa. Jos kaksi permutaatiota siirtdvit paloja samalla tavalla, ne kuuluvat
samaan sivuluokkaan.
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R,=R/R,

Kuva &8: Ratkaisun vaiheet

Seuraavaksi kuvattava algoritmi tuottaa 3-syklin palojen paikkoja permutoivas-
sa ryhméssd R,. Jos kuutio asetetaan siten, ettd keltainen sivu on katsojaan pdin
ja sininen sivu ylospéin, ja keltaisen sivun palat numeroidaan vasemmalta oikeal-
le ja ylhaalta alas keskipalaa lukuunottamatta numeroilla {1,..., 8}, niin saatava
3-sykli on (316). Se koostuu kahdenlaisista siirroista: ensimmaéinen on perussiirto
o = U ja toinen kolmen perussiirron yhdistelmid 7 = RD~'R~!. Niisti kootaan
lopuksi yhdistelms o707 . Kokonaisuudessa siirtosarja on siis seuraavanlainen:

(316) = URD'R'U'RDR™.

Tamai siirtosarja, kuten kaikki permutaatioiden yhdistelmét, suoritetaan oikealta
vasemmalle.

Kuvassa 9 esitetdén koko siirtosarja vaihe kerrallaan. Huomaa erityisesti, miten
yhdistelmét o7 ja o7 ! kiisitteleviit 3-sykliin kuulumattomia paloja. Nim4 palat
siirtyvit ensin permutaatiossa o 7! jonnekin, misti ne sitten palaavat takaisin
permutaatiossa o7. Néiden palojen osalta siis ndyttéisi silté, ettd kyseiset permu-
taatiot olisivat toistensa kiifinteissiirtoja, vaikka tosiasiassa o~ 'r77! = (r0)7! #
(o7)~!. Permutaatioiden 7o ja o7 (tai niiden kifinteisalkioiden) ero tulee nikyviin
vain 3-sykliin osallistuvissa paloissa. Téstd puhutaan lisi&d myohemmin.

Huomaa myés, etti permutaatio 7 eroaa permutaatiosta 7! vain siini, etti

jalkimmiisessd on perussiirto D, edellisessi D~!. Samaten koko 3-syklin kiiintei-
salkio on

(oro Y =(r"H oY) et = ror o™
Kaanteisalkiossa tehdéén siis edelleen ensin kiddnteispermutaatiot; eroa alkuperii-
seen 3-sykliin on siis vain siiné, ettd o-permutaatiot tehddin ennen 7-permutaati-
oita.
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Kuva 9: Nurkkapalojen 3-sykli
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