Jotta kaikki nurkkapalat saataisiin paikoilleen tunnettua 3-syklid ja sen kon-
jugaatteja soveltamalla, tdytyisi kahden ehdon tdyttya: ensinndkin nurkkapalojen
permutaation pitdisi aina olla parillinen. Toiseksi kaikkien konjugointiin tarvitta-
vien permutaatioiden pitéisi olla laillisia siirtoja.

Ensimmaéinen ehto ei kuitenkaan pade, koska miké tahansa perussiirto on nurk-
kapalojen kannalta 4-sykli, joka ei ole parillinen. Toisaalta, jos nurkkapalat ovat
asennossa, joka vastaa paritonta permutaatiota, tekemélld mikd tahansa perussiir-
to (missé tahansa vaiheessa) saa tilanteen jilleen vastaamaan parillista permutaa-
tiota. Talloin se on periaatteessa mahdollista ratkaista 3-syklien avulla.

Kaydaan nyt lapi kaikki mahdolliset kolmen nurkkapalan kombinaatiot ja osoi-
tetaan, ettd jokaista néistd kohti 10ytyy permutaatio o, joka vie opittuun 3-sykliin
7 osallistuvat palat noiden kolmen nurkkapalan paikalle. Tall6in voidaan mika ta-
hansa 3-sykli suorittaa konjugaattina 7.

Lasketaan ensin, kuinka monta erilaista kolmen nurkkapalan kombinaatiota
kuutiosta yhteensd 16ytyy. Koska nurkkapaloja on yhteensd kahdeksan, lukumaéra
on () = 56. Namé kombinaatiot jakautuvat kolmeen joukkoon A, B ja C, jotka
nakyvit kuvassa 14. Jokaisen joukon sisdlld kombinaatiot saadaan toisistaan koko
kuutiota kiertdmaélla.

A B C

Kuva 14: Kolmen nurkkapalan kombinaatiot

Lasketaan nyt kussakin joukossa A, B ja C olevien kombinaatioiden lukumaéra,
jotta varmistutaan siitd, ettd ndmaé joukot todella sisiltavit kaikki mahdolliset
kombinaatiot.

A: Tamé on ainoa joukko, jossa kaikki nurkkapalat ovat samalla sivulla. Sivu-
vaihtoehtoja on kuusi, ja jokaisella sivulla kirjaimella N merkitty pala voi olla
neljissa eri nurkassa. Nidin saadaan yhteensd 6 - 4 = 24 eri kombinaatiota.

B: Kirjaimilla S merkityt palat ovat samalla sirmélla. Téma sirmé voidaan va-
lita 12 eri sdrmén joukosta. Kolmanneksi palaksi voidaan sitten valita jom-
pi kumpi vastakkaisen sirmén nurkkapaloista. (Ndmé kombinaatiot saadaan
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toisistaan kiertamélld kuutio ylosalaisin.) Yhteensd saadaan siis 24 kombi-
naatiota.

C: Namai kombinaatiot koostuvat kirjaimella K merkityn nurkkapalan viereisten
nurkkien paloista. Nurkan K valinta méariaa koko kombinaation téysin, ja se
voidaan valita vapaasti kaikkien kahdeksan nurkan joukosta. Kombinaatioita
on siis 8.

Yhteensa edelld laskettuja kombinaatioita on juuri 24 + 24 + 8 = 56, joten
kaikki kombinaatiot kuuluvat johonkin luetelluista joukoista.

Oletetaan, ettd jokin asema saadaan toisesta kiertdmailld kuutiota neljinnes-
kierros jonkin keskiakselinsa ympari. Nurkkapalojen kannalta sama tulos saadaan,
jos pidetadn keskitahko paikallaan ja kierretdin vain sivutahkoja. Talloin keskipa-
lat eivit liiku, joten kuution sivut sdilyvit samassa asennossa. Jos siis ajatellaan
kuvassa 14 keltaisen sivun olevan katsojaan péin ja sinisen yléspéin, voidaan mika
tahansa kombinaatio palauttaa kuvan kaltaiseen asemaan vain sivutahkoja liikut-
tamalla.

Lause 4.10. Mikd tahansa ryhmdn R, 3-sykli, joka litkuttaa vain nurkkapaloja,
on mahdollinen siirto.

Todistus. Merkitddn luvussa 3.3 opittua nurkkapalojen 3-syklid kirjaimella 7. Va-
litaan jokin kuution palojen numerointi, jossa 7 = (123). Osoitetaan, ettd mité
tahansa kolmea nurkkapalaa a, b ja c kohti voidaan 16ytdé siirto o € R,, jolle
0{1,2,3} = {a,b,c}. Télloin pitee joko °7 = (abc) tai °7 = (acb). Koska joka
tapauksessa (abc)? = (acb), niin kumpikin 3-sykli voidaan muodostaa.

Olkoot siis a, b ja ¢ jotkin kolme nurkkapalaa. Etsitdan konjugoivan siirron o
sijasta sen kidnteissiirto 1. Tamin muodostaminen koostuu seuraavista vaiheis-
ta:

1. Saatetaan sivutahkoja kiertdmalla kuutio johonkin kuvan 14 kolmesta ase-
masta, joista jokaisessa keltainen sivu osoittaa katsojaan péin ja sininen ylos-
pain.

2A. Jos paddyttiin asemaan A, siirto o~! on valmis.

2B. Jos pidadyttiin asemaan B, kierretddn oikeaa tahkoa neljanneskierros vasta-
péivain siirrolla R1.

2C. Jos paadyttiin asemaan C, kierretddn ensin alatahkoa vastapiividn, sitten
oikeaa tahkoa vastapiiviiiin, eli suoritetaan siirto R~1DL.
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Kaikissa tapauksissa saadaan konjugoiva siirto o, joka siirtdi nurkat a, b ja c

nurkiksi 1, 2 ja 3. Tadmén kiédnteissiirto on etsitty o. O

Huom. Kuutiota ratkaistaessa ei tarvitse suorittaa edellisessd todistuksessa
mainittua vaihetta 1 vaan riitta, ettd kiantaa kuution ympéri ja nimedé uudelleen
perussiirrot niin, ettd edessd olevan uuden tahkon kierto on F', yldtahkon kierto
U jne. Mytskian vaiheiden 2A, 2B ja 2C konjugointeja ei tarvitse muistaa ulkoa
vaan niiden sijaan voi keksid kuhunkin tilanteeseen sopivan konjugointisiirron.

4.4 Ryhman keskus

Usein on hyodyllistd tarkastella niiden alkioiden joukkoa, joilla konjugoiminen ei
vaikuta muihin alkioihin.

Maiédritelmé 4.11. Olkoon G ryhmé ja olkoon z € G. Alkion z keskittdji on
joukko

Co(z) ={9€G|gzg ' =2} ={g€G|gz=ug}.

Ryhmén G keskus on niiden alkioiden joukko, jotka eivit konjugoitaessa liikuta
mitadn alkioita:

(G={9€G|gx=uzgkaikilaz € G} = ﬂ Cg(x).

T€G

Voidaan my0s sanoa, ettd keskus on niiden alkioiden joukko, jotka kommutoivat
kaikkien alkioiden kanssa.

On helppo ndhdé, ettd sekd keskus ettd jokainen keskittidja ovat koko ryhmén
aliryhmié. Keskus on liséksi vaihdannainen ja normaali.

Vaikka keskittdjin maéritelmé on annettu siind muodossa, ettd sen alkioilla
konjugoiminen ei vaikuta alkioon z, voidaan sama ajatella myos niin, ettd z:11a
konjugoiminen ei vaikuta keskittdjan alkioihin. Jos nimittdin 9 = z, niin myos
T

1 1

_ _ -1 _ _
*g= (99 V(xgz ™) =g-9 z-z7 =gza" =g

Samaten keskus voidaan mééritelld niiden alkioiden joukkona, joihin mikéin kon-
jugointi ei vaikuta. Téstéd seuraa tietysti suoraan keskuksen normaalisuus.

Tarkastellaan seuraavaksi hieman keskittajaaliryhmien Cg(z) sivuluokkia. Kes-
kittdjian alkioilla konjugoitaessa x pysyy paikallaan, joten voisi olettaa, etté kaikki
samaan sivuluokkaan kuuluvat alkiot tuottavat konjugoitaessa x:std saman konju-
gaatin. Tastd havainnosta saadaan seuraava lause.
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Lause 4.12. Olkoon G ddrellinen ryhmd ja olkoon x € G. Keskittijin Cg(z)
sivuluokkien lukumddrd |G : Cq(z)] on sama kuin alkion x konjugaattiluokan koko.

Todistus. Osoitetaan edelld mainittu seikka, eli ettd kaksi alkion x konjugaattia
ovat samat jos ja vain jos niitd konjugoivat alkiot kuuluvat samaan keskittdjén si-
vuluokkaan. Tall6in konjugaatteja taytyy olla yhté paljon kuin sivuluokkia. Olkoot
siis g1, g2 € G. Talloin

—1 -1
g =9y &= % (glx) — 92 (92$)
<:> (gz_lgl)x — (92_192)x =

< g,'q1 € Cg(x).

Saatiin siis, ettfi kaksi konjugaattia ovat samat jos ja vain jos alkio g;*¢g; kuuluu
keskittdjadn. Talloin kuitenkin g; ja go kuuluvat samaan sivuluokkaan, joten viite
on todistettu. O

Oheisessa kuvassa on havainnollistettu keskittidjdaliryhmén ja konjugaattiluo-
kan suhdetta. Alkion z konjugaattiluokka on neljin alkion joukko {z,y,z, w}.
Saman alkion keskittdjilld puolestaan on nelji sivuluokkaa Cg(z), g1 - Ca(z),
92 - Cg(x) ja g3 - Cg(x). Kustakin eri sivuluokasta otettu alkio tuottaa eri kon-
jugaatin, esimerkiksi 9"z = y, toisaalta saman sivuluokan alkiot tuottavat aina
saman konjugaatin. Huomaa, ettd konjugaatin sijaintia ryhméssi ei tunneta; ei
esimerkiksi pade vilttimattd y € g, - Cg(x).

Kuva 15: Keskittdjén sivuluokat ja konjugaatit

Esimerkki 4.13. Tarkastellaan permutaation 7 = (123) keskittajad ryhméssa Ss.
Koska permutaatiolla o konjugoiminen tuottaa 7:sta syklin (o(1) o(2) o(3)), taytyy
tutkia, missa tapauksissa tdmé tulossykli on sama permutaatio kuin 7. Permutaa-
tio 7 voidaan kirjoittaa kolmella eri tavalla: (123), (231) tai (312). N&ité vastaavat
konjugoivat permutaatiot id, (123) ja (132). Muut ryhmén S3 permutaatiot eivét
pidii konjugoinnissa 7:ta paikallaan; esimerkiksi '?(123) = (213) # (123).
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Syklin 7 keskittdja on siis Cg(7) = {id, (123), (132)}. Sen indeksi on
[93 : Ca(7)] = |93]/|Ca(T)| = 6/3 = 2,

joten silld on itsensé lisdksi vain yksi sivuluokka. Tamé on 2-syklien muodostama
joukko (12) o7 = {(12), (23), (13)}.

Edelld todistetun lauseen mukaan jokaista keskittdjan Cg(7) sivuluokkaa vas-
taa jokin 7:n konjugaatti. Koska symmetrisessé ryhmaissa konjugaattiluokat maa-
raytyvat syklityypin mukaan, on 7:n konjugaattiluokka kahden 3-syklin joukko
{(123), (132)}. Keskittaja vastaa itse tietysti 3-syklid 7 = (123). Toinen sivuluok-
ka vastaa t&ll6in 3-syklid (132), ja konjugoimalla permutaatiota 7 tuon sivuluokan
alkioilla saadaankin seuraavat tulokset:

(12)(123) = (213) = (132),
23)(123) = (132)
ja ¥(123) = (321) = (132).

N&ahdaan siis, etta sivuluokan alkiot tuottavat kaikki saman 3-syklin.

Todistetun lauseen seurauksena saadaan nk. luokkayhtdilé. Numeroidaan dérel-
lisen ryhmén G konjugaattiluokat A;, As, ..., A, ja valitaan jokaisesta luokasta
edustaja z; € A;. Koska konjugaattiluokan A; koko on edellisen lauseen mukaan
[G : Cg(x;)] ja konjugaattiluokat muodostavat toisaalta koko ryhmén osituksen,
pitee yhtilo

G| =[G : Ca(x)].

Koska (G < Cg(z;) kaikilla 4, luku |(G| jakaa jokaisen luvun |Cg(x;)| Lagrangen
lauseen mukaisesti. Loytyy siis luvut k; € Z, joille |Cg(x;)| = k; - |(G| kaikilla i.
Nyt kaikilla ¢ pitee

G| ki |G|

&= CCI= 1661 = (Catan)]

ki - [G : Cg(x;)].

Siispé jokainen luku [G : Cg(x;)] jakaa keskuksen indeksin [G : (G]. Liséksi z; €
(G jos ja vain jos G = Cg(z;), jolloin [G : Cg(z;)] = 1. Keskukseen kuuluvat siis
tdsmaélleen ne alkiot, joilla indeksi [G : Cg(z;)] on 1.

Esitetdén luvun lopuksi erds luokkayhtédlon sovellus.

Lemma 4.14. Jos ryhmdin G koko on p™, missd p on alkuluku ja m nollaa suu-
rempt kokonaisluku, nitn G:lld on epdtriviaali keskus.
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Todistus. Olkoon ryhmén G konjugaattiluokkien méiré r. Valitaan jokaisesta kon-
jugaattiluokasta edustaja x; ja merkitdén n;, = [G : Cg(z;)] kaikilla i. Luokkayh-

talon mukaan .
m=Yn
i=1

Lagrangen lauseen perusteella jokainen indeksi n; jakaa koko ryhmén koon p™.
Koska p on alkuluku, tiytyy jokaisen luvun n; olla muotoa p* jollain k; € N. Jos
nyt keskus olisi triviaali, niin 16ytyisi vain yksi indeksi 7, jolla k; = 1. Voidaan
olettaa, ettd kyseinen indeksi on m. Saadaan yhtilo

pm =p- (pk:l—l +pk2—1 4. _}_kafl—l) + 1.

Kyseisen yhtdlon vasen puoli on jaollinen p:114 mutta oikea puoli ei. Keskus ei siis
voi olla triviaali. O

Lause 4.15. Jos G on ryhmd ja |G| = p?, missi p on alkuluku, G on vaihdannai-
nen.

Todistus. Olkoon p alkuluku ja olkoon |G| = p?. Koska G:n keskus on G:n aliryh-
mi, niin Lagrangen lauseen mukaan |(G| € {1, p, p?}. Edellisen lemman mukaan
|CG| # 1. Téten keskuksen indeksi eli tekijairyhmén G/(G koko on joko 1 tai p.
Kummassakin tapauksessa tekijiryhmé on syklinen. Tasta seuraa (todistus har-
joitustehtivini), ettd G on vaihdannainen. O

5 Tuloryhmat

Jotkin ryhmét voidaan jakaa toisistaan riippumattomiin osiin niin, ettid jokainen
ryhmén alkio saadaan tulona eri osista valituista alkioista. Tall6in ryhméa voidaan
késitelld osiensa tulona eli tuloryhména.

5.1 Suorat tulot

Tarkastellaan aluksi permutaatioryhmiin liittyvad esimerkkia.

Esimerkki 5.1. Symmetrisestd ryhmésta S, 10ytyy muun muassa syklien viritta-
mat aliryhmaét

H = ((1234)) = {id, (1234), (13)(24), (1432)}
ja K ={((123)) = {id, (123), (132)}.
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Naiden aliryhmien alkioista voidaan muodostaa tulojoukko H K, johon kuuluvat
kaikki muotoa hk olevat alkiot, missd h € H ja k € K. Laskemalla kukin niista
12 tulosta ndhdain, etta
HK ={id, (1234), (13)(24), (1423),
(123), (1324), (142), (34),
(132), (14), (234), (1243) }.

Saatu tulojoukko ei kuitenkaan ole ryhmén Sy aliryhmé, koska esimerkiksi (1324) €
HK, mutta (1324)* = (12)(34) ¢ HK.

Etsitddn nyt jokin ehto, jolla aliryhmien tulosta HK tulisi ryhmé. Kahden
tulojoukosta valitun alkion h1kq ja hoks tulo on hikihoks, joka ei valttadméatta kuulu
joukkoon HK. Jos kuitenkin vaaditaan, ettd aliryhmien H ja K alkiot olisivat
keskenddn vathdannaisia, patee edelld mainitussa tulossa

hi kihgy ke = hihokiko,
ihd

ja oikeanpuoleinen tulo kuuluu nyt joukkoon H K. My0s minki tahansa alkion
hk € HK kiainteisalkio kuuluu joukkoon HK, silld h=' € H, k~! € K ja niin
ollen (hk)™' =k='h™' = h='k~! € HK. Joukosta HK tulee tilléin aliryhmé, silli
my6s neutraalialkiolle pitee e = e x e € HK.

Maaritelma 5.2. Olkoot H ja K ryhmin G aliryhmié. Joukkoa H K kutsutaan
aliryhmien H ja K sisdiseksi suoraksi tuloksi, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

1) hk = kh kaikilla h € H jak € K
2) HN K = {e}, missi e on ryhmén G neutraalialkio.

Sisdista suoraa tuloa merkitdin HK = H x K tai toisinaan (sisiisyyttd korostaen)
my6s (H x K)s. Jos ryhméssd G on laskutoimituksena yhteenlasku, tuloa kutsutaan
sisdisekst suoraksi summaksi ja merkitdin H @ K.

Edelld havaittiin, ettd kahden aliryhmén sisdinen suora tulo H x K on itsekin
aliryhma.

Esimerkki 5.3. Tarkastellaan symmetrisen ryhmén S5 aliryhmia
H ={id, (123),(132)} ja K ={id, (45)}.

Koska erilliset syklit kommutoivat keskendin, patee hk = kh kaikille h € H ja
k € K. Lisiksi H N K = {id}, joten joukko

HK = {id, (123), (132), (45), (123)(45), (132)(45) }
on aliryhmien H ja K suora tulo eli HK = H x K. Lisdksi H x K < S5.
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Esimerkki 5.4. Tarkastellaan yhteenlaskuryhméd Z.5 = {[0],[1],[2],---,[14]},
misséd [n] = [m] aina kun m — n on jaollinen 15:114. Talld ryhmélld on aliryhmét
H = ([5]) = {[0], [5], [10]} ja K = ([3]) = {[0],[3],[6], 9], [12]}. Koska ryhmé Zi;
on vaihdannainen ja H N K = {[0]}, voidaan muodostaa aliryhmien H ja K suora
summa H & K. Lasketaan summa-alkiot oheiseen taulukkoon. (Jitetddn taulukon
alkioista hakasulut selvyyden vuoksi merkitsemétt.)

HeK |0 [5 [0
0 |0 5 10
B |3 8 13
6] |6 11 1
o] |9 14 4
12] |12 2 7

Taulukosta huomataan, ettd H & K = Z.5. Lisdksi kukin ryhmén Z,5 alkio
esiintyy taulukossa tdsmaélleen kerran.

Todistetaan seuraavassa lemmassa kaksi hyddyllistd ehtoa, jotka patevit kai-
kille ryhmille, jotka voidaan esittdd aliryhmiensi suorana summana.

Lemma 5.5. Oletetaan, ettd H ja K ovat ryhmdn G aliryhmid ja ettd G = H X K.
Tdlloin seuraavat ehdot pdtevdt:

1) H ja K ovat G:n normaaleja aliryhmid

2) jokaisella alkiolla g € G on yksikdsitteinen esitys g = hk, missé h € H ja
keK.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd ehto 1) patee. Olkoot sita varten ' € H, k' € K
ja g € G. Osoitetaan, ettd konjugaatit A’ ja 9k’ kuuluvat edelleen aliryhmiin H
ja K. Koska G = H x K, voidaan kirjoittaa ¢ = hk joillain h € H ja k € K. Nyt
patee kh' = h'k, joten

gh'gt = h(kh" )k 'h™t = h(h'k)k *h ' = hh'h ! € H.
Toisaalta myos h(kk'k™') = (kk'k~')h, joten
gk'g™' = h(kk'k " )h ! = (kK'k"")hh T = kK'k T € K.

Siispd ‘A’ € H ja 'k’ € K, joten aliryhmét H ja K ovat normaaleja.
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Todistetaan sitten ehto 2). Oletetaan, ettd alkiolla ¢ € G on esitykset tuloina
h1kq ja hoko, missi hq, hy € H ja kq, ke € K. Siispa hi1k, = hok,, josta saadaan

h;lhl == kgkfl.

Y114 olevan yhtdlon vasemman puolen alkio kuuluu joukkoon H ja oikean puolen
alkio joukkoon K, joten molemmat alkiot kuuluvat itse asiassa leikkausjoukkoon
H N K. Toisaalta suoran tulon midritelmén mukaan H N K = {e}, missd e on
ryhmén G neutraalialkio. Niin ollen h; 'hi =eja koki ! = ¢, mistd nihd&in, etti
hy = hs ja ki = ko. Nahtiin, ettd alkion g esitys on yksikésitteinen. O

Huomautus 5.6. Aliryhmien sisdinen suora tulo voidaan mééiritelld myos usem-
malle kuin kahdelle aliryhmélle. Maaritelmé on aivan samanlainen kuin kahden
aliryhmén tapauksessa, ja ehdoiksi tulee

1) hihj = h;h; aina, kun i # ¢ ja alkiot h; ja h; kuuluvat aliryhmiin H; ja H,

2) H;N H; = {e} kaikilla aliryhmilld H; ja H;, kun i # j.

Suoraa tuloa voidaan t&lléin merkitd H; x H, x --- x H, tai tulomerkinn&l-
14 T, H;. Médritelmé toimii myGs ddrettomén monen aliryhmén tapauksessa.
T&ll6in kuitenkin kaikilla suoran tulon [[2, H, alkioilla on ddrelliset esitykset
hi hiy - - by, missd h;, € H;, kaikilla k. Airetonts tuloa ei nimittiin voida ryh-
méssi yleensd maaritella.

Sisdinen suora tulo méaéritelldén jonkin ryhmén G sisdltdmien aliryhmien vilil-
l14. Koska kuitenkin osoittautuu, ettd ndmaé aliryhmét ovat tdysin riippumattomia
toisistaan, ei uloimmaista ryhméé G oikeastaan tarvita mihinkién, vaan suora tu-
lo voidaan itse asiassa maédritelld minkd tahansa kahden ryhmén vililla. Se, ettd
ryhmissd on mahdollisesti tdysin erilaiset alkiot ja laskutoimitukset, ei tuota es-
tetta.

Maééritelmi 5.7. Ryhmien (G, o) ja (Ga, x) ulkoinen suora tulo on ryhmé, jonka
alkioina ovat parit (g1, go), missi g; € G1 ja go € Go, ja laskutoimituksena

(91,92) - (91, 95) = (910 g1, 92 % g5).

Ulkoista suoraa tuloa merkitddn G X G ja toisinaan (G7 X G3),. Jos molemmissa
ryhmissé kiytetddn laskutoimituksena yhteenlaskua, voidaan ulkoista suoraa tuloa
kutsua myos ulkoiseksi suoraksi summaksi ja merkitd G @ G.

Ulkoisessa suorassa tulossa neutraalialkiona toimii pari (e;, e2), missé e ja eq

ovat ryhmien G; ja G neutraalialkiot. Alkion (g1, go) € G1 X G kdédnteisalkio on
puolestaan (g; ', g, ).
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Esimerkki 5.8. Muodostetaan ryhmien

Zz = {[0]3,[1]3,[2]s} ja Zs={[0]s, [1]5,[2]5, 3]s, [4]5}

ulkoinen suora summa. Tulo koostuu pareista ([m]s, [n]5), jotka voidaan kirjoittaa
oheisen taulukon muotoon. (Jitetddn jilleen taulukosta pois hakasulut alkioiden
ympérilti.)

Zy®Zs | [0 [1]3 2]3
[0]5 (03,05) (13,05) (23,05)
[1]s (03,15) (13,15) (23,15)
2]5 (03,25) (13,25) (23,25)
[3]5 (03,35) (13,35) (23,35)
[4]5 (03,45) (13,45) (23,45)

Kun verrataan saatua taulukkoa aikaisempaan esimerkkiin 5.4, huomataan, et-
td aikaisemman taulukon lukua [k];5 vastaa tdssd taulukossa aina sellainen pari
([ml]s, [n]5), jolle patee [m -5+ n - 315 = [k]15. Ryhmén Zy5 virittdd alkio [1];s,
silld kaikki ryhmén alkiot saadaan sen monikertoina. Taulukkoesityksestd péaitel-
len tétéd alkiota vastaa pari ([2]s, [2]5), ja jos lasketaan kyseisen parin monikerrat
summaryhmaéssé Zs @ Zs, saadaan

[\
—
(\"]
\
[\
ot
<
I
=~
o
N
=L

Tt o= W
~ —~
[\]

&

[\
ot
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Laskemalla kaikki monikerrat huomataan, ettd pari ([2]s, [2]5) virittdd summaryh-
man Zs @ Zs. Niin voidaan lopulta todeta, ettd ryhmét Z5 ja Zs3 & Zs ovat iso-
morfiset, silld ne ovat samankokoiset ja molemmat erdan alkionsa virittamia.

Kuvassa 16 on piirretty syklinen ryhmé Z5 kahdella tavalla: yhtend pitkdné
syklini ja kahden ryhmén tulona.

Esimerkki 5.9. Muodostetaan ryhmien A, ja ({1, —1}, -) ulkoinen suora tulo. Tu-
lo koostuu pareista (o, k), missi o on joku parillinen permutaatio ja k = +1. Mer-
kitddn tallaista paria yksinkertaisesti o, jos k = 1, ja —o, jos kK = —1. Tuloryhmén
koko on 2 - |A,| =|S,|, ja houkutus olisi samastaa se symmetrisen ryhmén kanssa
niin, ettd miinusmerkkiset alkiot vastaisivat parittomia permutaatioita. Pateehin
tuloryhmassi myos

(—0)-(—=7)=(0,-1)-(1,-1)=(0oT,1) =0T,
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Kuva 16: Kaksi tapaa hahmottaa 15 alkion syklinen ryhmé

eli kahden “parittoman” permutaation tulo on jilleen parillinen. Téllainen samas-
tus ei kuitenkaan onnistu, silld esimerkiksi ryhméan S3 kaikki parittomat permu-
taatiot ovat vaihtoja, joten niiden toinen potenssi on identtinen kuvaus, mutta
(—(123))? = (132). Yleisesti voidaankin osoittaa, ettd ryhmit A, x ({1,—1},) ja
S, eivit ole isomorfisia paitsi tapauksessa n = 2.
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