Jos H; ja H, ovat ryhmien G} ja GG, aliryhmié, niin niiden ulkoinen suora tulo
on ryhmaé, joka sisiltyy ryhméain GG; X G,. Se on siis kyseisen ryhmén aliryhmé.
Osoitetaan seuraavassa lemmassa, ettd kahden normaalin aliryhmén tulo on myos
normaali koko ryhmien tulossa.

Lemma 5.10. Jos H; ja Hy ovat ryhmien G ja G4 normaaleja aliryhmid, niin
ryhmd (Hy x Hy), on normaali ryhmdssi (G X Gg)..

Todistus. Olkoot (hy, he) € Hy X Hs ja (g1, 92) € G1 X Gy. Télloin pitee

(g1, 92) (h1, ha) (91, 92) 7" = (g1h1gi ", g2hags ),

ja koska H, ja H, ovat normaaleja, konjugaateille pitee gih1g7 " € Hi ja gohagy ' €
H,. Siispa (91’92)(}11, hy) € Hy x Hs, joten H; x H, on normaali. O

Aliryhmien sisdinen tulo poikkeaa ulkoisesta tulosta oikeastaan vain teknisilté
yksityiskohdiltaan. Seuraava lause osoittaa, ettd ndmaé késitteet voidaan samastaa.

Lause 5.11. Olkoot Gy ja Go ryhmid. Tdlloin (G1 x Ga)y = (H x K)s erdilld
aliryhmilla H, K < (G X G3)y. Toisaalta, jos H ja K ovat ryhmdin G aliryhmid,
niin (H X K)s =2 (H x K),.

Todistus. Todistetaan aluksi ensimmaéinen viite. Olkoot siis GG; ja G jotkin kaksi
ryhméé, joiden neutraalialkiot ovat e; ja ey. Tarkastellaan tuloryhmén (G; X Gs),
aliryhmid H = (G1 X {e1}), ja K = ({e1} x Ga),. Selvéstikin H N K = {(e1, e2)}.
Lisdksi kaikilla g1 € G ja gy € G4 pitee

(91, €2)(e1,92) = (91, 92) = (€1, 92) (91, €2),

joten aliryhméan H alkiot kommutoivat aliryhman K alkioiden kanssa. Niin ol-
len voidaan muodostaa sisdinen suora tulo (H X K),. Lisdksi ndhddédn, ettd jos
(91, 92) € (G1 X Ga)y, niin (g1, g2) = (g1, €2)(€1, g2), missé (g1, e2) € H ja (e1,92) €
K. Téaten (H X K)s = (G1 X Gg)u

Todistetaan sitten toinen viite. Olkoot H ja K ryhmin G aliryhmid. Mé&ari-
tellddn kuvaus ¢ : (H x K), — (H x K) kaavalla ¢(h,k) = hk ja osoitetaan,
ettd se on isomorfismi. Jokainen sisdisen suoran tulon alkio on muotoa hk, mis-
si h € H jak € K, ja p(h,k) = hk, joten kuvaus ¢ on surjektio. Oletetaan
sitten, ettd @(h1, k1) = @(he, ko) joillain hy,hy € H ja ki, ke € K. Tall6in siis
hiki; = haoks € (H x K)s, ja koska lemman 5.5 mukaan jokaisen sisiisen suoran tu-
lon alkion esitys tallaisena tulona on yksikésitteinen, taytyy olla (h1, k1) = (ho, ko).
Kuvaus ¢ on siis injektio. Homomorfisuus seuraa siité, ettd yhtalo

<P(h1, k1) : SD(hQ, k2) = hiki1hoke = hihokiks = Sﬁ(hth, /‘31/'62)

= w((hla kl)(h/Qa k?))
patee kaikilla hy, he € H ja ki, ky € K. O
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Jos ryhmé G on joidenkin aliryhmiensd H ja K sisdinen suora tulo, sitd voidaan
edellisen lauseen nojalla ajatella tuloryhménd H x K, jonka alkiot ovat pareja
(h,k), missd h € H ja k € K. Jokainen pari (h, k) samastetaan tilléin ryhméan G
alkioon hk.

Esimerkki 5.12. Osoitetaan, ettd jos n > 2, ryhmé A, x ({1,—1},-) ei ole iso-
morfinen ryhmén S, kanssa. Jos ndin nimittéin olisi, niin .S,, olisi edellisen lauseen
nojalla esitettdvissd kahden aliryhménsd B ja C suorana tulona. Ndméa aliryh-
mét ovat molemmat normaaleja, ja toinen niistd sisdltdd neutraalialkion lisdksi
vain yhden alkion: olkoon esimerkiksi C' = {id, o}. Néytetidn, ettd C ei voi olla
normaali.

Koska o2 = id, koostuu o:n sykliesitys kokonaan erillisisti vaihdoista. Olkoon
yksi néistd vaihdoista (ab). Kun n > 2, loydetédéin joukosta N, jokin kolmaskin
alkio c. Nyt konjugaatin 9 ¢ sykliesityksessi esiintyy vaihto (ac), jota ei ollut o:n
sykliesityksessd. Niin ollen o # ®9g, joten *g ¢ C. Tistd seuraa, etti C ei ole
normaali.

Koska ryhma S, ei siis sisdlla kaksialkioista normaalia aliryhmé&3, se ei voi olla
isomorfinen suoran tulon A, x ({1,—1},-) kanssa.

5.2 Tuloryhméat Rubikin ryhmaéassi

Rubikin kuution rakenteesta johtuen mitkédén lailliset permutaatiot eivit voi siir-
tdd nurkkapalaan kiinnitettyd ruutua sdrmépalaan tai pdinvastoin. Siista sellaiset
siirrot, jotka koskevat vain nurkkaruutuja ovat tdysin riippumattomia sarméaruu-
tuja liikuttavista siirroitsta, ja on samantekevii, missa jarjestyksessi erityyppisiin
ruutuihin liittyvat siirrot suoritetaan. Téallaisten siirtojen joukot muodostavat Ru-
bikin ryhmén sisdisen suoran tulon.

Tésséd luvussa osoitetaan muutama Rubikin ryhméan rakenteeseen liittyva lause,
joiden avulla voidaan mychemmin ratkaista kaikki paikkojen ryhmén R, asemat.
Tehtavan helpottamiseksi tarkastellaan my6s Rubikin ryhméan ulkopuolisia ruu-
tujen permutaatioryhmén aliryhmid. Merkitddn kirjaimella NV kaikkien nurkkapa-
lojen ruutujen joukkoa ja kirjaimella S kaikkien sdrméaruutujen joukkoa. Olkoon
edelleen Sy kaikkien nurkkaruutujen permutaatioiden ryhméé ja symbolilla Sg
vastaavasti kaikkien sirméaruutujen permutaatioiden ryhmaé. Jos kaikki ruudut nu-
meroidaan luvuilla 1,...,48, ndiden permutaatioryhmien voidaan ajatella olevan
ryhmén Syg aliryhmia.

Edelld mainittujen ryhmien kisittelyd helpottaa, kun otetaan kiyttoon kanta-
jan Kkisite. Jos permutaation o toimii perusjoukossa X, sen kantaja on

supp(0) = {z € X | o(x) # x}.

41



Permutaation kantaja on siis niiden alkioiden joukko, joihin permutaatio vaikuttaa.
Nyt voidaan madaritelld ryhméat Sy ja Ss kantajan avulla esimerkiksi seuraavasti:

Sy ={o € S |supp(o) C N} ja Sg={o € S |supp(c) C S}

Osoitetaan nyt, ettd ryhmét Sy ja Sg ovat toisistaan riippumattomia.

Lause 5.13. Nurkka- ja sirmdruutuja litkuttavat ryhmdat muodostavat suoran tu-
lon Sy x Ss.

Todistus. Ensinndkin huomataan, ettd jos o kuuluu molempiin ryhmiin, niin néi-
den ryhmien mééritelmén mukaan supp(z) C N NS eli o(z) = z pitee kaikilla
ruuduilla z, jotka eivit ole sekdi nurkka- ettd sirméaruutuja. Koska mikdidn ruutu
ei ole kiinni sekd nurkka- ettd sirmépalassa, pitee o(z) = z kaikilla ruuduilla z,
joten o = id.

Olkoot sitten z jokin nurkkapalan ruutu ja y jokin sdrmépalan ruutu. Rubikin
kuution rakenteen perusteella o(x) € N ja o(y) € S kaikilla siirroilla o € R. Jos
nyt 0 € Sy ja 7 € Sg, niin

or(z) = o(x) =10 (x)

~—~
EN

ja vastaavasti
To(y) =7(y) = o7(2).
—~—
€s
Koska kaikki Rubikin kuution ruudut keskiruutuja lukuunottamatta ovat kiinni jo-
ko nurkka- tai sirmépaloissa, ndhdéan, ettd o7 = 7o. Taten Sy ja S muodostavat
suoran tulon. O

Maaritelladn vield erikseen edelld kisiteltyjen ryhmien Rubikin ryhméaén sisél-
tyvat osat.

Maiiritelma 5.14. Joukkoa R, = RN Sy kutsutaan Rubikin nurkkaryhmdks: ja
joukkoa R, = RN Sg puolestaan Rubikin sdarmdaryhmdksi.

Koska Rubikin nurkka- ja sirmiryhmé ovat kahden ryhmén leikkauksia, ne
ovat itsekin ryhmié ja siten Rubikin ryhmin aliryhmié, samoin kuin tuloryhma
R, x Ry. Rubikin ryhmissi voidaan siis kisitelld erikseen pelkkiin nurkka- tai
pelkkiin reunaruutuihin vaikuttavia siirtoja, mutta niiden yhdistelmini ei valtta-
mattd saada kaikkia mahdollisia siirtoja. Oheisessa kuvassa on esitetty Rubikin
ryhmén ja tuloryhmén R, x R; suhde.

Jako nurkka- ja sirméryhmiin heijastuu myos aiemmin esiteltyihin ali- ja te-
kijaryhmiin, ja Rubikin ryhmé#é voidaan siten edelleen paloitella pienempiin osiin.
Todistetaan ensin erdité yleishyodyllisia tuloksia.
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R, R, x IR,

IR

n

Kuva 17: Tuloryhmén R, X R, asema Rubikin ryhméssa

Lemma 5.15. Oletetaan, ettd aliryhmdt H ja K muodostavat suoran tulon ryh-
mdassd G ja ettd N normaali G:ssd. Merkitiin Ny = NN H ja Ny = NN K.
Seuraavat vditteet patevdt:

1) Ny ja Nk ovat tulon H X K normaaleja aliryhmid.

2) Tekijaryhmat H/Ny jo K/Nk ovat isomorfisia joidenkin ryhmdn G /N ali-
ryhmien kanssa. Isomorfismeiksi voidaan lisikst valita kuvaukset, joille pdtee

3) Ryhmien H/Nyg ja K/Ng kuvat mainitussa isomorfismissa muodostavat suo-
ran tulon ryhmdéssd G/N.

Todistus. 1) Lemman 5.5 nojalla H on normaali tulossa H x K. Toisaalta H x K
on ryhméin G aliryhmé ja N < G, joten N on my0s normaali tulossa H x K.
(Jos nimittdin YH = H kaikilla ¢ € G, niin sama péitee myos kaikilla aliryhmén
alkioilla ¢ € H x K.) Kahden normaalin aliryhmén leikkaus on aina normaali,
joten Ng = HN N < H x K. Samalla tavoin voidaan osoittaa, ettd Nx < H x K.

2) Ensinndkin on hyvi huomata, ettd Ny < H ja N < K, silld H ja K ovat
tulon H x K aliryhmié. Osoitetaan isomorfismin olemassaolo ensin aliryhmén H
tapauksessa. Olkoon h € H. Jos nyt hNy = h' Ny jollain A’ € H, niin h~'h' € Ny.
Erityisesti pitee h 'h' € N eli hN = h/N. Siispi jokaista sivuluokkaa [h] € H/Ng
vastaa yksikisitteinen sivuluokka [h] € G/N, joten voidaan mééritelld kuvaus
¢ : H/Ng — G/N, jolle pitee ¢(hNg) = hN. Téllainen kuvaus on homomorfismi,
silld kaikilla A, hy € H piitee

QO(hINH) . (p(h2NH) = th . h2N = (hth)N = QO(hINH . hQNH)
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Osoitetaan, ettd kuvaus ¢ on injektio. Oletetaan, ettd hyN = hyN joillain
hi, hy € H. Talloin pitee hl_lhg € N. Toisaalta H on ryhmai, joten pitee myos
hl_th € H. Siispa hl_lh,g € Ny eli hyNy = hyNpy. Kuvaus ¢ on siis injektiivi-
nen homomorfismi ryhmélle G/N, joten lahtéryhmé H/Ny on isomorfinen kuva-
ryhméin Im(¢) < G/N kanssa. Toisen aliryhméin K tapauksessa todistus etenee
samalla tavalla.

3) Osoitetaan, ettd kuvaryhmét
{lh|le G/IN|he H} ja {[kl]e G/N |ke K}

muodostavat suoran tulon ryhméssid G/N. Olkoot h € H ja k € K. Koska H ja
K muodostavat suoran tulon, patee hk = kh. Niinpa

hN - kN = (hk)N = (kh)N = kN - hN.

Liséksi, jos h € HN K, niin h = e, missi e on ryhmén G neutraalialkio. Taten mika
tahansa sivuluokka, joka kuuluu kumpaankin edelld mainituista kuvaryhmisté, on
valttaméatta [e] = N. O

Koska asentoryhmé R, on Rubikin ryhméan normaali aliryhmai, ovat leikkaus-
ryhmiét
Rna:anRa ja Rsa:RsﬂRa

lemman 5.15 kohdan 1) nojalla normaaleja suorassa tulossa R, x R;. Siispé niiden
suhteen voidaan muodostaa tekijaryhmaét

Rnp :Rn/Rna ja Rsp = Rs/Rsa-

Néiden tekijaryhmien tulkinta on se, ettd R,,:n alkiot vaihtavat vain nurkkapalojen
paikkoja ja R, alkiot vain sdrmdpalojen paikkoja, niiden asennoista valittaAmatta.
Mainitun lemman kohdan 3) nojalla nimé uudet paikkaryhmét voidaan ajatella
Rubikin paikkaryhmén aliryhmiksi, jossa ne muodostavat suoran tulon.

Kuvassa 18 on kaavamaisesti esitetty tuloryhmin R, x R, rakenne. Kullakin
rivilla vierekkdiset ryhméat muodostavat suoran tulon. Jos siis annettu Rubikin
kuution asema sisiltyy tuloryhméin R, X Ry, niin nurkkien palat ja asemat voi-
daan ratkaista sdrmaépaloista riippumatta. Edelleen sekd nurkka- ettd sdrmépalo-
jen kohdalla voidaan noudattaa aikaisempaa jakoa, jossa ratkaistaan ensin palojen
paikat, sitten niiden asennot. Ensin siis ratkaistaan kuviossa alarivin ryhmaé, sitten
sen yldpuolella oleva ryhmai. Toisinpédin eteneminen olisi mahdotonta, silla paloilla
ei voi ajatella olevan mitédan “oikeita asentoja”, elleivit ne ole oikeilla paikoillaan.
Viimeksi mainitun seikan algebrallinen tulkinta on se, ettd aliryhméssd on aina
neutraalialkio, mutta muissa sivuluokissa ei ole mitdan tdhin rinnastettavaa toi-
sista poikkeavaa alkiota.
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Kuva 18: Tuloryhmén R,, x R, rakenne

Itse asiassa Rubikin ryhmén paloittelua voitaisiin jatkaa samalla tavalla vie-
ldkin pidemmidlle, silld jokaista yksittdistd palaa koskevat permutaatiot ovat riip-
pumattomia muita paloja koskevista permutaatioista. Néin voitaisiin muodostaa
eriasteisia tuloryhmié, joissa keskityttéisiin erilaisiin palajoukkoihin, ja jakaa ndma
ryhmiét edelleen paikka- ja asentoryhmiin. Rubikin kuutiota ratkaistaessa voidaan
saman periaatteen mukaisesti laittaa osa oikealla paikallaan olevista paloista myos
oikeaan asentoon ja siirtyi vasta sen jilkeen kisittelemadn muita paloja.

5.3 Algoritmi 2: sirmapalojen 3-sykli

Sarmépaloja kiertdva 3-sykli on samankaltainen kuin aiemmin opittu nurkkapalo-
jen 3-sykli. Se on jilleen muotoa oo~ '7~!, missi o on perussiirto U~ ja 7 kol-
men siirron yhdistelmd F~'Ug 1. Yhdessi niistd koostuu siis kuvassa 19 esitetty
kahdeksan siirron sarja

U ''F'US'LUL 'UgF.

Tamai siirtosarja suoritetaan tietysti oikealta vasemmalle, aloittaen siirrosta F'.

Algoritmi on téssé kirjoitettu siirron Ug avulla, joka on kuution keskitahkon
siirto. Tama on tehty sen takia, ettd algoritmi olisi helpompi hahmottaa. Toisaal-
ta tistd seuraa, ettd siirrot F' ja L nayttdvit nyt kuvassa molemmat pyorittavin
etutahkoa, vaikka todellisuudessa kyseinen “etutahko” on ki#dntynyt oikealle siir-
ron Ug vaikutuksesta siind vaiheessa, kun kiytetadn siirtoa L, ja tilalle on tullut
ailemmin vasemmalla sivulla ollut tahko. Kuvassa tahkoja merkitdin keskipalojen
kirjaimilla f, r ja 1.
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Kuva 19: Sarmépalojen 3-sykli

5.4 Rubikin paikkaryhméan ratkaiseminen

Tassd luvussa tarkistetaan ensin, ettd kaikki sirmépalojen 3-syklit ovat mahdolli-
sia siirtoja. Sen jalkeen tutkitaan Rubikin paikkaryhmaén parillisuusominaisuuksia,
joita hyviksi kiyttden saadaan lopulta nurkka- ja reunapalat oikeille paikoilleen.

Kaydaan ensin ldpi kaikki kolmen sidrmaipalan kombinaatiot samalla tavoin
kuin aiemmin (luvussa 4.3) tehtiin nurkkapaloille. T#lld kertaa kombinaatioita
tulee yhteensa (132) = 220 kappaletta, ja ne voidaan jakaa 13 joukkoon kuvan 20
mukaisesti. Kunkin joukon sisélld kombinaatiot saadaan toisistaan koko kuutiota

kiertamalla.

Lasketaan kunkin edelld mainituista joukoista sisdltdmien kombinaatioiden lu-
kumaééird, jotta varmistutaan siité, ettd muita kombinaatioita ei ole.

A; Kirjaimilla N; ja Ny merkityt palat voivat sijaita milld tahansa kuution kuu-
desta sivusta neljassé eri nurkassa. Kolmas pala on aina palaa N; vastapaéta.

Joukossa on siis 6 - 4 = 24 kombinaatiota.
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Kuva 20: Kolmen reunapalan kombinaatiot

Ay, Az, A4 Nama kombinaatiot saadaan joukon A; kombinaatioista yksikasitteiselld ta-
valla, nimittdin kiertamalla yldtahkoa kussakin tapauksessa tietyn verran.
Kusakin joukossa on siis 24 kombinaatiota.

B Kirjaimilla N; ja Ny merkityt palat voivat sijaita milld tahansa kuution kuu-
desta sivusta neljissi eri nurkassa. Kolmas pala sijaitsee vastakkaisen nurk-
kasarméan keskelld. Kombinaatioita on 6 - 4 = 24 kappaletta.

C' Kaikki kolme palaa sijaitsevat samalla keskitahkolla. Keskitahkoja on yhteen-
si kolme, ja kirjaimella K merkitty pala voi olla miki tahansa keskitahkon
neljéstd reunapalasta. Vaihtoehtoja on siis yhteensd 3 - 4 = 12 kappaletta.
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D Kirjaimella S merkityt palat voivat sijaita vierekkidin milld tahansa kuution
kolmesta keskitahkosta. Vaihtoehtoja niiden sijainnille saadaan yhteensd 12.
Kolmas pala voidaan sen jilkeen valita vastakkaisen sivutahkon jommas-
ta kummasta reunasta. Namé vaihtoehdot saadaan toisistaan kddntdmélla
kuutio ylosalaisin. Kombinaatioita on siis 24.

E Kaikki palat sijaitsevat samalla sivutahkolla. Sivutahkoja on kuusi, ja kirjai-
mella K merkitty pala voidaan valita 4 tahkon joukosta. Kombinaatioita on
siis 24.

Fy, F, Naissd tapauksissa kirjaimella K merkitty pala voidaan valita kunkin sir-
mén keskeltd, ja kaikki kolme palaa médrdytyviat sen mukaan. Molemmissa
joukoissa on siis 12 kombinaatiota.

G1, G Kirjaimella K merkitty pala voidaan valita kunkin nurkkapalan joukosta,
ja palat méaardytyviat sen mukaisesti. Vastakkaisia nurkkia vastaa kuitenkin
sama kombinaatio, joten néissé joukoissa on kummassakin 8/2 = 4 kombi-
naatiota.

H Kirjaimella K merkitty pala voidaan valita kustakin nurkasta, ja palat sijait-
sevat sen vierelld. Kombinaatioita on 8 kappaletta.

Yhteenséa luetelluissa joukoissa on 7-24 +3-12+ 8+ 2-4 = 220 kombinaatiota.

Lause 5.16. Mikd tahansa ryhmdn R, 3-sykli, joka litkuttaa vain sdrmdpaloja, on
mahdollinen siirto.

Todistus. Kuten luvun 4.3 vastaavassa todistuksessa, jossa tarkasteltiin nurkkapa-
lojen 3-sykleji, tassdkin riittdd todistaa, ettd jokaista kuvassa 20 lueteltua kom-
binaatioiden joukkoa kohti l6ytyy siirto, jolla palat saadaan joukon A; mukaiseen
perusasemaan. Tamén siirron kiénteissiirrolla konjugoiminen tuottaa sitten halu-
tun 3-syklin. Nyt tosin joudutaan kunkin kombinaatiojoukon sisdlld mahdollisesti
kiayttamain myos keskitahkojen siirtoja, miké johtaa siihen, ettd alla kuvattavien
siirtojen merkinnit muuttuvat. TaAma johtuu siité, etta perussiirrot on alun perin
nimetty sivujen mukaan ja sivut puolestaan tunnistetaan keskipaloista, joita jou-
dutaan nyt ehka siirtdméan. Koska siirtojen uudelleen merkitseminen on kuitenkin
vain tekninen toimenpide, se sivuutetaan tissd kokonaan.

Konjugoivan siirron kiénteissiirto 16ytyy seuraavasti: Ensin saatetaan kuutiota
kiertdmélld kuutio johonkin kuvan 20 kolmestatoista asemasta, joista jokaisessa
ajatellaan sinisen sivun osoittavan ylospéin ja keltaisen sivun katsojaan péin. Jos
paddyttiin asemaan Ay, siirto on valmis. Muuten suoritetaan (uudelleen nimettyji)
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perussiirtoja oheisen taulukon mukaisesti riippuen siitd, mihin asemaan paadyttiin.
(Siirrot suoritetaan oikealta vasemmalle.)

asema | siirto asema | siirto

Ao U-! E R

Az U? F RD!

Ay U F, F'D

B U'D'R || Gy UF-1R?
C R B! G RU!
D R! H RD'R™!

Kaikissa tapauksissa loytyy siirto, jonka kdénteissiirrolla konjugoiminen tuottaa
halutun 3-syklin. O

Osoitetaan seuraavaksi lemma, joka liittyy siirtojen parillisuuteen. Merkitdan
sitd varten kaikkien nurkkapalojen paikkojen permutaatioryhmééd S%; ja samaten
kaikkien reunapalojen paikkojen permutaatioryhmé#d SG. Niitd ryhmid voidaan
ajatella symmetrisen ryhmén Sy (kaikkien palojen permutaatiot) aliryhméné. Hel-
posti ndhd&éan, ettd ndma ryhmét muodostavat lisdksi suoran tulon ryhméssi Sag,
silld supp(v) Nsupp(o) = 0 kaikilla v € S, ja o € S%.

Lemma 5.17. Jos 7 on Rubikin paikkaryhmdn siirto, niin sille loytyy yksikdsit-
teinen esitys tulona T = v oo, missi v € SY ja o € S%. Niille permutaatioille
patee sign(v) = sign(o).

Todistus. Koska 7 on paikkaryhmén siirto, se voidaan esittdd paikkaryhmaén perus-
siirtojen 71, ..., T, tulona. Kaikkien palojen permutaatioiden ryhmissid Sy jokai-
nen perussiirto 7; on puolestaan kahden erillisen 4-syklin tulo, joista toinen liikut-
taa vain nurkkapaloja, toinen vain sdrmépaloja. Merkitiin niitd 4-sykleji v; € S%;
ja o; € S§. Koska ryhmit S} ja S% muodostavat suoran tulon, voidaan kirjoittaa
7; = (v, 0;) jokaisella 7. Néin saadaan siirrolle 7 esitys

T=(v1,01) (Uny0n) = (Vs - - Uy, 0102 -+ Tp).

Merkitadn nyt v = vy ---v, ja ¢ = o1---0,. Koska kaikki siirrot v; ja o; ovat
4-sykleji, patee
sign(v) = (=1)" = sign(o).
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Jokainen Rubikin paikkaryhmaén siirto o € R, voidaan siis kirjoittaa muodossa
(v,0) € S8 x S%. Jos myos v ja o kuuluvat paikkaryhméén R,, niin (v, 0) on tulo-
ryhméssa R, x R,,. Edellisen lemman avulla saadaan nyt lause, joka mahdollistaa
paikkaryhmaén ratkaisemisen.

Lause 5.18. Oletetaan, etté 7 = (v,0) € R,. Jos sign(v) = 1 tai sign(o) = 1,
niin v ja o kuuluvat paikkaryhmddn R,. Lisdksi tuloryhmdin Ry, x Ry, indeksille
paikkaryhmdn aliryhmdnd pétee [R, : Ry, % Ryp] < 2.

Todistus. Oletetaan, ettd sign(v) = 1 tai sign(o) = 1. Edellisen lemman perusteel-
la pétee talloin sign(v) = sign(o) = 1. Aiemmin on osoitettu, ettd kaikki nurkkapa-
lojen 3-syklit ovat mahdollisia siirtoja, ja lauseen 3.12 mukaan jokainen parillinen
permutaatio saadaan 3-syklien yhdistelména. Téten v € R,, ja sama patee myos
permutaatiolle o.

Osoitetaan sitten, ettd [R, : Ry, xRy,] < 2. Olkoon 7 = (7, m2) jokin perussiir-
to. Oletetaan, ettd 7 = (o,v) € R, ei kuulu tuloryhméén R,, x R;,. Todistuksen
alun perusteella joko sign(v) = —1 taisign(o) = —1. Téll6in taytyy kuitenkin edel-
lisen lemman mukaan olla sign(v) = sign(o) = —1, ja koska perussiirrolle pétee
sign(m;) = sign(mg) = —1, saadaan

sign(m; 'v) =1 ja sign(m, ‘o) =1.
Y1Ii osoitettiin, ettéi téimin perusteella yhdistelmé 7—'7 = (7, 'v,m, ‘o) kuuluu
tuloryhméén R, x R,,, joten 7 € 7 - (R, x R,,). Koska miki tahansa tuloryh-
main kuulumaton permutaatio kuuluu yhteen tiettyyn tuloryhmén sivuluokkaan,
sivuluokkia voi olla korkeintaan kaksi. O

Edellisen lauseen nojalla Rubikin kuution palat saadaan oikeille paikoilleen
seuraavalla tavalla:

1. Kirjoitetaan, onko ratkaistavassa asemassa nurkkapalojen (tai sirmépalojen)
permutaatio parillinen. Jos ei ole, tehdadén jokin perussiirto. Tamaén jilkeen
sekd nurkkien ettd sirmien permutaatio on parillinen.

2. Ratkaistaan nurkat ja sirmét erikseen aiemmin opittujen 3-syklien ja niiden
konjugaattien avulla.
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