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Sain idean tdmén kurssin pitdmiseen luettuani Jyrki Lahtosen artikkelin Rubikin kuutio
ja permutaatioryhmat (http://users.utu.fi/lahtonen/rubik.html). Olen kdyttanyt
suoraan tuossa artikkelissa esitettyja algoritmeja kuution ratkaisemiseksi, vaikka ylei-
sestéd teoriasta voidaankin johtaa my6s lukuisia muita ratkaisuun sopivia siirtosarjoja.
Olen myo6s lainannut artikkelista idean Rubikin kuution symmetriaryhmén jakamisesta
asento- ja paikkaryhmiin sekd menetelmén 3-syklien tuottamiseksi kommutaattoreiden
avulla. Muun materiaalin olen tuottanut itse tai ottanut alan peruskirjallisuudesta. Esi-
tetyt todistukset ovat omaa késialaani.

Jokke Hasa, 2.11.2012
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1. Johdanto
1.1. Yleista

Unkarilainen kuvanveistdja ja arkkitehtuurin professori Erné Rubik kehitti maineikkaan
kuutionsa vuonna 1974. Kuutio oli alun perin erddnlainen harjoitelma tietyn kolmiulot-
teisen rakenteen kehittdmiseksi, mutta siitéd tuli sittemmin maailmankuulu ongelmanrat-
kaisupeli. Rubik kutsui kuutiotaan itse nimelld "Magic Cube”. Vuonna 1980, kun Ideal
Toys esitteli lelun maailmalle, se nimettiin uudelleen Rubikin kuutioksi.

Rubikin kuutio saavutti lyhyessa ajassa suuren suosion, jota se ei ole vieldkéaén menet-
tdnyt. Siitd on tehty monia muunnelmia: erikokoisia, -vérisid ja -muotoisia. Tietokoneen
avulla voidaan tarkastella my6s useampiulotteisia Rubikin kuutioita.

Todelliset harrastajat kédyttavit itse 6ljydmiddn ja virittelemiddn kuutioita saavut-
taakseen mahdollisimman nopeita tuloksia. Maailmalla kilpaillaan paitsi perinteisessé
pyorittelyssd myos muun muassa sokkona, jaloilla ja yhdelld kadelld ratkaisemisessa.
Taménhetkinen (29.10.2012) virallinen nopeusennétys on australialaisella Feliks Zem-
degsillé, joka vuonna 2011 ratkaisi kuution nopeimmillaan 5,66 sekunnissa. My6s suo-
malaiset ovat pérjdnneet kuution mani- ja pedipuloinnissa: vield vuonna 2010 jaloilla
ratkaisemisen maailmanennétys kuului Anssi Vanhalalle ja Ville Seppéselld oli hallus-
saan maailmanennitykset 4 x 4 x 4- ja 5 x 5 x 5-kokoisten kuutioiden sokkoratkaisussa.’

Rubikin kuution ratkaiseminen on péalta katsottuna dérimmaéisen monimutkainen on-
gelma. Erilaisia kombinaatioita tavallisella 3 x 3 x 3-kuutiolla on 43 252 003 274 489
856 000 eli noin 4,3 - 10* kappaletta. Kuitenkin kuution matemaattinen perusrakenne
avautuu melko vahalld vaivalla. Témén rakenteen selvittdmisesséd ryhméteorian perus-
tyokaluista on paljon apua, ja toisaalta kuutio toimii erinomaisena havaintovélineené
abstraktilta tuntuvien algebrallisten késitteiden oppimisessa.

Ratkaisemiseen tarvittava pyoritysten mééra ei ole vield tdsméllisesti selvinnyt. Vuon-
na 1998 Michael Reid 16ysi kombinaation, jonka ratkaisemiseen vaaditaan véhintdan
26 kappaletta sivutahkon pyordytyksia neljannesympyrén verran. (Téllaista pyorédytysté
kutsutaan téssi materiaalissa perussiirroksi tai perussiirron kdénteissiirroksi.) Toisaalta
Tomas Rokicki osoitti vuonna 2009, ettd minké tahansa aseman ratkaisemiseen tarvi-
taan korkeintaan 29 téllaista siirtoa. Nédiden lukumé&drien vélissd on vield tilaa tarken-
nukselle. Jos sen sijaan myo6s sivutahkon 180 asteen pyoraytys lasketaan perussiirrok-
si, tuorein ja samalla lopullinen tulos 16ytyy heindkuulta 2010, jolloin Tomas Rokicki,
Herbert Kociemba, Morley Davidson ja John Dethridge osoittivat Googlen laskentate-
hoa kayttaen, ettd kaikki kuution kombinaatiot voidaan ratkaista 20 siirrolla. TAmé& on
my6s paras mahdollinen tulos, silla erdiden asemien ratkaiseminen vaatii juuri 20 siirtoa
(Michael Reidin tulos vuodelta 1995).2

! http://www.worldcubeassociation.org/results/events.php
2 Lahteitd 16ytyy osoitteesta http://en.wikipedia.org/wiki/Optimal_solutions_for_Rubik’s_Cube.



1.2. Kuution rakenne

Rubikin kuution jokainen sivutahko koostuu yhdeksdstd kuutionmuotoisesta palasta,
joista 4 on nurkkapaloja, 2 sdrmd- eli reunapaloja ja 1 keskipala. Sivutahkot kdantyvat
keskipisteensd ympéri, mutta muuten paloja ei voi liikuttaa toistensa suhteen. Naennéi-
sesti myo0s keskitahkoja voi kiertaé keskipisteensé ympéari, mutta tdmaé liike voidaan néah-
d& myos niin, ettd kaksi keskitahkon rinnalla olevaa sivutahkoa kiertyvéit vastakkaiseen
suuntaan (minké jilkeen koko kuutiota kédnnetdén vield liikkkeen suuntaan).

keskipala

nurkkapala

sarma- eli
reunapala

AN
N/

ruutuja

Kuva 1: Kuution rakenne ja sivutahkon pyoritys.

Mitd tahansa yhdistelméd kuution sivutahkojen kdantoja kutsutaan siirroksi. Kaksi
siirtoa samastetaan, mikéli niilld padstdan tietystd alkutilanteesta samaan lopputilan-
teeseen.

Kuution sivut on véritetty niin, ettd perusasemassa jokainen sivu on yksivérinen eiké
kahdella eri sivulla esiinny samaa véaria. Jokaisella nurkkapalalla on nain ollen kolme
varillistd sivua, joita kutsutaan ruuduiksi. Sirmépalat puolestaan sisiltédvit vain kaksi
varillistd ruutua ja kukin keskipala yhden. Kun kuution sivutahkoja kierretaén, erivariset
ruudut joutuvat eri sivuille ja kuution vérirakenne sekoittuu. Kuution ratkaisemisessa
pyritdédn saamaan jokainen kuution sivu jélleen yksivériseksi.

Myynnisséd olevien kuutioiden véaritykset vaihtelevat. Témén materiaalin puitteissa
oletetaan, ettd sivujen varit ovat keltainen, sininen, punainen, oranssi, virheid ja val-
koinen. Nama vérit sijaitsevat kuutiossa siten, ettd keltainen on vastapédta valkoista,
ja jos keltainen sivu osoittaa katsojaan péin, muut vérit kiertavét sivuja myotapaivaan
jarjestyksessd sininen, oranssi, virheé, punainen (ks. kuva 2).

On hyo6dyllistd huomioida heti aluksi, ettd kuution keskipalojen voidaan olettaa py-
syvan paikallaan kuution sivuja pyoritettéessd. Kunkin sivutahkon keskipala nimittain
pysyy paikallaan, kun kyseisté sivua pyoritetdéan!, eiké tdmé pyoritys tietenkddn vaikuta
mitenkddn muiden sivujen keskipalojen asemiin. Toisaalta keskitahkojen pyorittdminen

! Keskipalat tosin kiertyvit itsensi ympéri, ja jos niiden alkuperiinen suunta merkitéén niihin esimerkik-
si kynalla, on lisihaaste yrittdd ratkaistaessa palauttaa ne alkuperéisiin asentoihinsa. Tdméa tunnetaan
”superkuutio”-ongelmana.



valkoinen

punainen

Kuva 2: Kuution véritys.

vastaa kahden rinnakkaisen sivutahkon pyorittamista, joten sekddn ei muuta keskipa-
lojen keskinéisid asemia. Néin ollen kuution jokaisen sivun alkuperéinen vari voidaan
tunnistaa sen keskipalasta. Tamaé ei ole mahdollista esimerkiksi 4 x 4 x 4-kuutiossa (ni-
meltddn muuten "Rubikin kosto”), silld siiné ei ole mitdén keskipaloja, jotka pysyisivéit
paikallaan toistensa suhteen.



2. Permutaatioryhmit

Rubikin kuution siirrot ovat tietynlaisia permutaatioita. Permutaatiot muodostavat ryh-
mié, ja téilla tavoin ryhméteorian tyokaluja padstdan kiyttdmadn kuutio-ongelman sel-
vittdmiseen. Tassd luvussa tutustutaan permutaatioryhmien perusteisiin seké siihen,
milla tavoin kuution siirrot tulkitaan permutaatioiksi.

2.1. Permutaation olemus

Matemaattisen méaritelman mukaan permutaatio on bijektio joukolta itselleen. Né&in
yksinkertaiselle késitteelle ei kuitenkaan syyttd ole annettu noin hienoa nimeé. Lati-
nan sana "permutatio” tarkoittaa muutosta tai vaihtoa, ja permutaatio kuvaakin joukon
sisaista muutosta, joka kuitenkin sailyttad kaikki joukon alkiot sellaisinaan; yleensa ky-
seessé on alkioiden jarjestyksen vaihtuminen.

Vastaostetussa korttipakassa kortit ovat tietyssa perusjarjestyksessd. Kun korttipakan
ensimmadisen kerran sekoittaa, esimerkiksi herttadssan paikalle tulee joku toinen kortti,
vaikkapa patakakkonen. Voidaan ajatella, ettd herttadssd muuttui — tai kuvautui —
patakakkoseksi. On siis tapahtunut korttipakan permutaatio, jossa jokainen kortti on
voinut vaihtua toiseksi, mutta yksikéan kortti ei ole kadonnut eika kortteja ole myoskaén
tullut lisaa.

Permutaatiota voidaan tarkastella monelta kannalta. Ensinndkin permutaation voi-
daan ajatella tarkoittavan operaatiota, joka sekoittaa korttipakan tietylld tavalla. Toi-
saalta voidaan ajatella permutaation tarkoittavan sitd lopputulosta, johon alunperin pe-
rusjarjestyksessé oleva korttipakka asettuu tietyn sekoittamisen jalkeen. Toisinaan toinen
tulkinta on sopivampi, toisinaan toinen.

Viela yksi ajattelutapa on syytd mainita. Jos kuvitellaan kaikki uuden korttipakan kor-
tit numeroiduiksi juoksevalla jarjestysnumerolla, voidaan permutaation ajatella muutta-
van nditd jarjestysnumeroita, sen sijaan ettd se muuttaisi itse kortteja. Taméa helpottaa
matemaattista tarkastelua, kun voidaan aina rajoittua johonkin standardiin lukujouk-
koon ja sen bijektioihin tarvitsematta méaritelld erikseen korttien tai muiden esineiden
joukkoja.

2.2. Permutaatioilla laskeminen

Permutaatiot ovat kuvauksia, joten niiden laskutoimitukseksi on luontevaa valita ku-
vausten yhdistdminen. Kahden permutaation tulo on siis o7 = ¢ o 7, ja tuloksena on
kuvaus, jossa suoritetaan ensin oikeanpuoleinen permutaatio 7, sitten vasemmanpuolei-
nen permutaatio o. Laskutoimituksen neutraalialkioksi tulee identtinen kuvaus id, joka
ei muuta alkioiden jarjestystd mitenkaédn. Toisaalta permutaation o kdédnteisalkioksi tu-
lee kidnteiskuvaus o~ !, joka vaihtaa alkioiden jirjestyksen takaisin siksi, miké se olisi
ollut ennen permutaation o soveltamista. Kadnteisfunktio on aina olemassa, koska per-
mutaatiot ovat bijektioita.

Rajoitutaan nyt tarkastelemaan vain lukujoukkojen N,, = {1,2,...,n} permutaatioi-
ta. Joukolla NV,, on yhteensd n! permutaatiota, mikd ndhd&an tuloperiaatteen avulla:



ensimmaiselle alkiolle voidaan valita uusi paikka n:lld tavalla, tdmén jilkeen toiselle
voidaan valita uusi paikka (n — 1):114 tavalla jne.

Maaritelma 2.1. Symmetrinen ryhmd S, on kaikkien joukon N,, permutaatioiden muo-
dostama ryhma. Ryhman laskutoimituksena on kuvausten yhdistaminen, neutraalialkio-
na identtinen kuvaus id ja alkion ¢ € S,, kiinteisalkio on kidnteiskuvaus o'

Kuten aiemmin mainittiin, jokaisen &dérellisen joukon alkiot voidaan varustaa jérjes-
tysnumerolla, jolloin joukon permutaatioiden voidaan ajatella olevan jonkin joukon N,
permutaatioita. Témén vuoksi voidaan dérellisessé tapauksessa aina rajoittua tutkimaan
symmetristen ryhmien S,, ominaisuuksia. Téllaisten ryhmien alkioita (mikali n ei ole
kohtuuttoman suuri) voidaan merkité seuraavalla tavalla:

(1 2 3 ... n
7= ol) o(2) o3) ... on))’
Esimerkki 2.2. Olkoon permutaatio o € Sy sellainen, ettd o(1) =2, 0(2) =3,0(3) =1
ja o(4) = 4. Tatd permutaatiota voidaan nyt merkité seuraavasti:

(12 3 4
77 \2 31 4)°

Kun tdméa permutaatio kerrotaan vasemmalta erdélld toisella permutaatiolla, tuloksena

12 3 4\(1 2 3 4\ (1 2 3 4
2 1 4 3)\2 3 1 4) \1 4 2 3)°

Toisaalta permutaation o kddnteisalkio on
1 (1 2 3 4
7 T3 1 2 4/

Perusasemassa olevan Rubikin kuution kukin sivu on tietyn varinen ja jaettu yhdeksaén
ruutuun. Kun Rubikin kuution tahkoja pyorittdd, ndiden ruutujen paikat sekoittuvat.
Jos ajatellaan jokainen ruutu keskiruutuja lukuunottamatta numeroiduksi tietylla jar-
jestysluvulla, voidaan kuutiota tarkastella joukkona Nyg. Jokainen kuution siirto siis
vastaa tiettyd joukon Nsg permutaatiota eli symmetrisen ryhmén Syg alkiota. (Keskipa-
lojen ajatellaan pysyvin aina paikoillaan.) Niité alkioita on yhteensd 48! ~ 1,24 - 109!
kappaletta. Kuitenkaan kaikkia joukon S4g permutaatioita ei voida muodostaa kuution
siirroilla. Esimerkiksi punaisen ja sinisen sivun reunassa olevan sdrmépalan punaista

2.3. Rubikin ryhma

ruutua ei voi vaihtaa sinisen ja keltaisen sivun reunan sédrmépalan sinisen sivun ruu-
dun kanssa. Tall6in nimittdin kuutioon tulisi sdrmépala, jolla olisi kaksi sinistd ruutua.
Tallaista palaa ei alkuperdisessé kuutiossa kuitenkaan ole, eivatka siirrot voi muuttaa



palojen rakennetta. Toisaalta on paljon muitakin siirtoja, jotka eivat ole mahdollisia. Esi-
merkiksi minkdan sdrmépalan kahta ruutua ei voi vaihtaa keskendén ilman ettd muutkin
ruudut muuttuisivat. Syy tdhdn ndhdddn myShemmin.

Rubikin kuution mahdolliset siirrot muodostavat ryhmén. Jos nimittdin tehdaan kak-
si mahdollista siirtoa perdkkéin, tulos on edelleen mahdollinen siirto. Toisaalta se, ettei
tee mitddn, on myos mahdollinen siirto, ja tdmaé siirto vastaa identtistd permutaatiota.
Edelleen minka tahansa siirron voi peruuttaa kaantamallad tahkoja péinvastaisessa jar-
jestyksessé toiseen suuntaan, joten minké tahansa mahdollisen siirron kéénteissiirto on
my6s mahdollinen.

Maaritelmd 2.3. Olkoon X joukko, johon kuuluvat kaikki Rubikin kuution ruudut
keskiruutuja lukuunottamatta. Rubikin ryhmd R on sellainen joukon X permutaatioiden
joukko, jonka jokainen alkio vastaa jotakin Rubikin kuution laillista siirtoa. Rubikin
ryhmé voidaan tulkita symmetrisen ryhmén Syg aliryhméksi.

Kun konkreettisten objektien jarjestyksen muutos tulkitaan permutaatioksi, tulkin-
nassa on aina useita kaksi vaihtoehtoja. Jotta véltyttéisiin ristiriidoilta, on kiinnitettava
jokin Rubikin ryhmén siirtojen tulkinta, jota tullaan jatkossa kayttdmaén.

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi vain yhté sivua ja sen ruutuja. Kuvassa 3 na-
kyy erés siirto, joka permutoi ruutuja. Kuvassa ruutujen paikat on numeroitu vapaava-
lintaisella tavalla, ja valkoisten ruutujen oletetaan pysyvén paikallaan. Siirron permu-
taatioesitys saadaan nyt seuraavasti:

1) Katsotaan, mikéd ruutu on paikalla i.
2) Katsotaan, milld paikalla j kyseinen ruutu on siirron jilkeen.

3) Sanotaan, ettd etsittdva permutaatio kuvaa luvun i luvuksi j.

Talld tavalla tulkittuna kuvan siirto on permutaatio (§3335478).

Kuva 3: Eras Rubikin ryhmén siirto.

Rubikin ryhmén keskeisimmét alkiot ovat niin sanotut perussiirrot, joilla tarkoitetaan
kunkin tahkon neljdnnesympyréan suuruista pyorahdystd myotédpaivaan. Naité siirtoja
merkitddn kirjaimilla U, D, F', B, L ja R seuraavan kuvan mukaisesti. (Td&mé& on ylei-
sesti kdytetty merkintdtapa, jonka esitteli David Singmaster.) Kuvassa sininen sivu on
ylhéaalla ja keltainen sivu osoittaa katsojaan péin.

Keskitahkojen pyoritys vastaa sité, ettd pyoritetddn molempia rinnakkaisia sivutah-
koja vastakkaiseen suuntaan ja sitten kddnnetddn koko kuutiota takaisinpéin. Tamén

10



S
X

L~
F IV L, y
= -
“ DD

Kuva 4: Kuution perussiirrot ja keskitahkojen siirrot.
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vuoksi keskitahkojen pyoritystd ei tarvitse ottaa erikseen huomioon. Merkintéjen hel-
pottamiseksi voidaan naitd "ndenndisperussiirtoja” kuitenkin merkita kirjaimilla Ug, Fg
ja Lg oheisen kuvan mukaisesti. (Alaindeksi tulee englannin sanasta "slice”.) Oikeastaan
siis Us = UD™!, Fg = FB™! ja Lg = LR™!, ja niihin on vield lisittivi koko kuution
kéantdminen.

Rubikin ryhmé on méaritelmansd mukaisesti perussiirtojen virittdmaé, eli jokainen
Rubikin ryhmén alkio voidaan muodostaa dérellisend tulona perussiirroista tai niiden
kéédnteisalkioista.

Sitd ruutujen jarjestysté, johon perusjirjestyksessa oleva Rubikin kuutio joutuu tietyn
laillisen permutaation jalkeen, kutsutaan kuution tilaksi. Jokaista tilaa vastaa siis tietty
permutaatio, ja monesti tiloja nimitetdankin myos permutaatioiksi. Jos mihin tahansa
tilaan sovelletaan kyseisté tilaa vastaavan permutaation kddnteisalkiota, saadaan kuutio
palautetuksi perusjérjestykseen. Ongelmana on vain se, ettd kyseistd kdanteisalkiota ei
ole helppo palauttaa perussiirroiksi.

Maaritelma 2.4. Olkoon kuution tilaa vastaava permutaatio o. Kyseisen tilan rat-
kaiseminen tarkoittaa kiinteispermutaation o~! ilmaisemista perussiirtojen ja niiden
kéédnteisalkioiden avulla.

Rubikin kuution ratkaisualgoritmi on jokin menetelmé, jolla mikéd tahansa tila voi-
daan ratkaista. Ratkaisualgoritmin 16ytamiseksi tullaan jatkossa syventyméaén Rubikin
ryhmén rakenteeseen. Sité varten tdytyy kuitenkin ensin tutustua erdisiin permutaatio-
ryhmia koskeviin késitteisiin.

2.4. Syklit
Syklit ovat permutaatioita, jotka kuvaavat joitain alkioita keh&ssé toinen toisilleen:
T Xot—> T3> — Ty t— 1.

Muut alkiot sykli pitda paikallaan.

11



Maaritelma 2.5. Olkoon X jokin dérellinen joukko. Joukon X permutaatiota ¢ nimi-
tetadn sykliksi, jos 10ytyy sellainen x € X, ettd kaikilla y € X pétee

y=o*(z) jollain k € N tai oly) =vy.

Koska joukko X on dérellinen ja permutaatiot ovat bijektioita, voidaan todistaa, ettéa
jollain m > 0 pétee ¢™(x) = z. Pienintd tdllaista lukua n kutsutaan syklin pituudeksi.
Toisaalta syklié, jonka pituus on n, kutsutaan n-sykliksz.

Kuva 5: Eras 4-sykli.

Syklid, jonka pituus on n, voidaan merkitd seuraavasti:
(z o(x) o?(x) ... a" Hx)).

Jos n = 2, syklid nimitetddn vaihdoksi tai transpositioksi.

(123456
7“1 3625 4
on 4-sykli, silli 3 = o(2), 6 = 0%(2), 4 = 03(2), 2 = 0*(2) ja toisaalta o(1) = 1

ja o(5) = 5. Voidaan merkitd o = (2364) tai yhtd hyvin esimerkiksi o = (3642) tai
o = (4236). Sen sijaan permutaatio

(123456
\1 325 6 4

ei ole sykli, koska 3 = 0(2) ja 2 = 02(2), mutta o(4) # 4.

Esimerkki 2.6. Permutaatio

Jokainen permutaatio voidaan kirjoittaa erillisten syklien tulona. Tdmé& merkintédtapa
on yksikésitteinen lukuunottamatta sité, ettéd jokainen n-sykli voidaan kirjoittaa n:lla eri
tavalla ja lisdksi syklit voidaan kirjoittaa tuloksi missi jérjestyksessé tahansa (erilliset
syklit ovat keskenédén vaihdannaisia). Sykliesitys l6ydetddn lahtemélld jostain alkiosta
x ja muodostamalla siitd 1dhtevd sykli (z o(x)...). Sen jilkeen otetaan jokin alkio y,
joka ei esiinny jo muodostetussa syklissa ja muodostetaan siité lahteva sykli (y o(y)...).
Nain jatketaan, kunnes uusia alkioita ei enaé 16ydy.
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Esimerkki 2.7. Edellisen esimerkin permutaatio 7 voidaan kirjoittaa syklien tulona
muodossa 7 = (1)(23)(456).

Yhden alkion sykleja ei tarvitse merkitd sykliesitykseen. Téalloin edellisen esimerkin
sykliesitys olisi yksinkertaisemmin kirjoitettuna 7 = (23)(456). Jos sykliesityksessd on
vain yhden alkion syklejé eli kyseessa on identtinen permutaatio, niin talléin yksi 1-sykli
on kuitenkin merkittéva.

Jotta kuvauksen arvoa merkittéessé eivat sulut menisi sekaisin 1-syklin kanssa, mer-
kitdan toisinaan selvyyden vuoksi kuvaussulkuja hakasuluilla esimerkiksi seuraavasti:
7(4) = (23)(456)[4] = 5.

2.5. Permutaation etumerkki

Permutaatiot voidaan jakaa ns. parillisiin ja parittomiin permutaatioihin sen mukaan,
koostuvatko ne parillisesta vai parittomasta maérasta 2-sykleja eli vaihtoja. Seuraavaksi
on tarkoitus osoittaa, ettd jokainen permutaatio voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona ja
ettd vaikka tietty permutaatio voidaan kirjoittaa téllaisena tulona usealla eri tavalla,
vaihtoja tulee kuitenkin joka tapauksessa joko parillinen tai pariton méara.

Lause 2.8. Jokainen ddrellisen joukon permutaatio voidaan muodostaa 2-syklien tulona.
Toisin sanoen 2-syklit virittdvdt ryhmdn Sy,.

Todistus. Lahdetaédn liikkeelle permutaation sykliesityksestd. Jos permutaatiossa esiin-
tyy n-sykli 7 = (x122...x,), korvataan tdméa vaihtojen tulolla

7= (r122)(x223) -+ (Tp1p).

Helposti nahdédéan, ettd 7 = 7/. Jos nimittiin y # zj, kaikilla k, niin 7(y) = y = 7/(y).
Toisaalta jos 1 < k < n, niin 7(zg) = Tx41, ja télloin

' (xr) = (w122) (x223) - - - (Th—128) (TR Thg1) - - - (Tn—12n) [2]
= (v122)(z223) - -+ (Th17k) (ThTh41) [

= (z122)(z223) - - - (Th—12k) [Tht1]) = Tht1.

Edelleen 7(x,) = 21, ja

Tl(wn) = (.%'1.%'2)(1’21’3) to (xn—an—l)(xn—lxn)[xn]

= (v122)(z223)  + + (Tp—2@n_1)[Tn_1]

= (mlxg)[Cﬂg] = x.

Kun jokainen sykliesityksen sykli korvataan edelld mainitulla tavalla, saadaan permu-
taatio esitetyksi vaihtojen tulona. O
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Olkoon o € S,,. Merkitdan

Merkitaéan lisdksi A(id) = A,,.
Esimerkki 2.9. Jos o € S3, niin

A(o) = (0(2) —o(1))(0(3) — (1)) ((3) — 0(2)).
Talloin erityisesti
A(id)=A3=2-1)3-1)3-2)=1-2-1=2,
A((12)=(1-2)3-2)3-1)=-1-1-2= -2,
ja A((123))=3-2)1-2)1-3)=1-(—-1)-(-2)=2.
Huomaa, ettd tulon A(o) eri arvot poikkeavat toisistaan vain etumerkiltdén.

Tulon A(c) avulla voidaan mééritelld permutaation etumerkki. Osoitetaan kuitenkin
sitd ennen erds tekninen aputulos. Tamé tulos selittda samalla edellisessa esimerkissa
havaitun tulon etumerkkiin liittyvén ilmion.

Lemma 2.10. Kaikilla 0,7 € S,, pitee A(o) = (=1)* - A(0), missi k on sellaisten
parien i,j € Ny, lukumddrd, joilla j < i mutta 7(j) > 7(i). Erityisesti, jos o = id, vdiite
pitee muodossa A(T) = (—=1)F - A,,.

Todistus. Todistus perustuu seuraavaan havaintoon: koska 7 on bijektio, lukujen 7 ja j
kiydessd kertaalleen joukon N, parit ldpi, myos arvot 7(i) ja 7(j) kédyvéit kertaalleen
lapi samat parit, joskin eri jarjestyksessid. Taméan tiedon perusteella voidaan luvuilla 7
ja j indeksoityja tuloja indeksoida yhtéa hyvin luvuilla 7(7) ja 7(j).

Aina kun ¢ < j, pétee joko 7(i) < 7(j) tai 7(j) < 7(i), koska 7 on injektio. Néin ollen
tulo A(o7) voidaan aluksi jakaa kahteen osaan:

AoT) = H(UT(j) —o7(i)) = H(UT(j) —o7(i)) - H(UT(j) —o7(1)).

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
7()<7(j) 7(5)<7(%)

Kadnnetadn jalkimmaéisen tulon tekijat ympéri kertomalla ne luvulla —1, ja vaihdetaan
sitten samassa tulossa kertomisindeksit 4 ja j paittéin:

H(UT(j) —o7(1)) = H —(o7(i) —o7(4)) = H —(o7(j) — o7(1)).

1<i<j<n 1<i<j<n 1<j<i<n
7(5)<7(3) 7(5)<7(i) 7(1)<7(4)

Jos nyt merkitaén kirjaimella k£ niiden parien ¢, 7 € N,, lukumaéaraa, joille patee j < 7 ja
7(j) > 7(i), ndyttad kokonaistulo talta:

AoT) = H(JT(j) —o7(1)) - H —(o7(j) — o7(i))

1<i<j<n 1<j<i<n

() <T(5) (1) <7(4)

= (—1)k . H(UT(j) —o7(i)) - H(UT(j) —o7(i)).
1<i<j<n 1<j<i<n
() <7(5) () <7(5)
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Ensimmaéisessé tulossa esiintyy nyt sellaisia tekijoité, joilla ¢ < j, toisessa sellaisia,
joilla j < 4. Muita vaihtoehtoja ei kuitenkaan ole niin kauan kuin 7(7) < 7(j). Néin ollen
tulot voidaan yhdistéé, jolloin saadaan

Aor) = (=1)* H(UT(j) —o7(1)).

Lopulta voidaan kayttda hyvéiksi alussa tehtyd havaintoa. Yll& olevassa tulossa luvut
7(7) ja 7(j) kayvat kerran lapi kaikki sellaiset joukon N, parit, joille patee (i) < 7(j).
Téten tulo voidaan kirjoittaa vield kerran uudelleen korvaamalla 7(i) =4 ja 7(j) = j":

Aor) = (=D ] (0(") = o(?)) = (=1)* - A(o).

0<i’<j'<n
Néin on véite todistettu. O
Maaritelma 2.11. Permutaation o € S,, etumerkki on
sign(o) = —
Edellisen lemman perusteella kaikilla o € S, pitee sign(o) = 1. Permutaatiota kutsu-

taan parilliseksi, jos sen etumerkki on 1, ja parittomaksi, jos etumerkki on —1.

Aputuloksesta 2.10 saadaan tulkinta permutaation o etumerkille: se kertoo, onko sel-
laisia pareja i < j, joille péatee o (i) > o(j) (eli jotka vaihtavat jérjestystd), parillinen vai
pariton méaara. Aputuloksen avulla voidaan helposti todistaa myos eréds térked etumerkin
ominaisuus.

Lemma 2.12. Kaikilla o,7 € S,, pdtee sign(o7) = sign(o) sign(r).

Todistus. Olkoon k niiden parien i,j € N,, lukumééré, joilla i < j mutta 7(j) < 7(1).
Lemman 2.10 perusteella pétee

A7) = (-1)F - A,
joten (—1)* = sign(7). Nyt voidaan laskea samaisen lemman avulla
A(or) = (=1)* - A(0) = sign(r) - A(0).
Jakamalla tdmén yhtdlon molemmat puolet luvulla A,, saadaan
sign(oT) = sign(7) - sign(o),
kuten haluttiin. O

Permutaation etumerkin laskeminen mééaritelmén 2.11 perusteella on tyolasta. Seu-
raavan lauseen avulla etumerkki voidaan laskea helposti sykliesityksesté lahtien.
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Lause 2.13. Olkoon o € S,,. Jos sign(o) = 1 eli o on parillinen, jokainen o:n esitys
2-syklien tulona sisdltdd parillisen mddrdan tekijoitd. Jos taas sign(o) = —1, niin tekijoitd
on pariton maara.

Todistus. Lasketaan ensin mielivaltaisen vaihdon etumerkki kdyttdmalld lemmaa 2.10.
Olkoon 7 = (k1k2) € S, jokin vaihto. Liséksi voidaan olettaa, ettd k; < ko. Lasketaan,
kuinka monella parilla i, j € N,, pitee ¢ < j mutta 7(i) > 7(j), eli kuinka monen parin
jarjestys kadntyy vaihdossa toisin péin.

Olkoon siis ¢ < j. Kédydédan lapi eri tapaukset.

1) Mikali ¢ ¢ {k1,ko} ja j & {k1,ka}, niin 7(z2) = i ja 7(j) = 7, joten 7(i) < 7(j).
Jarjestys ei siis vaihdu.

2) Jos i = ko, taytyy olla j > ko. Talloin 7(i) = k1 < ko < j = 7(j), joten jérjestys
ei vaihdu.

3) Jos j = kq, tdytyy olla ¢ < k1, ja tilanne on samanlainen kuin edellisessé tapauk-
sessa. Jarjestys ei vaihdu.

4) Jos i = ky ja j = ko, niin 7(i) = j > i = 7(j). Tésté tulee siis yksi pari, jonka
jarjestys kaantyy.

5) Jos i = ky ja j # ko, niin 7(i) = ko ja 7(j) = j. Parin jirjestys kddntyy siis
tasmalleen silloin, kun k; < j < ko. Téllaisia tapauksia on ko — k1 — 1 kappaletta
(ks. kuva 6).

6) Jos j = kg jai # ki, tilanne on samanlainen kuin edellisessi tapauksessa. Pareja,
joiden jarjestys vaihtuu, on ko — k1 — 1 kappaletta.

Kuva 6: Vaihdon etumerkin laskeminen.

Yhteensé jarjestyksen kadntavia pareja on 14+2(ko —k; —1) = 2(ke —k1)+1 kappaletta.
Néin ollen lemman 2.10 mukaan

A(T) = (=1)2k2mk)FLU A = A

joten sign(7) = —1.
Olkoon sitten 0 = 779 - - - T, missé jokainen 75 on vaihto. Y14 suoritetun laskun seké
lemman 2.10 perusteella
sign (o) = sign (7 ) sign(re) - - - sign(7,) = (—=1)™.
Siispa vaihtojen médra m on pariton, jos ja vain jos sign(o) = —1. ]

Korollaari 2.14. Olkoon o = Ty -+ Ty € Sn, missd jokainen 1 on ny-sykli. Permu-
taatio o on pariton, jos ja vain jos summa (ng — 1) + (ng — 1) + -+ + (N, — 1) on
pariton.
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Todistus. Koska lauseen 2.8 perusteella jokainen n-sykli voidaan kirjoittaa n—1 vaihdon
tulona, permutaatio o voidaan kirjoittaa tulona, joka sisiltdd (ny — 1) + -+ + (n, — 1)
vaihtoa. O

Esimerkki 2.15. Permutaatio

|
Y
— =
oo N

—_
OOJ
(2 TSN
Sy Ot
NelNe))
—_

0
7) € Sio

voidaan kirjoittaa syklien tulona muodossa o = (2 8)(3 10 7)(4 5 6 9). Syklien pituuden
ovat 2, 3 ja 4. Koska summa (2 —-1)+ (3—1)+ (4 —1) =1+ 2+ 3 = 6 on parillinen,
niin sign(o) = 1.

Lopuksi voidaan vield mainita, ettd etumerkki on itse asiassa ryhméhomomorfismi.

Lause 2.16. Kuvaus o — sign(o) on homomorfismi ryhmdlta (S, o) kertolaskuryhmdlle

({1’ _1}’ )

Todistus. Koska jokaisella o pétee sign(c) = 1 tai sign(o) = —1, niin sign on kuvaus
Sp — {—1,1}. Toisaalta lemman 2.12 perusteella sign on homomorfismi. O
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3. Tekijaryhmat

Tekijaryhman késitteen avulla voidaan monimutkainen ryhmé jakaa osiin. Ideana on,
ettd voidaan erikseen tarkastella, miten laskutoimitus vaikuttaa néihin osiin kokonai-
suuksina, ja jattad hetkeksi huomiotta se, mité itse asiassa tapahtuu kunkin osan sisélla.

Tekijaryhmié varten madritellddn aluksi sivuluokat ja normaalit aliryhmaét.

Maaritelma 3.1. Olkoon G jokin ryhmé, jolla on aliryhmé H. Kullakin alkiolla g € G
médritellddn H:n vasen sivuluokka

gH ={gh|h e H}.
Vastaavasti voidaan mééritelld oikea sivuluokka Hg = {hg | h € H}.

Sivuluokista voidaan tehdd heti méaaritelméan perusteella muutamia havaintoja. En-
sinnédkin eH = H, jos e on ryhmén G neutraalialkio. Aliryhmé& on siis itse yksi sivuluo-
kistaan. Toisaalta, koska e € H, kaikilla g € G pétee g = g - e € gH. Jokainen ryhmén
alkio siis kuuluu johonkin sivuluokkaan, eli sivuluokat peittdvdt koko ryhmén G. Naméa
havainnot péatevat yhtd hyvin vasemmille kuin oikeillekin sivuluokille.

Esimerkki 3.2. Tarkastellaan ryhméé (Z, +) ja sen aliryhméé
47 = {n € Z | n on jaollinen 4:114}.
Etsitdén sivuluokat havainnoimalla. Ensinnédkin yksi sivuluokista on
0+4Z=4Z ={...,—4,0,4,8,12,... }.

(Huomaa, ettd kun ryhmén laskutoimituksena on yhteenlasku, sivuluokkamerkinnéssa-
kin on kertomerkin sijaan +-merkki.)
Muut sivuluokat saadaan lisdédmaélla eri lukuja aliryhmén 47 alkioihin:

1+4Z=1{...,-3,1,5,9,13,...}
24+4Z=1{...,-2,2,6,10,14,...}
3+4Z=1{...,—1,3,7,11,15,... }
4447 =1...,0,4,8,12,16,...}

Huomataan, ettd 4 + 47 on sama joukko kuin 47 ja ettd sivuluokkia ei endd tulee liséa,
vaikka kokeiltaisiin uusilla luvuilla: esimerkiksi 13 + Z on sama joukko kuin 1 + Z.
Jokainen kokonaisluku néyttdd nyt kuuluvan johonkin neljista sivuluokasta 47, 1 + 427,
2447 ja 3 + 47, ja jokainen naista sivuluokista sisiltda eri lukuja kuin toiset.
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Edellisessé esimerkisséd huomattiin, etté eri sivuluokat eivéat sisélténeet samoja alkioi-
ta. Tamé on itse asiassa yleinen saénto, joka voidaan osoittaa esimerkiksi seuraavasti:
oletetaan, ettd x € g1 H N goH eli ettd x = g1hy ja x = goho joillain hy, he € H. Talloin
g1 = xh!, ja kaikilla b’ € H pétee

gih! = xh{'h = ga hoh 'R’ € goH,
€eH

joten g1H C goH. Samalla tavoin ndhddian myos, ettd go H C g1 H. Siispa aina pétee
joko g1 H = goH tai g1 H N go H = ().

Jonkin aliryhmén vasemmat tai oikeat sivuluokat muodostavat siis koko ryhmén osi-
tuksen (ks. kuva 7). Tarkoituksena olisi nyt unohtaa sivuluokkien varsinainen sisélto ja
tutkia sitd, miten laskutoimitus kohtelee néita sivuluokkina kokonaisuutena. Olisi siis
tarkoitus laskea kokonaisten sivuluokkien tuloja giH - goH. Tallainen tulo on joukko,
joka siséltaa kaikki sellaiset alkiot gihigohs, joille patee hi, ho € H. Kyseessd on sama
joukko kuin g1 - (Hg2) - H, eli H:n oikean sivuluokan H g, alkiot kerrottuina vasemmalta
alkiolla ¢; ja oikealta kaikilla aliryhmén H alkioilla.

G

Kuva 7: Aliryvhmén H sivuluokat.

Ongelmana on nyt se, ettd joukko g1 H - go H ei vélttamatta ole itse sivuluokka. Téllai-
sessa tapauksessa ei kokonaisiin sivuluokkiin rajoittumisesta olisi paljon iloa, kun sivu-
luokkien joukko ei olisi suljettu laskutoimituksen suhteen. Ongelma kuitenkin ratkeaa,
mikéli H:n vasemmat ja oikeat sivuluokat ovat samoja. Talloin nimittdin pétee

g1l - goH = g1- (Hgz) - H=g1-(92H) - H = (9192)H - H = (9192)H,
ja néin ollen osien g1 H ja goH tuloksi tulee yksinkertaisesti osa (g192)H.

Maaritelma 3.3. Ryhmén G aliryhméa H kutsutaan normaaliksi, mikéali aliryhmén H
vasemman- ja oikeanpuoleiset sivuluokat ovat samat eli kaikilla g € G pétee gH = Hyg.
Jos H on G:n normaali aliryhmé, merkitddn H < G.

Jos ryhmaé on vaihdannainen, sen jokainen aliryhmé on normaali, silld on aivan sama,
kertooko g aliryhman alkioita vasemmalta vai oikealta puolelta.
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Seuraava lause antaa helposti tarkistettavan kriteerin sille, onko jokin aliryhmé nor-
maali vai ei.

Lause 3.4. Olkoon G ryhmd ja H sen aliryhmd. Aliryhmda H on normaali tdsmdalleen
silloin, kun kaikilla g € G pitee gHg™' C H eli

ghg~t € H jokaisella h € H.

Todistus. Ryhmé on normaali, jos kaikilla g € G patee gH = Hg. Kun yhtélén molem-
milla puolilla olevien joukkojen alkiot kerrotaan oikealta g:n kéénteisalkiolla, saadaan
joukkoyhtilo H = gHg'. Tamaé yhtilo pitee siis kaikilla g € G tésmilleen silloin, kun
H on normaali. Téstd nahdédn heti, ettd jos H on normaali, niin myos gHg~! C H
pétee kaikilla g € G.

Oletetaan sitten, ettd gHg~! C H pitee kaikilla ¢ € G. Olkoot § € G ja h € H. Nyt
my6s §~1 € G, joten oletuksen mukaan §~'hg = g 'h(g~!)~! € H. Edelleen

h=9(9 hg)g~" € gHJ™,

—_———
€H

mistéd seuraa, etti H C §H§!. Koska § oli mielivaltainen, pitee H C gHg ' kaikilla
g € G. Siispa gHg~! = H kaikilla g € G, ja H on normaali. O

Esimerkki 3.5. Ryhmé S5 koostuu kuudesta alkiosta: (12), (23), (13), (123), (132) ja
id. Tarkistetaan, onko aliryhma H = ((123)) = {id, (123), (132)} normaali. Lasketaan
sitd varten muotoa ghg~! olevat tulot, missi h € H. Niissi tapauksissa, joissa g € H
tai h = id, tulo kuuluu selvésti aliryhméén H. Toisaalta silloin, kun g ¢ H, alkio g on
vaihto, joten g~! = g. Laskettavat tulot ovat siis itse asiassa muotoa ghg. Saadaan

(12)(123)(12) = (132), (12)(132)(12) = (123)
(23)(123)(23) = (132), (23)(132)(23) = (123)
(13)(123)(13) = (132), (13)(132)(13) = (123).

Koska jokainen tulo ghg~! kuuluu aliryhméin H, kyseinen aliryhmé on normaali.
Olkoon nyt H' = ((12)) = {id, (12)}. Tama4 aliryhmé ei ole normaali, silld esimerkiksi

(123)(12)(123) 1 = (123)(12)(321) = (23) ¢ H'.

Maaritelmd 3.6. Olkoon H < G. Ryhméd, jonka alkioita ovat sivuluokat gH, missé
g € G, kutsutaan tekijaryhmdaksi. Tekijairyhméd merkitdéan G/H, ja sen laskutoimitus
noudattaa sdantoa g1 H - goH = (g1g2)H. Tekijaryhmén alkioita voidaan merkitd myos
gH = [g], jolloin laskuséénndoksi tulee [g1][g2] = [g192]-

Esimerkki 3.7. Koska ryhmé (Z, +) on vaihdannainen, sen kaikki aliryhmét ovat nor-
maaleja. Tutkitaan tekijaryhméad Z, = 7Z/47. Tamén tekijaryhmén alkiot ovat aiemmas-
sa esimerkissd méaritetyt nelji sivuluokkaa Z = [0], 1+Z = [1], 2+Z = [2] ja 3+7Z = [3].
Kyseessa on siis dérellinen 4 alkion ryhma. Tekijaryhman laskutoimituksen méaritelmén
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mukaan esimerkiksi [1] 4 [2] = [1 4+ 2] = [3] ja [3] + [4] = [7] = [3], missa viimeinen yht&-
suuruus tulee siité, ettd sivuluokat 7+ 7Z ja 3 4+ Z ovat sama joukko. Laskemalla kaikki
mahdolliset summat voidaan muodostaa tekijaryhmén laskutoimitustaulu:

+ [0] ] [2] [3]
oo (1] [21 [3]
]| ) 21 8 [0]
2121 (3] [0] [1]
B3 [0 1 [2]

3.2. Rubikin ryhman jako paikkojen ja asentojen mukaan

Tarkastellaan sellaista Rubikin ryhmén osajoukkoa R, jonka permutaatiot pitavit kuu-
tion jokaisen palan paikallaan, vaikka voivatkin muuttaa niiden asentoa.

Lause 3.8. Osajoukko R, on Rubikin ryhmdn normaali aliryhmd.

Todistus. Helposti ndhdéan, ettd R, on Rubikin ryhmén aliryhma. Jos nimittdin per-
mutaatiot o ja 7 pitavit kaikki kuution palat paikoillaan, myo6s niiden yhdistelmé o7
pitda palat paikoillaan. Toisaalta identtinen permutaatio pitdéd palat paikoillaan, ja jos
o ei liikuta paloja, ei myoskédn kianteiskuvaus o1 liikuta niité.

Osoitetaan sitten, ettd aliryhmd R, on normaali kdyttdmalld aiemmin todistettua
kriteerid 3.4. Olkoot 7 € R, ja o € R. Tarkastellaan yhdistelm#i oo~ ! siltd kannalta,
liikuttaako se paloja vai ei.

Jos o siirtdd jonkin palan paikasta A paikkaan B, niin ¢~ siirtda kyseisen palan
paikasta B paikkaan A. Koska 7 puolestaan pitdéd tuon palan paikallaan kohdassa A, ei
yhdistelmé liikuta lainkaan kyseistd palaa (ks. oheinen kuva). Sama péadttely voidaan
tehdé jokaisen palan kohdalla, joten yhdistelma ei liikuta paloja. Néin ollen o7o ! € Ry,
ja R, on normaali. O

1

Kuva 8: Yhdistelmé o7o ™! ei siirrd paloja.

Kutsutaan aliryhméaéd R, Rubikin asentoryhmdksi. Koska asentoryhmé on normaali,
voidaan madritelld tekijiryhma R, = R/R,. Téta tekijaryhméé kutsutaan puolestaan
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Rubikin paikkaryhmdksi. Tekijaryhméan alkiot ovat sivuluokkia [o]. Aina kun [o1] = [o2],
taytyy pated o1 € [o9], eli 07 = o9 o 7 jollain 7 € R,. Taméa tarkoittaa sité, ettd
saman sivuluokan alkiot eroavat toisistaan vain jonkin sellaisen siirron verran, joka ei
muuta palojen paikkoja. Tekijaryhma voidaan ndhda permutaatioryhména, jonka alkiot
permutoivat kuution paloja niiden asennoista valittamatta.

Ylla kuvatun jaon merkitys on siind, ettd sen avulla voidaan hetkeksi unohtaa, missa
asennoissa kuution palat ovat, ja keskittya niiden siirtelyyn. Kuution ratkaisemiseksi oli-
si annetusta asemasta o ldhtien 16ydettava perussiirtojen ketju, joka palauttaisi kuution
perusasemaan id. Edetdan ratkaisussa nyt niin, ettd yritetddn ensin palauttaa paikka-
ryhmdssd asema [o] asemaksi [id]. Koska [id] = R,, niin tdssid asemassa kaikki palat
ovat jo oikeilla paikoillaan mutta ne voivat olla vield véérissa asennoissa. Tamén jélkeen
katsotaan tarkemmin, mihin asemaan 7 aliryhméssd R, ollaan péaadytty, ja yritetddn
palauttaa tamé asema vield perusasemaksi id. Namaé vaiheet ndkyvét kuvassa 9.

Huomaa, ettéd toisinpéin eli asentoryhmaésté paikkaryhméén eteneminen olisi mahdo-
tonta, silla paloilla ei voi ajatella olevan mitaén "oikeita asentoja”, elleivéit ne ole oikeilla
paikoillaan. Tdmén seikan algebrallinen tulkinta on se, ettéd aliryhméssé on aina neutraa-
lialkio, mutta muissa sivuluokissa ei ole mitddn tdhén rinnastettavaa erityistd alkiota.
Jos siis asema sijaitsee jossain vadrdssd sivuluokassa, ei sivuluokan sisdlld ole mitdan
tiettyd suuntaa, johon ratkaisussa kannattaisi edeté.

R, = R/R,

Kuva 9: Ratkaisun vaiheet.

3.3. Algoritmi 1: nurkkapalojen 3-sykli

Kuten ylld todettiin, paikkaryhméd R, voidaan ajatella kuution palojen permutaatio-
ryhméné. Kukin sivuluokka [o] vastaa sité palojen permutaatiota, jonka o aiheuttaa. Jos
kaksi permutaatiota siirtdvit paloja samalla tavalla, ne kuuluvat samaan sivuluokkaan.

Liitteessd A.1 on esitetty siirtosarja, joka tuottaa erdiden nurkkapalojen 3-syklin paik-
karyhmaéssa R,. Jos kuutio asetetaan siten, ettd keltainen sivu on katsojaan péin ja sini-
nen sivu ylospéin, ja keltaisen sivun palojen paikat numeroidaan vasemmalta oikealle ja
ylhaalté alas keskipalaa lukuunottamatta numeroilla {1, ..., 8}, saatava 3-sykli on (163).
Se on esitetty kuvassa 10.
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/S (163) /S
1A 2 SC N 1C 2 3B
| |
6B 7 8 6A 7 8

Kuva 10: Nurkkapalojen 3-sykli.

3.4. Alternoivat ryhmat

On helppo néyttaé, ettd parilliset permutaatiot muodostavat symmetrisen ryhmén S,
aliryhman. Téta aliryhmaé nimitetadn alternoivaksi ryhmdksi ja merkitaén

A, ={o €S, |sign(c) =1}.

Tassa luvussa osoitetaan, etta alternoiva ryhmaé on normaali ja etté se jakaa symmetrisen
ryhmén kahteen yhté suureen sivuluokkaan, joista toinen siis sisdltda kaikki parittomat
permutaatiot.

Lause 3.9. Alternoiva ryhmd A, on normaali ryhmdssd S, .

Todistus. Kaytetdan lauseen 3.4 normaalisuuskriteerid. Olkoot 7 € A,, ja o € S, mieli-
valtaisia. Tarkastellaan yhdistelmén o7o~! etumerkkid. Ensinnikin havaitaan, etti

sign(o) sign(c 1) = sign(c 0o o) = sign(id) = 1,
joten sign(c~!) = sign(c). Néin ollen
sign(oro 1) = sign(o) sign(r) sign(o ') = sign(c)?sign(r) =1-1 = 1.

Nihdédn, ettd oro~ ! € A,,, mistd seuraa 04,01 C A,. Aliryhmi A,, on siis normaali.

O

Seuraavaksi ryhdytéédn tutkimaan, kuinka monesta alkiosta alternoiva ryhmaé koostuu.
Apuna kéytetddn algebran kurssilta tuttua Lagrangen lausetta, joka muistin virkistdmi-
seksi mainitaan téssé ilman todistusta.

Lause 3.10 (Lagrange). Olkoon G ddrellinen ryhmd, jolla on aliryhma H. Talloin
aliryhman alkioiden lukumddrd |H| jakaa koko ryhmdn alkioiden lukumdadrdin |G|. Lisdksi

aliryhmdan H wvasemman- ja oikeanpuoleisia sivuluokkia on yhtd paljon, ja kumpienkin
lukumddra on |G|/|H].

Lagrangen lause sanoo siis, ettéd sivuluokat jakavat ryhmén tasan yhté suuriin osiin.
Sivuluokkien lukuméédrdén nimitetdén aliryhmén indeksiksi ja merkitadn [G : H].
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Jotta voitaisiin péatelld alternoivan ryhmén koko, tarvitsee siis vain selvittdd, kuinka
monta sivuluokkaa silld on. Koska parilliset permutaatiot siséltyvat kaikki yhteen sivu-
luokkaan, muissa sivuluokissa voi olla vain parittomia permutaatioita. Osoittautuu, etté
my0s parittomat permutaatiot muodostavat yhden ainoan sivuluokan, jolloin Lagrangen
lauseesta seuraa, ettd kumpikin sivuluokka siséltda tdsmaélleen puolet ryhmén alkioista.

Lause 3.11. Alternoivalla ryhmdlld A, on tdismdlleen kaksi sivuluokkaa, jos n > 2.
Toisin sanoen alternoivan ryhman indeksi [Sy, : A, on 2, jos n > 2.

Todistus seuraisi suoraan nk. homomorfialauseesta, koska kuvaus sign : S,, — {1,—1}
on homomorfismi, jonka ydin on A, ja joka on surjektiivinen, kun n > 2. Homomor-
fialauseen mukaan nimittdin tekijaryhmé S, /A, on tilloin isomorfinen kahden alkion
ryhmén {1, —1} kanssa. Seuraavassa annetaan kuitenkin suora todistus, joka ei kdytéa
homomorfialausetta.

Todistus. Ensimméiseksi havaitaan, ettd jos n > 2, niin ryhmé S, sisiltda vaihdon (12).
Vaihto on pariton, joten (12) ¢ A, ja néin ollen sivuluokkia on vahintaan kaksi.

Olkoon sitten edelleen n > 2 ja olkoon ¢ jokin pariton permutaatio. Osoitetaan, etta
o € (12)A,,. Ensinndkin

sign((12)~lo) = sign((12)) - sign(o) = —1- (=1) = 1,
joten (12)~!o € A,,. Téten

o=(12)0(12)" o € (12)A,.
—
€A
Koska o oli mielivaltainen pariton permutaatio, ndhdéaan, ettd jokainen pariton permu-
taatio kuuluu samaan sivuluokkaan. Siispé sivuluokkia on tasan kaksi. U

Symmetrinen ryhmaé jakautuu siis tasan kahteen sivuluokkaan, joista toinen siséltaé
kaikki parilliset permutaatiot ja toinen kaikki parittomat. Sivuluokasta toiseen voidaan
siirtyd kertomalla annettu permutaatio milld tahansa parittomalla permutaatiolla.

Pienimpié epétriviaaleja parillisia permutaatioita ovat 3-syklit. Todistetaan vield lu-
vun lopuksi, ettd 3-syklien avulla voidaan muodostaa kaikki muutkin parilliset permu-
taatiot.

Lause 3.12. Syklit, joiden pituus on 3, virittdvdt alternoivan ryhmdn.

Todistus. Tarkastellaan mielivaltaista parillista permutaatiota o € A,,. Koska o on pa-
rillinen, se voidaan kirjoittaa tulona

T1P1 O T2P2 0+ O TmPm,

missé jokainen 7y ja jokainen p on vaihto. Osoitetaan, ettd jokainen yhdistelmé 7 pg
voidaan korvata joko 3-syklien tulolla tai neutraalialkiolla.
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Koska (ab) = (ba) patee kaikilla a,b € N,,, mahdollisia tilanteita on kolme:
1) jos mgpr on muotoa (ab)(ab), niin 7 p, = id

2) jos mgpr on muotoa (ab)(be), niin 7xp, = (abc)

3) jos mrpx on muotoa (ab)(cd), niin 7ipr = (abe)(bed).

Néhdéaén, ettéd jokainen kahden vaihdon yhdistelmé voidaan korvata 3-sykleilld tai neut-
raalialkiolla, joten permutaatio o voidaan kirjoittaa 3-syklien tulona. U
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4. Konjugointi

Usein ryhmén alkiot kuvaavat operaatioita jossain joukossa. Ryhméteoriassa taté kutsu-
taan ryhmén toiminnaksi. Permutaatiot ovat hyva esimerkki ryhmén toiminnasta. Kun
ryhmén alkiot kuvaavat operaatioita, joukon tietysséd osassa toimiva operaatio voidaan
siirtaé toiseen osaan konjugoimalla.

Maaritelma 4.1. Olkoon G ryhma ja olkoon g € G. Ryhmén G sisdistd kuvausta

€T gacg_1
nimitetdin konjugoinniksi ja tulosalkiota gxg~' alkion = konjugaatiksi. Konjugaattia
merkitdin myos grg~! = 9. Jos X on ryhmin G osajoukko, joukko

IX =gXg ' ={gzg™" |z € X}
on joukon X konjugaattijoukko.

Konjugointi on kadntyva operaatio: kun konjugoitu alkio 9z konjugoidaan uudestaan
alkiolla g1
on ainoana konjugaattinaan vain alkio itse, silld gxg™
Toisaalta epédvaihdannaisia ryhmié késiteltdessd konjugointi on hyvin yleinen tyokalu.
Esimerkiksi lauseen 3.4 normaalisuuskriteeri voidaan lausua muodossa: aliryhmé H on
normaali, jos ja vain jos se sisdltda kaikkien alkioidensa konjugaatit.

, saadaan alkuperainen alkio z. Jos ryhma on vaihdannainen, kullakin alkiolla
I = g7z = 7 kaikilla g € G.

Esimerkki 4.2. Tarkastellaan ryhmén Sg alkioita 7 = (123) ja o = (167)(259)(38). Nyt
o1 = (761)(952)(83) ja

77 = (167)(259)(38) (123) (761)(952)(83) = (586).

o o1

Konjugointi siirsi siis syklin 7 toimimaan lukujen 1, 2 ja 3 sijasta luvuilla 5, 8 ja 6.

Kuva 11: Syklin siirto konjugoimalla.
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Vaikka konjugointi onkin mééritelty vain ryhmén sisdiseksi kuvaukseksi, kyse on oi-
keastaan yleisemmaésté periaatteesta. Konjugoitavan alkion ei nimittdin tarvitse olla it-
se kddntyva. Jos esimerkiksi L on vektoriavaruuden V sisdinen lineaarikuvaus ja P on
kéantyva lineaarikuvaus avaruudelta V' avaruuteen W, voidaan konjugoimalla muodos-
taa avaruuden W sisiinen lineaarikuvaus PLP~!. Samaten jos f on topologisten ava-
ruuksien X ja Y véilinen homeomorfismi ja gx jokin jatkuva kuvaus avaruudelta X it-
selleen, saadaan avaruuteen Y jatkuva kuvaus gy = f o gx o f 1. Seuraava esimerkki on
lineaarialgebrasta.

Esimerkki 4.3. Olkoon annettu tasossa origon kautta kulkeva nouseva suora [, joka
muodostaa x-akselin kanssa kulman « (ks. kuva 12). Tarkastellaan lineaarikuvausta L,
joka projisoi minké tahansa tason pisteen kulmassa g suoralle (.

M
1
y©

Kuva 12: Projektiokuvaus.

Mainitun lineaarikuvauksen matriisia ei ole ihan helppo muodostaa, vaikka kuvaus on
geometrisesti yksinkertainen. Tiedetddn kuitenkin, ettd kuvauksella on kaksi ominaisar-
voa: suoran suunnassa olevilla vektoreilla x pétee Lx = z ja projektiosuunnassa olevilla
vektoreilla puolestaan Lx = 0. Ominaisarvot ovat siis 1 ja 0. Lineaarikuvauksen mat-
riisi voidaan niin ollen diagonalisoida niin, ettd se on muotoa D = P~'LP, missi P
on kannanvaihtomatriisi, joka vaihtaa kantavektoreiksi suoran ja projisoinnin suuntaiset
vektorit. Téssd uudessa kannassa ilmoitettuna kuvaus ainoastaan projisoi kohtisuoraan
jalkimmadisen koordinaatin suhteen, joten sen matriisiksi tulee diagonaalimatriisi

1 0
D= .
My6s kannanvaihtomatriisi P osataan muodostaa. Silld kertominen kiertda kantavek-

toreita (1,0) ja (0,1) niin, ettd ne tulevat suoran ja projisoinnin suuntaisiksi, joten
P(1,0) = (cosa, sin ) ja P(0,1) = (—cos(f — a),sin(f — «)). Kannanvaihtomatriisiksi
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tulee siis
cosa —cos(f — )
sina  sin(f — «)

Nyt siis alkuperainen lineaarikuvaus on saadun diagonaalimatriisin konjugaatti:
L=PDP "
Kuvauksen L matriisi voitaisiin helposti laskea téstd yhtalosté.

Edellisesté esimerkisté nakyy hyvin konjugoinnin yleinen periaate. Tarkasteltava line-
aarikuvaus on vaikeasti hahmotettava luonnollisessa kannassa, ja sen matriisi on moni-
mutkainen. Kannanvaihdolla voidaan siirtdé lineaarikuvauksen kuvailema operaatio hel-
pompaan koordinaatistoon, jolloin matriisistakin tulee selked. Operaation suorittamisen
jalkeen voidaan palata taas alkuperiiseen kantaan.

Esimerkki 4.4. Maaritellddn jokaisella n € Z kokonaislukuja permutoiva kuvaus o,
seuraavasti: jos n € Z, niin o, (x) = n + x kaikilla x € Z. Naméa kuvaukset muodostavat
ryhmin T = {0, | n € Z}, jossa id = 0¢, 01 0 0p = Opman ja 0, = 0. Ryhmi T on
vaihdannainen, silla

Om©O0p = Om+4n = On4m = Op OO

Vaihdannaisuuden takia konjugointi ryhméssé 7" ei muuta alkioita lainkaan. Asia voidaan
kuitenkin ndhda myds toisella tavalla.

Mikéli ryhmén alkiot nimittdin toimivat jossain joukossa, niiden konjugoiminen siir-
tda kyseisen toiminnan johonkin toisaalle samassa joukossa. Jos nyt péatee 7 = 7, tdma
tarkoittaa sitd, ettd alkio 7 toimi jo alun perinkin sielli, mihin ¢ sen toiminnan siir-
tda. Vaihdannaisen ryhmén jokaisen alkion toiminta ulottuu siis joka puolelle joukkoa,
eikéd konjugointia siksi tarvita mihinkadn. Tamaé ndhddan hyvin esimerkin ryhméssa 7',
silléd jokainen T:n alkio siirtdd kaikkia kokonaislukuja samalla tavalla, ja siksi alkion
konjugoiminen on tarpeetonta.

Koska konjugointi on saman operaation siirtamisté paikasta toiseen, voi olla toisinaan
hyodyllista tarkastella, mitké operaatiot ovat téssd mielessé samankaltaisia.

Maaritelma 4.5. Olkoon G ryhmé ja olkoon x € G. Alkion x konjugaattiluokka on
joukko
“z={gzg~" | g€ G}.

Kyseessé on siis niiden alkioiden joukko, jotka saadaan konjugoimalla alkiota .

Koska konjugointi on kédntyvé operaatio, x kuuluu y:n konjugaattiluokkaan, jos ja
vain jos y kuuluu z:n konjugaattiluokkaan. Toisaalta x kuuluu omaan konjugaattiluok-
kaansa, silld ®z = x, kun e on ryhmén neutraalialkio. Voidaan my6s helposti osoittaa,
ettad eri konjugaattiluokat ovat aina erillisid. Konjugaattiluokat muodostavat siis koko
ryhmén osituksen samalla tavoin kuin aliryhmien sivuluokat. Konjugaattiluokat voivat
kuitenkin olla keskenédén hyvinkin eri kokoisia.
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4.2. Konjugointi permutaatioryhmissa

Permutaatioiden konjugoiminen on helppoa ja symmetrisessa ryhmésséd konjugaattiluo-
kille saadaan yksinkertainen saanto.

Lause 4.6. Olkoot o,7 € S,,. Oletetaan, ettd T:n esitys erillisten syklien tulona on

T=(@11. - Tigy)  (@m1- T k)

Merkitidn o(x; ;) = x;] kaikilla © ja 3. Talloin T:n konjugaatille pdtee

o __ (] / / /
T = (.%'171 . .’Iijl) cee (.%'m71 e xm,km)'
Todistus. Merkitdan vaitteessa esiintyvéda tuloa

= (@ ) @ )

1 = 7/, Olkoon sitd varten y € N,, mielivaltainen. Koska ¢ on

bijektio, l6ydetddn jokin x € Ny, jolle y = o(x). Jos x ei esiinny 7:n sykliesityksessé, ei
myoskadn y esiinny 7/:n sykliesityksessi. Téssd tapauksessa 7/(y) = y ja

ja osoitetaan, etta oTo™

oro (y) =o7(z) = 0(x) = y.

Oletetaan sitten, ettd = esiintyy 7:n sykliesityksessa. Jarjestdmalld syklit tarvittaessa
uudelleen voidaan olettaa, ettd x = x1 1. Kun 1-syklit on jatetty pois, ndhddan, ettd

TO'_l(y) = T(.%') = (.%'171 e xl,kl)[mu] = 1‘172.

Toisaalta y = ) ;, joten

Tl(y) = (3511,1 e 9”/11“)[35/11] = 95/1,2 = o(r12).

Tissikin tapauksessa siis pitee 7/(y) = o(r12) = 070 1(y), joten viiite on todistettu.

O

Merkitadn luvuin nq,ns9,...,n,, permutaation o sykliesityksessa esiintyvien syklien
pituuksia (1-syklit mukaanluettuina) ja oletetaan lisdksi, ettd ny < mng < --- < n,,. Tal-
16in jono (nq,ne,...,n,,) on permutaation o syklityyppi. Lauseesta 4.6 saadaan suoraan
seuraava, seuraus.

Korollaari 4.7. Permutaatiot voivat kuulua samaan konjugaattiluokkaan vain, jos niilld
on sama syklityyppi.

Lause 4.6 néhtiin toiminnassa jo esimerkissa 4.2, jossa konjugoitiin 3-syklid 7 = (123)
permutaatiolla o = (167)(259)(38). Koska o:lle pétee (1) = 6, 0(2) = 5 ja o(3) = 8,
tuloksena on lauseen perusteella 3-sykli (658), kuten myds esimerkissé néhtiin. Tarkas-
tellaan seuraavaksi hieman monimutkaisempaa esimerkkié.
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Esimerkki 4.8. Valitaan jokin n-sykli 7 = (x1 22 ... z,) ryhméstd S, missd n > 3.
Tami n-sykli virittida aliryhmén H = {id, 7,72,..., 7" 1}. Osoitetaan, ettd H ei voi olla
normaali.

Jotta H olisi normaali, sen taytyy sisdltda kaikkien alkioidensa konjugaatit. Kuitenkin,
jos 0 = (x1 x2), niin lauseen 4.6 mukaan

7= (o 1 T3 ... Tp).

On helppo tarkistaa, ettd 7" (z2) = x1 vain, jos m = kn — 1 jollain kokonaisluvulla k,
mutta toisaalta 7°"~!(z) = x,, # x3 kaikilla k& € Z. Niin ollen °7 on eri permutaatio
kuin 7 kaikilla m, joten 7 ei kuulu aliryhméan H.

Téssé oletus n > 3 on vélttdméton, silld ryhméssd S3 aliryhmé ((123)) = A, on
normaali.

Kun kéytettavissa ovat kaikki symmetrisen ryhméan permutaatiot, myos kaikki mah-
dolliset konjugoinnit onnistuvat, ja konjugaattiluokat muodostuvat tasmélleen niisté per-
mutaatioista, joilla on sama syklityyppi. Jos sen sijaan rajoitutaan johonkin ryhmén S,
aliryhmaéén, konjugaattiluokat voivat hajota pienempiin osiin, kun konjugoivaa alkiota
ei enda l0ydykaan.

Esimerkki 4.9. Tarkastellaan ryhmén Sy aliryhmaé

Ds = {id, (1234), (13)(24), (1432),
(12)(34), (24), (14)(32), (13)}.

Ryhméa Dg nimitetadn nelion symmetriaryhmdksi. Nimitys johtuu siité, ettd jos nelion
nurkkien alkuperéiset paikat numeroidaan kuvan 13 mukaisesti, jokainen ryhmén Dsg
permutaatio vastaa sellaista nurkkien permutaatiota, joka siilyttda nelion rakenteen.
Toisin sanoen, jos neliéta kadnnellddn niin, ettd nurkat palaavat lopulta alkuperaisten
nurkkien paikoille, saadaan paikkojen vaihtumisesta ryhmén Dg permutaatio.

4 : 3
1

Kuva 13: Nelion kierto ja peilaus.

Neliota voidaan kddnnelld padasiassa kahdella tavalla. Ensimmainen tapa, neljannes-
ympyran kierto myotapaivadn, vastaa permutaatiota p = (1234). Tamé kierto voidaan
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suorittaa nelja kertaa, minké jalkeen nelié palaa alkuperiiseen asentoonsa, ja néin saa-
daan kierron virittdma aliryhma

R = (p) = {id, (1234), (13)(24), (1423)}.
——— ——
P> I
Toinen tapa on esimerkiksi pystyakselin varassa suoritettu peilaus 7 = (12)(34). Neliota
voi peilata myos vaaka-akselin seké eri ldvistédjien suhteen, mutta ndmé kaikki peilaukset
saadaan my6s yhdistdmalla jokin kierroista peilaukseen 7:

m=(12)(34), 7wp=(24), wp*=(14)(23) ja wp> = (13).

Alkiot p ja m siis virittdvét nelion symmetriaryhmén.

Etsitdén ryhmén Dg jako konjugaattiluokkiin. Neutraalialkion yksi6 {id} muodostaa
aina oman konjugaattiluokkansa. Toisaalta syklityyppi rajoittaa sitd, mitka alkiot voi-
daan saada toisistaan konjugoimalla. Kokeilemalla ndhdéan esimerkiksi, etté

™(1234) = (1432),

joten yhden konjugaattiluokan muodostavat 4-syklit (1234) ja (1423). Konjugoinnilla on
téssa erityinen geometrinen merkitys. Kun nelioon kédytetddn peilausta, nelié ikddn kuin
kéantyy nurin péin, taustapuoli eteen. T&ll6in neljanneskierto myotapaivain muuttuu-
kin alkuperéisessé neliossé neljinneskierroksi vastapédividdn. Sama toimii milld tahansa
peilauksella, ja kaikki ndm& myo6s tuottavat saman konjugaatin.

Pystypeilaus (12)(34) taas voidaan muuttaa vaakapeilaukseksi (14)(23) kiertdmalla
neliotd ensin neljanneskierroksen verran. Niinpé “(12)(34) = (14)(23). Myos diagonaa-
lipeilaukset (24) ja (13) toimivat téssd konjugoivina alkioina. Samalla tavoin ndhdéén
vield, ettd esimerkiksi ”(13) = (24).

Jéljelle jad vield kiertoalkio p? = (13)(24), joka on samaa syklityyppid kuin vaaka-
ja pystypeilaukset. Kierrolla konjugoiminen tuottaisi kuitenkin vain uuden kierron. Jos
taas konjugoitaisiin jollain peilausalkiolla 7, tulisi nelié kadnnetyksi ensin nurin péin ja
sitten kierron jéalkeen jdlleen oikein péain. Niinpé tuloksena ei voi olla peilausta, jossa
neli6 jéisi loppujen lopuksi nurin péin.

Algebrallisesti sama voidaan todeta, kun huomataan, etté kiertoryhmé R on itse asias-
sa normaali aliryhmé&. Sen indeksi on nimittain [Dg : R] = |Dg|/|R| = 8/4 = 2. Néin
ollen se sisiltdd kaikki konjugaattinsa, joten kierto p? ei voi konjugoitua ryhmén ulko-
puolella olevaksi peilaukseksi. Konjugaattiluokiksi saadaan siis lopulta seuraavat joukot:

{id}, {(1234), (1432)}, {(13), (24)}, {(12)(34), (14)(23)} ja {(13)(24)}.

4.3. Konjugointi Rubikin ryhmassa

Konjugointi auttaa Rubikin kuution ratkaisussa merkittavasti, silld sen avulla voidaan
opittu siirtosarja siirtdd kuution toiseen osaan. Oletetaan esimerkiksi, ettd halutaan
suorittaa paikkaryhmassd R, luvussa 3.3 esitetyn syklin asemesta kuvan 14 mukainen
3-sykli, joka liikuttaa paloja A, B ja D. T&lloin voidaan ensin suorittaa perussiirto B!,
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joka tuo palan D palan C paikalle (ja liikuttaa toki samalla muitakin paloja). Tadméan
jilkeen suoritetaan aiemmin opittu 3-sykli 7 ja lopuksi palautetaan pala C paikalleen
perussiirrolla R. On siis suoritettu konjugaattisiirto 7. Aiemman teoreettisen tarkaste-
lun perusteella tiedetaén, ettd kyseinen konjugaatti todella on 3-sykli eika liikuta muita
kuin haluttuja paloja.

/TN
D B
A C R'|A D D B R | D C
[ | ] X [
B B C A C A

Kuva 14: Opitun siirron konjugointi.

Jotta kaikki nurkkapalat saataisiin paikoilleen tunnettua 3-syklid ja sen konjugaatteja
soveltamalla, téaytyisi kahden ehdon téayttya: ensinndkin nurkkapalojen permutaation
pitéisi aina olla parillinen. Tadma johtuu siité, ettd 3-syklit ja niiden tulot ovat parillisia.
Toiseksi kaikkien konjugointiin tarvittavien permutaatioiden pitéisi olla laillisia siirtoja.

Ensimméinen ehto ei kuitenkaan péade, koska miké tahansa perussiirto on nurkkapalo-
jen kannalta 4-sykli, joka ei ole parillinen. Toisaalta, jos nurkkapalat ovat asennossa, joka
vastaa paritonta permutaatiota, niin tekemélld mika tahansa perussiirto saadaan tilan-
ne jalleen vastaamaan parillista permutaatiota. Talloin se on periaatteessa mahdollista
ratkaista 3-syklien avulla.

Kéaydédan nyt 1lapi kaikki mahdolliset kolmen nurkkapalan kombinaatiot ja osoitetaan,
ettd naista jokaista kohti 16ytyy permutaatio o, joka vie tunnettuun 3-sykliin 7 osallis-
tuvat palat noiden kolmen nurkkapalan paikalle. T&ll6in voidaan miké tahansa 3-sykli
suorittaa konjugaattina 7.

Lasketaan ensin, kuinka monta erilaista kolmen nurkkapalan kombinaatiota kuutiosta
yhteensa 16ytyy. Koska nurkkapaloja on yhteensd kahdeksan, lukuméara on (g) = 56.
Némé kombinaatiot jakautuvat kolmeen joukkoon A, B ja C, jotka ndkyvit kuvassa 15.
Jokaisen joukon sisilld kombinaatiot saadaan johonkin kuvan kolmesta asennosta koko
kuutiota kiertdmalla.

Lasketaan nyt kussakin joukossa A, B ja C olevien kombinaatioiden lukumaéra, jotta
varmistutaan siitd, ettd ndmaé joukot todella sisaltavét kaikki mahdolliset kombinaatiot.

A: Témé on ainoa joukko, jossa kaikki nurkkapalat ovat samalla sivulla. Sivuvaih-
toehtoja on kuusi, ja jokaisella sivulla kirjaimella K merkitty pala voi olla neljassé
eri kulmassa. Néin saadaan yhteensa 6 - 4 = 24 eri kombinaatiota.

B: Kirjaimilla S merkityt palat ovat samalla sdrmaélld. Taméa sdrmé voidaan valita
12 eri sirman joukosta. Kolmanneksi palaksi voidaan sitten valita jompi kum-
pi vastakkaisen sirmén nurkkapaloista. (Ndmé kombinaatiot saadaan toisistaan
kédntdmalld kuutio ylosalaisin.) Yhteensd saadaan siis 24 kombinaatiota.
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A B C

Kuva 15: Kolmen nurkkapalan kombinaatiot.

C: Nama kombinaatiot koostuvat kirjaimella N merkityn nurkkapalan viereisten nurk-
kien paloista. Nurkan N valinta méarad koko kombinaation téysin, ja se voidaan
valita vapaasti kaikkien kahdeksan nurkan joukosta. Kombinaatioita on siis 8.

Yhteensa edelld laskettuja kombinaatioita on juuri 24 + 24 + 8 = 56, joten kaikki
kombinaatiot kuuluvat johonkin luetelluista joukoista.

Seuraavaksi on tarkoitus osoittaa, ettd jokainen nurkkapalojen kombinaatio voidaan
tietylla konjugoinnilla palauttaa kuvan 15 vasemmanpuolimmaiseen asemaan, jossa li-
siksi oletetaan keltaisen sivun olevan katsojaan péin ja sinisen ylospéin. Télloin opittua
nurkkapalojen 3-syklid soveltamalla saadaan palat oikeaan jarjestykseen.

Kunkin joukon A, B ja C sisilla kombinaatiot saadaan johonkin kuvan muotoisista
asemista koko kuutiota kiertdmaélla. Téassé on kuitenkin se ongelma, ettd kuution kierros-
sa sivujen merkinndt muuttuvat: katsojaa kohti oleva sivu ei ehké enédéd olekaan keltai-
nen vaan esimerkiksi punainen. Talloin my0s siirtojen merkinndt muuttuvat, ja jokaista
tapausta varten pitéisi 16ytda oma konjugointi. Ongelmaan on kaksi ratkaisua.

Ensinnékin koko kuution kiertdmisen sijaan voidaan pitaé keskitahkosta kiinni ja kier-
tda vain rinnakkaisia sivutahkoja. Téalloin nurkkapalat pysyvét toistensa suhteen samas-
sa asennossa, mutta sivujen vérit eivit muutu (eli keltainen sivu on yhé katsojaan péin).
Tama siirto on sitten lisdttéva konjugoivaan siirtoon. Kaytannollisempi tapa on kuiten-
kin yksinkertaisesti kddntéaéd koko kuutiota ympéri ja nimeté sitten uudelleen perussiir-
rot niin, ettd edessid olevan uuden tahkon (ei ehké endd keltainen) kierto on F', uuden
ylatahkon kierto U jne. Tétéd ratkaisua kaytetdén seuraavan lauseen todistuksessa.

Lause 4.10. Mikd tahansa paikkaryhmdan 3-sykli, joka litkuttaa vain nurkkapaloja, on
mahdollinen siirto.

Todistus. Merkitddn luvussa 3.3 esitettyd nurkkapalojen 3-syklid kirjaimella 7. Valitaan
jokin kuution palojen paikkojen numerointi, jossa 7 = (123). Osoitetaan, ettd mité
tahansa kolmea nurkkapaikkaa a, b ja c kohti voidaan loytaa siirto o € Ry, jolle pétee
0{1,2,3} = {a,b,c}. Tilléin joko 77 = (abc) tai °7 = (acb), ja koska (abc)? = (ach),
kumpikin 3-sykli voidaan muodostaa.

Olkoot siis a, b ja ¢ jotkin kolme nurkkapalan paikkaa. Etsitdén konjugoivan siirron
o sijasta sen kéinteissiirto o~!. Témén muodostaminen koostuu seuraavista vaiheista:

33



1. Saatetaan koko kuutiota kiertdméalld kuutio johonkin kuvan 15 kolmesta asemasta,
minké jilkeen nimetdan siirrot uudestaan niin, ettd kuvan ylatahkon kiertdminen
on U, etutahkon kiertdminen F' jne.

1

2A. Jos paddyttiin asemaan A, siirto o~ on valmis.

2B. Jos paadyttiin asemaan B, kierretddn oikeaa tahkoa neljanneskierros vastapaivain
siirrolla R~!.

2C. Jos paddyttiin asemaan C', kierretddn ensin alatahkoa vastapdivédin, sitten oikeaa
tahkoa vastapéiviin, eli suoritetaan siirto R~1D~1.

Kaikissa tapauksissa saadaan konjugoiva siirto o', joka siirtdi nurkkapalat paikoilta
a, b ja ¢ paikoille 1, 2 ja 3. Tadmén kéanteissiirto on etsitty o. O

Kaytdnnossd vaiheiden 2A, 2B ja 2C konjugointeja ei tarvitse muistaa ulkoa vaan
niiden sijaan voi keksid kuhunkin tilanteeseen sopivan konjugointisiirron.

4.4. Ryhman keskus

Usein on hyodyllista tarkastella niiden alkioiden joukkoa, joilla konjugoiminen ei vaikuta
muihin alkioihin.

Maaritelma 4.11. Olkoon G ryhmaé ja olkoon z € G. Alkion x keskittdji on joukko

1

Co(r) ={g€G|grg =x}={g€CG|gzx=uxg}

Ryhmén G keskus on niiden alkioiden joukko, jotka eivédt konjugoitaessa liikuta mitaén
alkioita:
(G ={g €G|gr=ugkaikilaz € G} = ﬂ Ca(z).
zeG
Voidaan myo6s sanoa, etté keskus on niiden alkioiden joukko, jotka kommutoivat kaikkien
alkioiden kanssa.

On helppo ndhd4, ettd seké keskus ettd jokainen keskittdjd ovat koko ryhmén aliryh-
miéd. Keskus on lisiksi vaihdannainen ja normaali.

Vaikka keskittdjan méaéritelmé on annettu siind muodossa, etté sen alkioilla konjugoi-
minen ei vaikuta alkioon z, voidaan sama ajatella my0s niin, ettd x:1l4 konjugoiminen ei
vaikuta keskittdjan alkioihin. Tdmé& ndhdéén seuraavasta:

guvg*1 =2 < gr=x9g < g = xgwil.
Samaten keskus voidaan maééritelld niiden alkioiden joukkona, joihin mik&déan konjugointi
ei vaikuta. Téasta seuraa tietysti suoraan keskuksen normaalisuus.

Tarkastellaan seuraavaksi hieman keskittéjaaliryhmien Cg(z) sivuluokkia. Keskitta-
jan alkioilla konjugoitaessa = pysyy paikallaan, joten voisi olettaa, ettd kaikki samaan
sivuluokkaan kuuluvat alkiot tuottavat konjugoitaessa z:std saman konjugaatin. Tasta
havainnosta saadaan seuraava lause.
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Lause 4.12. Olkoon G ddrellinen ryhmda ja olkoon x € G. Keskittajin Ca(x) sivuluok-
kien lukumdadri [G : Cg(x)] on sama kuin alkion x konjugaattiluokan koko.

Todistus. Osoitetaan edelld mainittu seikka, eli ettd kaksi alkion x konjugaattia ovat
samat jos ja vain jos niitd konjugoivat alkiot kuuluvat samaan keskittajan sivuluokkaan.
Talloin konjugaatteja taytyy olla yhtéd paljon kuin sivuluokkia. Olkoot siis g1,g92 € G.
Talloin

—1 —1
Gl — 92 = 92 (glx) — 92 (92x)
—1 —1
— (92 91)1. — (92 92).%. =

= g5'q1 € Cq(x).

Saatiin siis, ettd kaksi konjugaattia ovat samat, jos ja vain jos alkio gy Lg1 kuuluu kes-
kittajaan. Talloin kuitenkin g; ja go kuuluvat samaan sivuluokkaan, joten viite on to-
distettu. O

Oheisessa kuvassa on havainnollistettu keskittédjdaliryhmén ja konjugaattiluokan suh-
detta. Alkion x konjugaattiluokka on neljan alkion joukko {z,y, z,w}. Saman alkion kes-
kittajélla puolestaan on neljé sivuluokkaa Cq(z), 91Cq(x), g2Ca(z) ja g3Cq(z). Kusta-
kin eri sivuluokasta otettu alkio tuottaa eri konjugaatin, esimerkiksi 9z = y, toisaalta
saman sivuluokan alkiot tuottavat aina saman konjugaatin. Huomaa, ettd konjugaatin
sijaintia ryhmaéssa ei tunneta; ei esimerkiksi pade valttamétta y € g1 Cq(x).

Kuva 16: Keskittdjan sivuluokat ja konjugaatit.

Esimerkki 4.13. Tarkastellaan permutaation 7 = (123) keskittdjaéa ryhméssd Ss. Kos-
ka permutaatiolla o konjugoiminen tuottaa 7:sta syklin (o(1) o(2) o(3)), tadytyy tutkia,
missé tapauksissa tdmé tulossykli on sama permutaatio kuin 7. Permutaatio 7 voidaan
kirjoittaa kolmella eri tavalla: (123), (231) tai (312). Naitd vastaavat konjugoivat per-
mutaatiot id, (123) ja (132). Muut ryhmén S5 permutaatiot eiviat pidd konjugoinnissa
7:ta paikallaan; esimerkiksi (1% (123) = (213) # (123).
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Syklin 7 keskittajé on siis Cq(7) = {id, (123), (132)}. Sen indeksi on
[93 : Ca(7)] = |93]/[Ca ()| = 6/3 = 2,

joten silld on itsensé lisdksi vain yksi sivuluokka. Témaé on 2-syklien muodostama joukko
(12)Ca (r) = {(12), (23), (13)}.

Edella todistetun lauseen mukaan jokaista keskittajan Cg(7) sivuluokkaa vastaa jokin
7:n konjugaatti. Koska symmetrisessé ryhméssa konjugaattiluokat méaaraytyvat syklityy-
pin mukaan, on 7:n konjugaattiluokka kahden 3-syklin joukko {(123), (132)}. Keskittaja
vastaa itse tietysti 3-syklid 7 = (123). Toinen sivuluokka vastaa talléin 3-syklid (132), ja
konjugoimalla permutaatiota 7 tuon sivuluokan alkioilla saadaankin seuraavat tulokset:

(12)(123) = (213) = (132),
(23)(123) = (132)
ia (13)(123) = (321) = (132).

Néhdéaén siis, ettd sivuluokan alkiot tuottavat kaikki saman 3-syklin.

Todistetun lauseen seurauksena saadaan nk. luokkayhtdilo. Numeroidaan &arellisen ryh-
mén G konjugaattiluokat Ay, As, ..., Ay, ja valitaan jokaisesta luokasta edustaja x; € A;.
Koska konjugaattiluokan A; koko on edellisen lauseen mukaan [G : C¢(x;)] ja konjugaat-
tiluokat muodostavat toisaalta koko ryhmén osituksen, pétee yhtélo

m

Gl =[G : Ca(xs)].

i=1

Tata yhtalod nimitetddn luokkayhtaloksi.

Luokkayhtélo koskee keskittdjien indekseja [G : Cq(x;)] eri konjugaattiluokkien edus-
tajilla z;. Keskukseen kuuluvilla alkioilla x; on tdhén liittyen erityisid ominaisuuksia.
Koska (G < Cg(x;) kaikilla ¢, luku [(G| jakaa jokaisen luvun |Cq(z;)| Lagrangen lauseen
mukaan. Loytyy siis luvut k; € Z, joille patee |Cq(x;)| = ki - |G| kaikilla . Edelleen
kaikilla ¢ pétee siis

Gl k-lG]
1 ~ [Ce(@)

Siispé jokainen indeksi [G : Cg(x;)] jakaa keskuksen indeksin [G : (G]. Liséksi x; kuuluu
keskukseen (G, jos ja vain jos G = Cg(x;), jolloin [G : Cg(x;)] = 1. Keskukseen kuuluvat
siis tdsmaélleen ne alkiot, joilla indeksi [G : Cg(z;)] on 1.

Edella tehtyja huomioita kéytetaén seuraavassa, luvun lopuksi esitettévassa luokkayh-
télon sovelluksessa.

G ¢C) =

Lause 4.14. Jos ryhmdn G koko on p", missi p on alkuluku ja r nollaa suurempi
kokonaisluku, ryhmdalld G on epdatriviaali keskus.
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Todistus. Olkoon ryhméan G konjugaattiluokkien maara m. Valitaan jokaisesta konju-
gaattiluokasta edustaja x; ja merkitdan n; = [G : Cg(x;)] kaikilla i. Luokkayhtdlon

mukaan
m
T
pr=> ni
i=1

Lagrangen lauseen perusteella jokainen indeksi n; jakaa koko ryhmén koon p”. Koska
p on alkuluku, téytyy jokaisen luvun n; olla muotoa p¥i jollain k; € N. Jos nyt keskus
olisi triviaali, 16ytyisi vain yksi indeksi 7, jolla p* = 1. Voidaan olettaa, etté kyseinen
indeksi on m, jolloin saadaan yhtélo

pr =p (pkl_l +pk2_1 -+ .. _i_pk'mfl—l) + 1.

Kyseisen yhtélon vasen puoli on jaollinen luvulla p mutta oikea puoli ei. Tama on risti-
riita, joten keskus ei voi olla triviaali. O

Lause 4.15. Jos G on ryhmd ja |G| = p?, missi p on alkuluku, G on vaihdannainen.

Todistus. Olkoon p alkuluku ja olkoon |G| = p?. Koska G:n keskus on G'm aliryhm,
Lagrangen lauseen mukaan |¢G| € {1, p, p?}. Edellisen lemman mukaan [(G| # 1. Téten
keskuksen indeksi eli tekijiryhmén G /(G koko on joko 1 tai p. Kummassakin tapauk-
sessa tekijaryhmé on syklinen. Téstd seuraa (todistus harjoitustehtavind), ettd G on
vaihdannainen. U
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5. Tuloryhmat

Jotkin ryhmaét voidaan jakaa toisistaan riippumattomiin osiin niin, etta jokainen ryhman
alkio saadaan tulona eri osista valituista alkioista. Téalloin ryhmé&éd voidaan késitella
osiensa tulona eli tuloryhmaéna.

5.1. Suorat tulot

Tarkastellaan aluksi permutaatioryhmiin liittyvad esimerkkié.

Esimerkki 5.1. Symmetrisestd ryhméstd Sy 10ytyy muun muassa syklien virittdmaét
aliryhmat

H = ((1234)) = {id, (1234), (13)(24), (1432)}
ja K = ((123)) = {id, (123), (132)}.

Néiden aliryhmien alkioista voidaan muodostaa tulojoukko H K, johon kuuluvat kaikki
muotoa hk olevat alkiot, missd& h € H ja k € K. Laskemalla kukin naistd 12 tulosta
nahdéaan, etta

HEK = {id, (1234), (13)(24), (1432),
(123), (1324), (142), (34),
(132), (14), (234), (1243) }.

Saatu tulojoukko ei kuitenkaan ole ryhmén Sy aliryhmé, koska esimerkiksi (1324) € HK,
mutta (1324)% = (12)(34) € HK.

Etsitdan nyt jokin ehto, jolla aliryhmien tulosta H K tulisi ryhmé. Kahden tulojoukos-
ta valitun alkion hqky ja hoks tulo on hikqihoks, joka ei valttdméatta kuulu joukkoon H K.
Erés tapa korjata tilanne on vaatia, ettd aliryhmien H ja K alkiot olisivat vaihdannaisia
keskendédn. Jos tdmé ehto toteutuu, edelld mainitussa tulossa péatee

hi kihg ko = hihoki ks,
ihd

ja oikeanpuoleinen tulo kuuluu nyt joukkoon H K. My6s minkéd tahansa tulojoukosta
poimitun alkion hk kéinteisalkio kuuluu téllsin joukkoon HK, silla h~! € Hja k™! € K,
ja niin ollen (hk)™' = k~'h™1 = h7'k~! € HK. Joukosta HK tulee tilloin aliryhmé,
silld my6s neutraalialkiolle péitee e =e-e € HK.

Maaritelma 5.2. Olkoot H ja K ryhmén G aliryhmié. Joukkoa H K kutsutaan aliryh-
mien H ja K sisdiseksi suoraksi tuloksi, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

1) hk = kh kaikilla h € H ja k € K

2) HN K = {e}, missd e on ryhmén G neutraalialkio.
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Sisédistd suoraa tuloa merkitddn H x K tai toisinaan (sisdisyyttd korostaen) myos
(H x K)s. Jos ryhméssi G on laskutoimituksena yhteenlasku, tuloa kutsutaan sisdiseksi
suoraksi summaksi ja merkitddn H @ K.

Edelld havaittiin, ettd kahden aliryhman siséinen suora tulo H x K on itsekin aliryhma.
My6hemmin ndhdddn myo6s toinen tilanne, jossa kahden aliryhmén tulosta HK tulee

aliryhma.
Esimerkki 5.3. Tarkastellaan symmetrisen ryhmén S5 aliryhmia
H = {id, (123), (132)} ja K ={id, (45)}.

Koska erilliset syklit kommutoivat keskendén, patee hk = kh kaikille h € H ja k € K.
Lisaksi H N K = {id}, joten joukko

HK ={id, (123), (132), (45), (123)(45), (132)(45)}
on aliryhmien H ja K suora tulo, eli HK = H x K. Huomataan, ettd H x K < S5.

Esimerkki 5.4. Tarkastellaan yhteenlaskuryhméé Z;s = {[0], [1],[2],...,[14]}, missd
[n] = [m] aina, kun m — n on jaollinen luvulla 15. Talld ryhmélla on aliryhmét

H = ([5]) ={[0}, [5], (101} ja K =([3)) = {[0], 3], [6], [9], [12]}-

Koska ryhmé Z;5 on vaihdannainen ja H N K = {[0]}, voidaan muodostaa aliryhmien
H ja K suora summa H & K. Lasketaan summa-alkiot oheiseen taulukkoon. (Jétetdan
taulukon alkioista hakasulut selvyyden vuoksi merkitsemétté.)

HoK |0 [5 [10]
o [0 5 10
B |3 8 13
6] |6 11 1
o |9 14 4
12 |12 2 7

Taulukosta huomataan, ettd H & K = Zq5. Lisdksi kukin ryhmén Z5 alkio esiintyy
taulukossa tasmalleen kerran.

Todistetaan seuraavassa lemmassa kaksi hyodyllistd ehtoa, jotka péatevét kaikille ryh-
mille, jotka voidaan esittda aliryhmiensd suorana tulona.

Lemma 5.5. Oletetaan, ettd H ja K ovat ryhmdn G aliryhmid ja ettd G = H x K.
Talloin seuraavat ehdot pdtevit:

1) Ryhmdt H ja K ovat G:n normaaleja aliryhmid.

2) Jokaisella alkiolla g € G on yksikdsitteinen esitys g = hk, missi h € H ja k € K.
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Todistus. Osoitetaan ensin, ettd ehto 1) pétee. Olkoot sita varten x € H, y € K ja
g € G. Osoitetaan, ettd konjugaatit 9z ja 9y kuuluvat edelleen aliryhmiin H ja K.
Koska G = H x K, voidaan kirjoittaa ¢ = hk joillain h € H ja k € K. Nyt pétee
kx = xk, joten

grg~ "' = h(ka)k 'h™ = h(zk)k~'h™! = hah™! € H.
Toisaalta my6s h(kyk—1) = (kyk=1)h, joten
gyg~" = h(kyk™)h™" = (kyk™Hhh™! = kyk™! € K.

Siispd 9z € H ja 9y € K, joten aliryhméat H ja K ovat normaaleja.
Todistetaan sitten ehto 2). Oletetaan, etta alkiolla g € G on esitykset tuloina hik; ja
hoks, missé hy,hy € H ja ki,ky € K. Siispd hi1ky = hoks, josta saadaan

hy'hy = koky .

Yl1la olevan yhtédlon vasemman puolen alkio kuuluu joukkoon H ja oikean puolen al-
kio joukkoon K, joten molemmat alkiot kuuluvat itse asiassa leikkausjoukkoon H N K.
Toisaalta suoran tulon médritelmén mukaan H N K = {e}, missd e on ryhmén G neut-
raalialkio. Taten h;lhl = e ja kgk:fl = e, mistd ndhdéan, ettd hy = ho ja ky = ko.
Alkion g esitys on siis yksikésitteinen. O

Lisdtieto. Aliryhmien sisdinen suora tulo voidaan mééritelld myos useammalle kuin
kahdelle aliryhmélle. Maaritelméa on aivan samanlainen kuin kahden aliryvhmén tapauk-
sessa. Jos aliryhmét ovat Hi, ..., H,, ehdoiksi tulee

1) hihj = hjhi, kun 7 7& 7, h; € H; ja hj S Hj
2) HiN(Hj Hj, -~ Hj, ) ={e}, kun i & {j1,... . jr—1}.

Suoraa tuloa voidaan talloin merkitd Hy x Ha X --- x H,, tai tulomerkinnalld [}, H;.
Maéaritelmé toimii my6s darettomén monen aliryhmén tapauksessa. Talloin kuitenkin
jokaisella suoran tulon [[;c; H; alkiolla on ddrellinen esitys h;, hi, - - - h;, , missé h;, € H;,
kaikilla k. Adretonts alkioiden tuloa ei nimittdin voida ryhmiéssi yleensd miiritelld.

Sisdinen suora tulo méidritelldén jonkin ryhmén G sisdltdmien aliryhmien vélilla. Koska
kuitenkin osoittautuu, ettd ndmé aliryhmét ovat tdysin riippumattomia toisistaan, ei
ympéroivad ryhmééd G oikeastaan tarvita mihinkdén, vaan suora tulo voidaan mééritell&
minké tahansa kahden ryhmén vélilla. Se, ettd ryhmissé on mahdollisesti tdysin erilaiset
alkiot ja laskutoimitukset, ei tuota estetta.

Maéaritelma 5.6. Ryhmien (G1,0) ja (Ga,*) ulkoinen suora tulo on ryhmé, jonka al-
kioina ovat parit (g1,¢92), missi g1 € G1 ja g2 € G2, ja laskutoimituksena

(91,92) - (41, 95) = (91 0 g1, 92 * g5).
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Ulkoista suoraa tuloa merkitddn G; x G tai toisinaan (G x Gg),. Jos molemmis-
sa ryhmissa kéaytetdan laskutoimituksena yhteenlaskua, voidaan ulkoista suoraa tuloa
kutsua myo6s ulkoiseksi suoraksi summaksi ja merkitd G @ Gs.

Se, etté ulkoinen suora tulo todellakin on ryhmé, on varsin helppo tarkistaa. Erityisesti
neutraalialkiona toimii pari (e, €2), missé e ja es ovat ryhmien G ja G neutraalialkiot,
ja alkion (g1, g2) € Gy x Gy kéinteisalkio on (g7, g5 ).

Esimerkki 5.7. Muodostetaan ryhmien

Zz ={[03,[1]3,[23}  ja  Zs={[0]s,[1]5, [2]5, 3]s, [4]5}

ulkoinen suora summa. Tulo koostuu pareista ([m]s, [n]5), jotka voidaan kirjoittaa ohei-
sen taulukon muotoon. (Jatetaéan jalleen taulukosta pois hakasulut alkioiden ympéarilta.)

Z3®Zs | [0]3 [1]3 2]5
05 | (03,05) (13,05) (23,05)
[1]5 | (0s,15) (13,15) (23,15)
2]5 | (03,25) (13,25) (23,25)
Bls | (03,35) (13,35) (23,35)
[4]5 | (03,45) (13,45) (23,45)

Kun verrataan saatua taulukkoa esimerkin 5.4 vastaavaan, huomataan, ettéd aikaisem-
man taulukon lukua [k];5 vastaa téssé taulukossa aina sellainen pari ([m]s,[n]s), jolle
patee [m -5+ n - 3l15 = [k]15. Ryhmén Z5 virittda alkio [1]5, silld kaikki ryhmén al-
kiot saadaan sen monikertoina. Taulukkoesityksestd péaétellen téaté alkiota vastaa pari
([2]3,[2]5), ja jos lasketaan kyseisen parin monikerrat summaryhméssé Zs @ Zs, saadaan

T = W N
~—~ o~~~
DO
w
[\
ot
~— — ~—
I
—~ o~ o~
08
w
03]
ot
SN—
|
—~
DO
w
w
ot
SN—

Laskemalla kaikki monikerrat huomataan, ettd pari ([2]s,[2]5) virittdd summaryhmén
Z3 @ Zs5. Nain voidaan lopulta todeta, ettd ryhmét Z,5 ja Zs @ Zs ovat isomorfiset, silla
ne ovat samankokoiset ja molemmat syklisié.

Kuvassa 17 on piirretty syklinen ryhmé Zi5 kahdella tavalla: yhtenéd pitkdné syklina
ja kahden ryhmén tulona.

Esimerkki 5.8. Muodostetaan ryhmien A, ja ({1,—1},:) ulkoinen suora tulo. Tulo
koostuu pareista (o, k), misséd o on joku parillinen permutaatio ja k = +1. Merkitdén
tdllaista paria yksinkertaisesti o, jos k = 1, ja —o, jos k = —1. Tuloryhmén koko on
2-]A,| = |Snl, ja houkutus olisi samastaa se symmetrisen ryhmén kanssa niin, ettd mii-
nusmerkkiset alkiot vastaisivat parittomia permutaatioita. Pateehdn myds tuloryhmassa

(=0) - (-=7)=(0,-1)-(1,—1)=(0oT,1) =0T,
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14 1 4+
13 2

3.

12 3
2-

1 4
1.

10 5

9 6 Oope——2,
8 7 0 1 2

Kuva 17: Kaksi tapaa hahmottaa 15 alkion syklinen ryhma.

eli kahden ”negatiivisen” permutaation tulo on positiivinen. Téllainen samastus ei kui-
tenkaan onnistu, silla esimerkiksi ryhmén S3 kaikki parittomat permutaatiot ovat vaihto-
ja, joten niiden toinen potenssi on identtinen kuvaus, mutta (—(123))? = (132). Yleisesti
voidaankin osoittaa, ettd ryhméat A, x ({1,—1},-) ja S, eivit ole isomorfisia muuten
kuin tapauksessa n = 2.

Jos Hy ja Hs ovat ryhmien (G ja G9 aliryhmié, niiden ulkoinen suora tulo on ryhmaé,
joka siséltyy ryhméén G X Go. Se on siis kyseisen ryhmén aliryhmé. Osoitetaan seuraa-
vassa lemmassa, ettd kahden normaalin aliryhmén tulo on my6s normaali koko ryhmien
tulossa.

Lemma 5.9. Jos Hi ja Hy ovat ryhmien Gy ja Go normaaleja aliryhmid, niin ryhmd
(Hy x Hs)y on normaali ryhmdassa (G X G2)y.

Todistus. Olkoot (hy,h2) € Hy X Hs ja (g1,92) € G1 x Go. Talloin pétee

(91,92)(h1,h2)(g1,92) " = (g1h1gy *, gahags b).

Lisaksi, koska Hp ja Hy ovat normaaleja, konjugaateille taytyy péted gihig; Le Hija
gohagy t € Hy. Siispi (91’92)(h1,h2) € Hy x Ho, joten H; x Hy on normaali. O

Aliryhmien sisdinen tulo poikkeaa ulkoisesta tulosta oikeastaan vain teknisiltd yksi-
tyiskohdiltaan. Seuraava lause osoittaa, ettd ndmé kéasitteet voidaan samastaa.

Lause 5.10. Olkoot G| ja Gy ryhmid.

a) O~n olemassa aliryhmdt GGy < (G1 x Ga)y, joille pitee Gi 2 Gy, Gy = Gy ja
(Gl X Gg)s = (Gl X Gg)u

b) Jos H ja K ovat ryhmdn G aliryhmid, jotka muodostavat sisdisen suoran tulon,
niin (H x K)s = (H x K),.

Jos ryhmé G on joidenkin aliryhmiensd H ja K sisdinen suora tulo, sitd voidaan
lauseen nojalla ajatella myos ulkoisena tuloryhménad H x K, jonka alkiot ovat pareja
(h, k). Tallainen pari samastetaan siind tapauksessa ryhmén G alkioon hk. Toisaalta, jos
G1 ja G9 ovat eri ryhmié, voidaan niiden ulkoisen suoran tulon alkiota (g1, g2) toisinaan
merkité yksinkertaisemmin g gs.
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Lauseen 5.10 todistus. Todistetaan aluksi ensimméinen véite. Olkoot siis G ja G2 jotkin
kaksi ryhmaéd, joiden neutraalialkiot ovat e; ja es. Tarkastellaan tuloryhmén (G x G2),,
aliryhmia G = (G1 x {e2})u ja Go = ({e1} X G2).. Selviistikin G = G ja Gy = Go.
(Isomorfismit kuvaavat (g1,e2) — g1 ja (e1,92) — go.) Lisdksi Gi NGy = {(e1,€2)} ja
kaikilla g1 € G ja go € Go pétee

(g1,e2)(e1,92) = (91, 92) = (e1,92)(g1,€2).

Aliryhmien G4 ja G5 tulo on siis suora, ja sitd voidaan merkité (él X ég)s. Edelleen
néhdddn, ettd jos (g1, g2) € (G1 X Ga)y, niin (g1, 92) = (g1, e2)(e1, g2), missi (g1, €2) € G1
ja (61,92) € (GGo. Téten (Gl X GQ)S = (Gl X Gg)u

Todistetaan sitten toinen véite. Olkoot H ja K ryhmén G aliryhmid. M&aritelldan
kuvaus ¢: (H x K), — (H x K)s kaavalla ¢(h,k) = hk ja osoitetaan, ettd se on
isomorfismi. Ensinnékin jokainen sisdisen suoran tulon alkio on muotoa hk joillakin
h € H ja k € K. Nyt pitee ¢(h, k) = hk, joten kuvaus ¢ on surjektio. Oletetaan sitten,
etta gp(hl,k‘l) = QD(hQ,k‘Q) joillain hy,he € H ja kqi,ky € K. Talloin siis h1ki = hoks
ryhméssia (H x K)sg, ja koska lemman 5.5 mukaan jokaisen sisdisen suoran tulon alkion
esitys téallaisena tulona on yksikésitteinen, tédytyy olla h1 = hy ja k1 = ko ja edelleen
(h1,k1) = (ha, k). Kuvaus ¢ on siis myds injektio. Homomorfisuus seuraa siité, ettd
yhtéloketju

©((h1,k1)(he, k2)) = @(h1he, kiks) = hihakike = hikihoko
= p(h1,k1) - p(ha, k2)

pétee kaikilla hy, ho € H ja ky, ko € K. Téassa kéytettiin sisdisen suoran tulon tekijéiden
vaihdannaisuutta. O

Suoran summan késite esiintyy usein modulien ja vektoriavaruuksien yhteydessa, jotka
ovat yhteenlaskun suhteen vaihdannaisia ryhmié. Esimerkiksi taso R? on ulkoinen suora
summa kahdesta ryhmaésta (R, +), silld sen alkiot ovat pareja (x,y), ja yhteenlasku toimii
komponenteittain: (x,y)+ (z,w) = (z + 2,y + w). Toisaalta taso on myds x- ja y-akselin
stsdinen suora summa, silld jokainen tason vektori voidaan kirjoittaa erdiden muotoa
z = (x,0) ja § = (0,y) olevien vektorien summana. Molemmat esitystavat kuvaavat
samaa rakennetta, ja niiden yhteys ilmenee kaavasta (z,y) = & + §.

Esimerkki 5.11. Osoitetaan, etté jos n > 2, ryhméa A, x ({1, —1},-) ei ole isomorfinen
ryhmén S,, kanssa. Jos néin nimittdin olisi, niin S,, olisi edellisen lauseen nojalla esi-
tettdvissd kahden aliryhménsd B ja C suorana tulona. Namé aliryhmét ovat molemmat
normaaleja lemman 5.5 perusteella, ja toinen niista sisaltda neutraalialkion lisdksi vain
yhden alkion: olkoon esimerkiksi C' = {id, o }. Naytetéén, ettd C ei voi olla normaali.

Koska 02 = id, koostuu o:n sykliesitys kokonaan erillisistd vaihdoista. Olkoon yksi
néistd vaihdoista (ab). Kun n > 2, 1dydetdin joukosta N,, jokin kolmaskin alkio c¢. Nyt
konjugaatin (9o sykliesityksessi esiintyy vaihto (ac), jota ei ollut o:n sykliesityksessé.
Niin ollen o # ("¢, joten ("o ¢ C. Tésté seuraa, ettd C ei ole normaali.

Koska ryhmé S, ei siis sisélld kaksialkioista normaalia aliryhméé, se ei voi olla iso-
morfinen suoran tulon A, x ({1,—1},-) kanssa.
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5.2. Tuloryhmat Rubikin ryhmassa

Rubikin kuution rakenteesta johtuen mitkéén lailliset permutaatiot eivét voi siirtaéd nurk-
kapalaan kiinnitettyd ruutua sdrmépalaan tai péinvastoin. Siispé sellaiset siirrot, jotka
koskevat vain nurkkaruutuja, ovat taysin riippumattomia sarméaruutuja liikuttavista siir-
roista, jolloin on samantekevéé, tekeekd pelkkiin nurkkaruutuihin vaikuttavan siirron
ennen pelkkiin sarmaruutuihin vaikuttavaa siirtoa vai toisinpéin. Téllaisten pelkéstdan
yhdentyyppisiin ruutuihin vaikuttavat siirtojen joukot muodostavat Rubikin ryhméssa
sisdisen suoran tulon.

Tassa luvussa médritellddn edelld mainittu Rubikin ryhmén sisédinen suora tulo seké
osoitetaan muutama tamaéan tuloryhmén ja Rubikin ryhmén véliseen suhteeseen liittyva
lause, joiden avulla voidaan mychemmin ratkaista kaikki paikkojen ryhmén R, asemat.
Tehtévan helpottamiseksi tarkastellaan myos Rubikin ryhmén ulkopuolisia ruutujen per-
mutaatioryhmén aliryhmia.

Merkitdaén kirjaimella N kaikkien nurkkapalojen ruutujen joukkoa ja kirjaimella S
kaikkien sérméruutujen joukkoa. Olkoon edelleen Sy nurkkaruutujen permutaatioiden
ryhmaé, ja Sg vastaavasti sirméruutujen permutaatioiden ryhma. Jos kaikki ruudut nu-
meroidaan luvuilla 1, . .., 48, ndiden permutaatioryhmien voidaan ajatella olevan ryhmaéan
Syg aliryhmia.

Edelld mainittujen ryhmien kéasittelyd helpottaa, kun otetaan kayttoon kantajan ké-
site. Jos permutaatio o toimii perusjoukossa X, sen kantaja on

supp(0) = {& € X | o(x) # a}.

Permutaation kantaja on siis niiden alkioiden joukko, joihin permutaatio vaikuttaa epé-
triviaalisti. Esimerkiksi permutaation (156)(28) kantaja ryhméssd Sg on {1,2,5,6,8}.
Permutaation kantajalle pdtee muun muassa seuraavat ominaisuudet:

1) o(x) € supp(o), jos ja vain jos x € supp(o)
2) supp(o) = supp(c~ )
3) supp(o o 7) C supp(c) U supp(T).

Naiden ominaisuuksien todistaminen on helppo harjoitustehtéva.
Nyt voidaan maéritelld ryhmét Sy ja Sg kantajan késitteen avulla seuraavasti:

Sy ={0o € Ssg |supp(c) C N} ja Ss= {0 € Sy |supp(c) C S}.

Koska mikddn ruutu ei ole kiinni sekd nurkka- ettd sdrmépalassa, joukot N ja S ovat
erillisid. Téstd seuraa, ettd nurkka- ja sdrmépaloja permutoivat aliryhmét Sy ja Sg
muodostavat suoran tulon ryhméssé Syg. Tama todistetaan seuraavassa lauseessa hieman
yleisemméssd muodossa.

Lause 5.12. Olkoot G ja H joukon X symmetrisen ryhmdn Sx aliryhmid. Oletetaan,
ettd joillain joukoilla A,B C X pitee AN B = (), supp(c) C A kaikilla 0 € G ja
supp(o) C B kaikilla 0 € H. Talloin G ja H muodostavat suoran tulon ryhmdassd Sx .
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Todistus. Ensinnikin huomataan, etté jos ¢ kuuluu molempiin ryhmiin G ja H, taytyy
péted supp(c) C AN B =0, eli o(x) = x kaikilla alkioilla x € X. Téten o = id.

Olkoot sitten 0 € G jaT € H. Jos x € supp(o), permutaation kantajan ominaisuuksien
perusteella pétee o(x) € supp(c). Koska supp(7) Nsupp(o) = 0, ndhddéan etta 7(z) = z
ja myoskin 7o (z) = o(x). Taten

To(x) =o(x) = o7(x).
Jos taas x € supp(7), niin 7(z) € supp(7), ja samoin kuin edellé saadaan
or(z) =7(x) = T0().

Lopulta jos = ¢ supp(c) U supp(7), niin o(x) = 7(x) = z, joten o7(x) = 7o(x). Néin
on osoitettu, ettd or = 7o, eli aliryhmét G ja H ovat keskendén vaihdannaisia. Ne
muodostavat siis suoran tulon. O

Ryhmit Sy ja Sg muodostavat suoran tulon kaikkien ruutujen permutaatioryhméssé
Syug. Kaikki nédiden ryhmien alkiot eivit kuitenkaan ole laillisia siirtoja. Méaritelldan
siksi vield erikseen edelld késiteltyjen ryhmien Rubikin ryhméan siséltyvat osat.

Maaritelms 5.13. Leikkausjoukkoa R,, = R N Sy kutsutaan Rubikin nurkkaryhmdksi
ja leikkausjoukkoa Ry = R N Sg puolestaan Rubikin sdrmdryhmdksi.

Rubikin nurkkaryhmaé siséltaé sellaiset lailliset siirrot, jotka liikuttavat vain nurkka-
ruutuja, ja sarmaryhmé puolestaan on niiden laillisten siirtojen joukko, jotka liikutta-
vat vain sirméaruutuja. Koska ndmé joukot on méaritelty kahden ryhmén leikkauksina,
ne ovat itsekin ryhmid ja siten Rubikin ryhmén aliryhmid. Edelleen ryhmat R, ja Ry
muodostavat Rubikin ryhmén siséisen suoran tulon, silld niiden kantajat ovat erilliset
(kantajat siséiltyvit edelleen joukkoihin N ja S). Tuloryhméan R, x Rs kuuluvat siir-
rot koostuvat nurkkiin ja sdrmiin vaikuttavista osista, joita voidaan késitelld toisistaan
riippumatta. Rubikin ryhméssd on kuitenkin myos sellaisia siirtoja, jotka eiviat kuulu
kyseiseen tuloryhméan. Kuvassa 18 on esitetty Venn-diagrammina Rubikin ryhman ja
tuloryhmén R,, x R, suhde.

R

'S

{id} R,

Kuva 18: Tuloryhmén R,, x R, asema Rubikin ryhméssa.

Jako nurkka- ja sirméryhmiin heijastuu myos asento- ja paikkaryhmiin. Asentoryhméa
koskeva tulos voidaan jélleen antaa yleisessd muodossa.
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Lause 5.14. Jos H < G ja N <G, niin HNN < H.

Todistus. Kahden aliryhmén leikkaus on aliryhma, joka sisdltyy kumpaankin leikkaa-
vaan aliryhméén. Se on siis erityisesti niiden molempien aliryhmé. Lisdksi, josn € HNN
ja h € H, niin "n € N, koska N on normaali G:ssé, ja "n € H, koska n € H. Téten
H N N on normaali aliryhmé H:ssa. O

Koska asentoryhmé R, on Rubikin ryhmén normaali aliryhmd, ovat leikkausryhmét
Ry =R, NR, ja Rse =RsNR,

edellisen lauseen nojalla normaaleja vastaavissa ryhmissa R,, ja R,. Néin ollen voidaan
muodostaa tekijaryhmat

Rnp = IRTL/]Rna ja Rsp = Rs/Rsa-

Naiden tekijaryhmien tulkinta on se, ettd R,,m alkiot vaihtavat vain nurkkapalojen
paikkoja ja Ry, alkiot vain sarmdpalojen paikkoja, niiden asennoista vélittamatta.

Naytetddn viela lopuksi, ettd tekijaryhmét R,,, ja Ry, voidaan upottaa luonnollisella
tavalla Rubikin paikkaryhméén, jossa ne muodostavat suoran tulon. Merkitddn téssa
yvhteydessa eri aliryhmiin liittyvid sivuluokkia seuraavasti:

[0]ln = 0Rua,  [T]s = TRse ja  [p] = pRe.
Tassa tietysti 0 € R, 7 € R ja p € R.

Lause 5.15. a) Tekijaryhmdt Ry, ja Rg, ovat isomorfisia joidenkin Rubikin paikkaryh-
mdn Ry, aliryhmien kanssa. Isomorfismeiksi voidaan lisiksi valita kuvaukset o1 ja 2,
joille patee 1 : [o], — [o] kaikilla o € Ry, ja pa: [T]s — [7] kaikilla T € Rs.

b) Ryhmien Ry, ja Ry, kuvat a)-kohdan isomorfismeissa muodostavat suoran tulon
ryhmdssd R,,.

Lauseen a)-kohdan merkitys on seuraava. Ajatellaan esimerkiksi nurkkaryhméaan kuu-
luvia permutaatioita valittdmatta palojen asennoista. Tama on tietysti sama asia kuin jos
ajateltaisiin sellaisia paikkaryhmén siirtoja, jotka vaikuttavat vain nurkkapaloihin. Ky-
seesséd on kuitenkin eri tekijaryhmét, silld ne on muodostettu eri normaalien aliryhmien
avulla. Teknisesti ottaen aliryhmén R,,, sivuluokat ovat suppeampia kuin aliryhmén R,.
Nyt todistettava lause antaa tekijaryhmien vélille luonnollisen isomorfismin.

Lauseen 5.15 todistus. a) Tarkastellaan ryhmééa R,,,. Toisen ryhmén tapauksessa todis-
tus on aivan samanlainen. Koska ollaan mééritteleméssd kuvausta tekijaryhmaéltd johon-
kin toiseen ryhmaén, on aluksi tarkistettava, ettd kuvauksen arvot eivét riipu sivuluokan
edustajan valinnasta.

Olkoon ¢ € R,,. Jos nyt [0], = [0'], jollain ¢’ € R,, niin 0~ 'o’ € R,,. Erityisesti
talloin pitee oo’ € R, eli [0] = [0/]. Siispd jokaista sivuluokkaa [0, € R, vastaa
yksikésitteinen sivuluokka [o] € R,, joten voidaan méaritelld kuvaus ¢ : Ry, — RR,, jolle
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patee ¢([o],,) = [o]. Téallainen kuvaus on lisiaksi homomorfismi, silli kaikilla 01,09 € R,
patee

e([o1]n) - p1([o2]n) = [01] - [02] = [o102] = ¢([0102]n) = @([o1]n - [02]n)-

Osoitetaan, ettd kuvaus ¢ on injektio. Oletetaan sitd varten, ettéd [o1] = [o2] joillain
01,09 € R,,. Talloin pétee o7 Loy € R,. Toisaalta patee my6s oy Loy € R,,, koska R,, on
ryhmé. Siispi o7 Lo € Ry eli [01],, = [09],,. Kuvaus ¢ on siis injektiivinen homomorfismi
ryhmalle R,, joten l&htéryhmé R,,, on isomorfinen kuvaryhmén Im(¢) < R,, kanssa.

b) Osoitetaan, ettd kuvaryhmét

H={c]eR,|ceR,} ja K={[r]eR,| TR}

muodostavat suoran tulon paikkaryhméssa R,. Olkoot 0 € R,, ja 7 € R;,. Koska R,, ja
R muodostavat suoran tulon, patee ot = 7. Niinpa

o] - [r] = [o7] = [ro] = [7] - [o].

Kuvaryhmét H ja K ovat siis keskendén vaihdannaisia.

Oletetaan sitten, ettd [r] € H N K jollain R. Talléin [r] = [o] joillain o € R, ja
[r] = [r] jollain 7 € R,. Pyritdén osoittamaan, ettd [r] = [id]. Télloin kuvaryhmien
leikkaus on triviaali.

(Huomaa, etté téssi ei voida olettaa alkion 7 kuuluvan molempiin ryhmiin R, ja R;.
Voisi nimittéin olla, ettd joukoilla R,, N [7] ja Ry N [7] ei olisi yhtdén yhteisid alkioita.)

Koska [o] = [7], ndhd&én etta

o=r7p jollain p € R,.

Taméan yhtdlon vasemmalla puolella oleva permutaatio kuuluu ryhméin R,,, joten se
ei lilkkuta sdrmépaloja paikoiltaan. Toisaalta oikealla puolella oleva permutaatio on tulo
sirmaryhmén ja asentoryhmén siirroista, joten se ei liikuta nurkkapaloja paikoiltaan.
Koska vasen ja oikea puoli ovat samat, kumpikaan permutaatio ei liikuta mitdan paloja
paikoiltaan. Taten o € R, eli [o] = [7] = [id]. O

Lauseen a)-kohta pétee ryhmissé yleisesti, kun ryhmét on mééritelty lausetta 5.14
vastaavalla tavalla: talléin ryhméa R,,, vastaa ryhméd H/(H N N) jne. Téllaiset aliryh-
mén tekijaryhmét voidaan siis aina upottaa laajempaan tekijaryhméain G/N. Sen sijaan
b)-kohdan tulos ei pade yleisesti edes permutaatioryhmilld, vaikka aliryhmien kanta-
jat olisivatkin erilliset. Upotetut tekijaryhmét saattavat nimittain yleisessa tapauksessa
leikata toisiaan epétriviaalisti. Rubikin kuution rakenne kuitenkin estda tdmén.

Kuvassa 19 on kaavamaisesti esitetty tuloryhmén R, x R, rakenne. Kullakin vaaka-
rivilld vierekkéiset ryhmét muodostavat suoran tulon. Niin kuin aiemmin on mainittu,
jos annettu Rubikin kuution asema sisdltyy tuloryhméian R,, x R, nurkkaruudut voi-
daan ratkaista sarméruuduista riippumatta. Asema on nimittdin téalldéin tulo kahdesta
permutaatiosta, joista toinen vaikuttaa pelkkiin nurkkaruutuihin ja toinen pelkkiin sér-
méruutuihin. Voidaan esimerkiksi ratkaista ensin nurkkaruudut (vasen sarake), sitten
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sarmaruudut (oikea sarake). Edelleen seké nurkka- ettd sarmépalojen kohdalla voidaan
noudattaa aikaisempaa jakoa, jossa ratkaistaan ensin palojen paikat, sitten niiden asen-
not. Ensin siis kaytettdisiin jompaa kumpaa kuvion alarivin ryhmééd (paikkaryhmé),
sitten sen ylédpuolella oleva ryhméa.

R

S

Kuva 19: Tuloryhmén R,, x R, rakenne.

Toisaalta miké tahansa asema voidaan ratkaista myo6s ratkaisemalla ensin kaikkien pa-
lojen paikat, sitten niiden asennot. Lauseen 5.15 a)-kohdan perusteella paikkoja muutta-
vat nurkkaryhmaén permutaatiot ovat sama asia kuin nurkkiin kohdistuvat paikkaryhmén
permutaatiot, ja sama pétee sdrméaryhmélle. Lisiksi saman lauseen b)-kohdan mukaan
nurkka- ja sdrmépalojen paikkaryhmét muodostavat suoran tulon koko paikkaryhmés-
sd, joten ne voidaan myos ratkaista toisistaan téysin riippumatta. Jokainen tuloryhméan
R, x R4 asema voidaan siis ratkaista esimerkiksi siirtdmélla ensin nurkkapalat paikoil-
leen, ratkaisemalla sitten sdrmien paikat ja asennot, ja asettamalla lopuksi nurkat oi-
keisiin asentoihin. Muutkin yhdistelmét ovat mahdollisia; ainoa rajoitus on, ettd ennen
kutakin ylarivin ryhmaé on ratkaistava sen alapuolella oleva ryhma.

Edellé esitetyt ratkaisuvaihtoehdot toimivat kuitenkin vain tuloryhmaéssa R,, xRy, joka
ei sisélla kaikkia mahdollisia asemia. Luvussa 5.4 selvitetddn, miten yleisesta tapauksesta
voidaan aina siirtyd tuloryhméén.

5.3. Algoritmi 2: sarmapalojen 3-sykli

Sarmépalojen siirtelyd varten on tunnettava jokin sdrmépalojen 3-sykli. Jaljempéané tul-
laan ndkemadn, etta tdma 3-sykli voidaan konjugoida mille tahansa toiselle sdrmépalojen
3-syklille, ja tdmé johtaa lopulta koko paikkaryhmén ratkaisuun.

Valittu 3-sykli on esitetty kuvassa 20. Kun palojen paikat numeroidaan kuvan mu-
kaisesti, sykli on muotoa (2 4 10). Itse siirtosarja loytyy perussiirtojen avulla esitettyné
liitteesta A.2.

5.4. Rubikin paikkaryhman ratkaiseminen

Tassa luvussa tarkistetaan ensin, etta kaikki sarméapalojen 3-syklit ovat mahdollisia siir-
toja. Sen jélkeen tutkitaan Rubikin paikkaryhmén parillisuusominaisuuksia, joita hyvék-
si kdyttden saadaan lopulta nurkka- ja reunapalat oikeille paikoilleen.
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L L 4 5 (2 4 10) L L 4 5
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12 12
9 10C 11 9 10 [11

Kuva 20: Sdrmépalojen 3-sykli.

Kéaydéaan ensin ldpi kaikki kolmen sdrméapalan kombinaatiot samalla tavoin kuin lu-
vussa 4.3 tehtiin nurkkapaloille. Téall4 kertaa kombinaatioita tulee yhteenséa (12) = 220

3

kappaletta, ja ne voidaan jakaa 13 joukkoon kuvan 21 mukaisesti. Kunkin joukon sisélla
kombinaatiot saadaan kuvan mukaiseen asentoon koko kuutiota kiertamalla.

Lasketaan kunkin edelld mainituista joukoista sisdltdmien kombinaatioiden lukumaé-
rd, jotta varmistutaan siitd, ettd muita kombinaatioita ei ole.

Ay

A25A35A4

Fi, Fy

Kirjaimilla N7 ja No merkityt palat voivat sijaita milla tahansa kuution kuudesta
sivusta neljassa eri nurkassa. Kolmas pala on aina palaa N; vastapaita. Joukossa
on siis 6 - 4 = 24 kombinaatiota.

Niamé kombinaatiot saadaan joukon A; kombinaatioista yksikéasitteisella tavalla,
nimittain kiertamalla ylatahkoa kussakin tapauksessa tietyn verran. Kussakin jou-
kossa on siis 24 kombinaatiota.

Kirjaimilla N7 ja No merkityt palat voivat sijaita milla tahansa kuution kuudesta
sivusta neljassd eri nurkassa. Kolmas pala sijaitsee vastakkaisen nurkkasdrmén
keskelld. Kombinaatioita on 6 - 4 = 24 kappaletta.

Kaikki kolme palaa sijaitsevat samalla keskitahkolla. Keskitahkoja on yhteensé
kolme, ja kirjaimella K merkitty pala voi olla mika tahansa keskitahkon neljasta
reunapalasta. Vaihtoehtoja on siis yhteensé 3 - 4 = 12 kappaletta.

Kirjaimella S merkityt palat voivat sijaita vierekkdin milld tahansa kuution kol-
mesta keskitahkosta. Vaihtoehtoja niiden sijainnille saadaan yhteensd 12. Kolmas
pala voidaan sen jalkeen valita vastakkaisen sivutahkon jommasta kummasta reu-
nasta. Nama vaihtoehdot saadaan toisistaan kddntdmaélla kuutio ylosalaisin. Kom-
binaatioita on siis 24.

Kaikki palat sijaitsevat samalla sivutahkolla. Sivutahkoja on kuusi, ja kirjaimella
K merkitty pala voidaan valita kullakin tahkolla 4 palan joukosta. Kombinaatioita
on siis 24.

Naissa tapauksissa kirjaimella K merkitty pala voidaan valita kunkin sdrmén kes-
kelté, ja kaikki kolme palaa méaraytyvat sen mukaan. Molemmissa joukoissa on
siis 12 kombinaatiota.
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Kuva 21: Kolmen sédrmépalan kombinaatiot.

G1,G9 Kirjaimella K merkitty pala voidaan valita vapaasti kaikkien nurkkapalojen jou-
kosta, ja muut palat maédrdytyvit sen mukaisesti. Vastakkaisia nurkkia vastaa kui-
tenkin sama kombinaatio, joten néissd joukoissa on kummassakin 8/2 = 4 kombi-
naatiota.

H Kirjaimella K merkitty pala voidaan valita kustakin nurkasta, ja palat sijaitsevat
sen vierelld. Kombinaatioita on 8 kappaletta.

Yhteensé luetelluissa joukoissa on 7-24 + 3 -12 + 8 4+ 2 - 4 = 220 kombinaatiota.

Lause 5.16. Mikd tahansa ryhmdan R, 3-sykli, joka litkuttaa vain sirmdpaloja, on mah-
dollinen siirto.
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Todistus. Kuten luvun 4.3 vastaavassa todistuksessa, jossa tarkasteltiin nurkkapalojen
3-sykleja, tassakin riittad todistaa, ettd jokaista kuvassa 21 lueteltua kombinaatioiden
joukkoa kohti l6ytyy siirto, jolla palat saadaan kirjaimella A; merkittyyn perusasemaan.
Edelleen kunkin kombinaatiojoukon sisélla kombinaatio saadaan kuvan mukaiseen ase-
maan kuutiota kiertdmalld, jonka jélkeen siirrot voidaan nimetd uudelleen niin, ettéa
katsojaan péain olevan tahkon kierroksi tulee F', yldtahkon kierroksi U jne.

Konjugoivan siirron kaénteissiirto 16ytyy seuraavasti. Ensin saatetaan kuutiota kier-
tdmaélld kuutio johonkin kuvan 21 kolmestatoista asemasta, joista jokaisessa oletetaan
sinisen sivun osoittavan ylospéin ja keltaisen sivun katsojaan péin. Jos paddyttiin ase-
maan Ajp, siirto on valmis. Muuten suoritetaan (uudelleen nimettyja) perussiirtoja ohei-
sen taulukon mukaisesti riippuen siitd, mihin asemaan péaddyttiin. (Siirrot suoritetaan
oikealta vasemmalle.)

asema siirto asema siirto

Ay U1 E R

As U? Fi RD™!

Ay U Fy RU

B U-'D'R G UF~1R?
C R'B-1 G RU-t
D R™! H RD™'R™!

Kaikissa tapauksissa l6ytyy siirto, jonka kaanteissiirrolla konjugoiminen tuottaa ha-
lutun 3-syklin. O

Osoitetaan seuraavaksi lemma, joka liittyy siirtojen parillisuuteen. Merkitdan sita var-
ten kaikkien nurkkapalojen paikkojen permutaatioryhméd S%; ja samaten kaikkien reu-
napalojen paikkojen permutaatioryhméé S%. N&itd ryhmid voidaan ajatella symmetrisen
ryhmén Sy (kaikkien palojen permutaatiot) aliryhminé. Ne muodostavat liséksi suoran
tulon ryhmésséd Sao, silld supp(v) Nsupp(o) = 0 kaikilla v € SX; ja o € SE.

Lemma 5.17. Jos 7 on Rubikin paikkaryhmdn siirto, sille loytyy yksikdsitteinen esitys
parina T = (v,0), missi v € SX, ja o € S%. Lisiksi pitee sign(v) = sign(o).

Todistus. Koska 7 on paikkaryhmén siirto, se voidaan esittad paikkaryhmén perussiir-
tojen 71, ..., 7, tulona. Kaikkien palojen permutaatioiden ryhméssé Ssg jokainen perus-
siirto 7; on puolestaan kahden erillisen 4-syklin tulo, joista toinen liikuttaa vain nurk-
kapaloja, toinen vain sirmépaloja. Merkitdén niitd 4-sykleja v; € S, ja o; € S%. Koska
ryhmét Sﬁ, ja Sg muodostavat suoran tulon, voidaan kirjoittaa 7; = (14, 0;) jokaisella i.
Naiin saadaan siirrolle 7 esitys

T =(v1,01) (v, 0n) = (12" Vn, 0102+ On).

Merkitadn nyt v = vy --- v, ja 0 = 01 - - - 0. Koska kaikki siirrot v; ja o; ovat 4-sykleja,
patee
sign(v) = (—=1)" = sign(o). O
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Jokainen Rubikin paikkaryhmén R, siirto voidaan kirjoittaa parina (v,0) € S}, x S%.
Jos my6s v ja o kuuluvat ryhméén R, niin (v,0) on tuloryhméssa I@np X I@Sp, missa
Rnp ja Rsp ovat lauseen 5.15 antamat ryhmien R,,, ja Ry, isomorfiset kuvat ryhmésséa
R,. Edellisen lemman avulla saadaan nyt lause, joka mahdollistaa paikkaryhmén ratkai-
semisen. Merkinndisséd samastetaan téstedes ryhmat R, ja R, isomorfisten kuviensa
kanssa.

Lause 5.18. Oletetaan, ettdc 7 = (v,0) € Ry,. Jos sign(v) = 1 tai sign(o) = 1, niin v
ja o kuuluvat paitkkaryhmdadan Ry,. Lisaksi tuloryhmdn R, X R, indeksille paikkaryhmdn
aliryhmdnd pdatee Ry : Ry, x Rgy] < 2.

Todistus. Oletetaan, ettd sign(v) =1 tai sign(o) = 1. Edellisen lemman perusteella pa-
tee talloin sign(v) = sign(o) = 1. Lauseissa 4.10 ja 5.16 on osoitettu, ettéd kaikki nurkka-
ja sarmépalojen 3-syklit ovat mahdollisia siirtoja, ja lauseen 3.12 mukaan jokainen pa-
rillinen permutaatio saadaan 3-syklien yhdistelména. Téten v € R, ja sama pétee myos
permutaatiolle o.

Osoitetaan sitten, ettd [R, : Ry, x Rgp] < 2. Olkoon m = (71, m2) jokin paikkaryhmén
perussiirto. Oletetaan, ettd 7 = (v, 0) € R, ei kuulu tuloryhméén R,,, x R,,. Todistuksen
alun perusteella joko sign(rv) = —1 tai sign(o) = —1. Tallin taytyy kuitenkin edellisen
lemman mukaan olla sign(v) = sign(c) = —1, ja koska perussiirrolle toisaalta pétee
sign(m1) = sign(me) = —1, saadaan

sign(rm;'v) =1 ja sign(mylo) = 1.
Y1Ii osoitettiin, ettd tdmin perusteella yhdistelmd 7= 17 = (7] Ly, Ty 10) kuuluu tulo-
ryhméén R,,, x Ry, joten 7 € m(R,, x Ryp). Koska miké tahansa tuloryhméén kuuluma-
ton permutaatio kuuluu yhteen tiettyyn tuloryhmén sivuluokkaan, sivuluokkia voi olla
korkeintaan kaksi. O

Edellisen lauseen nojalla Rubikin kuution palat saadaan oikeille paikoilleen seuraavalla
tavalla:

1. Selvitetddn, onko ratkaistavassa asemassa nurkkapalojen (tai sdrmépalojen) per-
mutaatio parillinen. Jos ei ole, tehdddn jokin perussiirto. Tamén jéalkeen sekd
nurkka- ettd sdrmépalojen permutaatio on parillinen.

2. Ratkaistaan nurkat ja sdrmat erikseen aiemmin opittujen 3-syklien ja niiden kon-
jugaattien avulla.

5.5. Puolisuorat tulot

Kahden aliryhmén suorassa tulossa eri aliryhmien alkiot kommutoivat keskendan. Talléin
aliryvhmat ovat toisistaan riippumattomia. Ehtoa voidaan kuitenkin lieventad, jos vain
halutaan kahden aliryhmén tulon olevan ryhmaé eiké riippumattomuudella ole niin vélié.

Tarkastellaan kahta aliryhméd N ja H jossain ryhméssd G. Tulojoukon alkiot ovat
muotoa nh € N H, ja kahden téllaisen alkion tulo on nihinohs. Jotta tdmé alkio kuuluisi
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edelleen joukkoon N H, riittdéa ettd toinen aliryhmisté, vaikkapa N, on normaali. Talloin
nimittdin ndhdéaén, ettd N:n vasemman sivuluokan alkio hijno kuuluu myos vastaavaan
oikeanpuoleiseen sivuluokkaan, joten hino = n’hy erdilla n’ € N. Niin ollen

nihy - nohy = nln' -hihy € NH.

Tulojoukko on siis suljettu laskutoimituksen suhteen. Samalla tavoin ndhdaan myos, etté
kidnteisalkiot ovat mukana tulojoukossa, silld (nh)~t = h=In=1 = n/h~! eridlla n’ € N.

Maaritelmd 5.19. Ryhmén G aliryhmét N ja H muodostavat sisdisen puolisuoran
tulon, jos seuraavat ehdot patevat:

1) N on normaali G:ssi
2) NN H = {e}, missi e on ryhmén G neutraalialkio.
Puolisuoraa tuloa merkitdén NH = N x H tai HN = H x N.

Esimerkki 5.20. Alternoivalla ryhmélld A4 on normaali aliryhmé
N = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Tarkastellaan tdmén lisdksi 3-syklin virittdméaa aliryvhméd H = {id, (123), (132)}, joka
ei ole normaali (esim. (34)(123) = (124) ¢ A4). Néiden aliryhmien leikkauksessa on
vain identtinen permutaatio, joten ne muodostavat puolisuoran tulon N x H. Kootaan
kyseisen tulon alkiot taulukkoon.

NxH| id (12)(34) (13)(24) (14)(23)
id id  (12)(34) (13)(24) (14)(23)
(123) | (123)  (243) (142) (134)
(123) | (132)  (143) (234) (124)

Jokainen alternoivan ryhmaén alkio esiintyy taulukossa tdsmélleen kerran. Voidaan siis
todeta, ettd N x H = Ay ja jokaisella A4:n alkiolla on yksikésitteinen esitys tulona noh,
missi n € N jah e H.

Aivan kuten suoran tulon tapauksessa, myos puolisuorassa tulossa N x H alkioiden esi-
tykset muodossa nh ovat yksikésitteisid. TAmé seuraa mééritelmén kohdasta 2). Kahden
alkion tulon esitys saadaan seuraavasta yhtélosta, joka péatee kaikissa ryhmissa:

7”L1h1 . nghg = nl(hlnghl_l)hlhg = nlhlng . hlhg. (5.1)

Puolisuoran tulon tapauksessa aliryvhmé N on normaali, joten konjugaatti *'nsy kuuluu
edelleen aliryhméan N.

Ylla oleva kaava kertoo, ettéd ei-normaalin ryhmén H alkiot voidaan kertoa keskenédén
N:n alkioista riippumatta aivan kuten suorassa tulossa, mutta normaalin aliryhmén al-
kioita kerrottaessa on toista konjugoitava ensin H:n alkiolla. Kyseessé on siis erdénlainen
puolittainen riippumattomuus.
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Jos normaali aliryhmé on tulossa oikeanpuoleisena, kaava (5.1) tulee muotoon
h71
thLl . h2n2 = h1h2 -2 ning.

Kaavan (5.1) avulla voidaan mééritelld myos kahden erilaisen ryhmén ulkoinen puo-
lisuora tulo. Ongelmana on vain se, ettd alkion n konjugointi alkiolla h ei onnistu, jos n
ja h ovat eri ryhmissé. Téallainen ulkoinen konjugointi voidaan kuitenkin mééritella, kun
ensin mietitddn, minkélainen operaatio konjugointi itse asiassa on.

Konjugoinnissa jokaiseen ryhmén G alkioon ¢ liitetdédn kuvaus z +— 9z. Tamé kuvaus
on ryhmén G sisdinen automorfismi eli bijektiivinen homomorfismi ryhmélta itselleen.
Liséksi konjugointi toteuttaa ns. ryhmdan toiminnan ehdot: neutraalialkiota vastaa ident-
tinen kuvaus z — x, ja alkioiden tuloa vastaa yhdistetty kuvaus, nimittiin 9"z = J (hx)
Namé ominaisuudet huomioiden voidaan méaritelld ryhmén konjugointi toisessa ryh-
mAssa.

Maaritelma 5.21. Olkoot G ja H ryhmid. Kuvausta g — ¢, joka liittdé jokaiseen G':n
alkioon g jonkin kuvauksen ¢, ryhmalta H itselleen, kutsutaan konjugoivaksi toimin-
naksi, jos seuraavat ehdot tayttyvat:

1) kuvaus ¢4 on isomorfismi (eli automorfismi) jokaisella g € G

2) @, on identtinen kuvaus, jos e on G:n neutraalialkio

3) Pgigs = Pg1 © Py, kaikilla g1, 92 € G.

Konjugoivan toiminnan késitteen sekéd kaavan (5.1) avulla voidaan madritelld kahden
mielivaltaisen ryhmén puolisuora tulo.

Maaritelma 5.22. Olkoot (N, ©) ja (G, *) ryhmid. Oletetaan, ettd on mééritelty jokin
ryhmén G konjugoiva toiminta g — ¢4 ryhmassa N. Ryhmien N ja G ulkoinen puolisuora
tulo N x G muodostuu pareista (n, g), missi n € N ja g € G. Laskutoimitus maaritelldén
kaavalla

(11, g1)(n2, g2) = (11 © g, (n2), g1 * g2).

Toisin pédin merkityssd puolisuorassa tulossa G x N laskutoimitus on vastaavasti
(g1,m1)(g2:n2) = (91 % g2, @y, (n1) o na).

Tuloa voidaan merkitd myos ulkoisuutta korostaen (N x G), tai (G x N),.

Ulkoisen suoran tulon rakenne riippuu valitusta konjugoivasta toiminnasta ja eri valin-
nat tuottavat erilaisen tulon. Toiminnaksi voidaan myds valita ¢, = id kaikilla g, jolloin
puolisuorasta tulosta tulee suora tulo.

Toisin kuin suoran tulon tapauksessa, ulkoisesta puolisuorasta tulosta on vaikea dkki-
seltddn ndhdé, ettd se todella on ryhma. Todistetaan tdmé seuraavaksi.

Lause 5.23. Ryhmien (N,o) ja (H,x*) puolisuora tulo on ryhmd.
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Todistus. Puolisuora tulo on suljettu méaaritellyn laskutoimituksen suhteen, koska kon-
jugaatti ¢g, (n2) on ryhmén N alkio ja siten tulo n; ¢ ¢g4, (n2) kuuluu ryhméén N. Tar-
kistetaan ryhmén aksioomat.

1) Laskutoimitus on liitdnnéinen, silld kaikilla ny, ng,ng € N ja g1, 92,93 € G pitee

n1 o g, (n2), g1 * g2)(n3, g3)
n1 ¢ Yy, (712 S Pg1xgo (ns), g1 * g2 * 93)
(

((n1,91)(n2,92)) (n3,93) = (
= (
(”1 0 @41 (n2) © @g, (Pgy(13)), g1 * g * 93)
= (
= (
= (

ny <>90511 12 ¢ Py, (n3))a g1 * g2 * 93)
n1,91)(n2 © g, (n3), g2 * g3)
711,91)((712,92)(713,93))-

Téssa kaytettiin hyviksi muun muassa niité tietoja, ettd ¢q(ning) = @g(n1)pq(n2) ja

Pgig2(n) = g, (Pgs (1))
2) Puolisuoran tulon neutraalialkio on pari (ey,eq), missé ey ja ey ovat ryhmien N

ja G neutraalialkiot. Kaikilla n € N ja g € G nimittdin péatee

(en,ec)(n, g) = (en © pey(n), e * g) = (enon, g) = (n,9)
ja
(n,9)(en,eq) = (nogy(en), gxea) = (noen, g) = (n,9).

Y14 kaytettiin tietoja ., =id ja ¢4(en) = ey (homomorfismin ominaisuus).
3) Alkion (n,g) kéénteisalkio puolisuorassa tulossa on (p,-1(n"1), g7, silld

(21 (71, 671) (n,9) = (P10 0y (n), g™ 4 g)
= (@g—l(n_l on), eg) = (pg-1(en), ea)

= (en, €q)
ja
(n,9) (g1 (n71), 67) = (nowylom(n7h), gxg7")
= (no g1 (™), eq) = (nopea(n™), eq)
= (non™! eq) = (en, €q)-

Nyt on osoitettu, ettd puolisuora tulo N x G on ryhmé. Tapaus G x N voidaan késitella
samalla tavalla. Tuossa tapauksessa kidnteisalkioksi tulee (g_l, gpg(n_l)). O

Esimerkki 5.24. Tarkastellaan nelion symmetriaryhmén aliryhméa

N = {lda T, p2a 77/02},
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missi m on peilaus pystyakselin suhteen, p? kierto puolirympyrin verran, ja mp? pei-
laus vaaka-akselin suhteen (vrt. esimerkkiin 4.9). Tdmé ryhmé on vaihdannainen, ja sen
kertotaulu néyttaéd seuraavalta:

o ‘ id T p* wp?

id | id 7 p* wp?

T 7 id  wp? p?

p? | p2 mp?r id o«
2 2 2

o | Tpt  p m id
Muodostetaan nyt ryhmén N puolisuora tulo ryhmén Zs = {[0],[1],[2]} kanssa. Sité
varten on ensin maéériteltdva ryhmaéan Zs konjugoiva toiminta ryhméssa N.
Konjugoivan toiminnan mééritelmén mukaan téytyy pated o = id ja toisaalta myos
Y2 = p14+1 = @1 © 1. Toiminta riippuu siis vain alkiota [1] € Zg vastaavasta isomorfis-
mista ;. Madritellddn se seuraavan taulukon mukaisesti:

o: id 7 p? wp?

pi(o0): id p* mp* w

Taulukosta ndhdéin suoraan, ettd ¢ on bijektio. Homomorfisuuden tarkistamiseksi pi-
taisi tarkistaa kaikki tulot ¢1(0) o p1(7), joissa o ja 7 ovat N:n identtisestd poikkeavia
permutaatioita. Tyydytdéan tassd tarkistamaan vain yksi:

pi1(m)e1(p?) = p? - mp® =7 = 1 (mp?).
Koska ¢ on isomorfismi, my6s @9 on. Lisdksi voidaan helposti varmistua myos siité,
etta
wo(0) = p11111(0) = p(p(p(0))) = id(o)

kaikilla ¢ € N. Konjugoiva toiminta voidaan siis mééritelld edelld kuvatulla tavalla, ja
niinpé voidaan maééritella myo6s tata toimintaa vastaava puolisuora tulo N x Zs.
Lasketaan lopuksi esimerkin vuoksi alkioiden kertaluvut ryhmaéssd N x Zjz. Kaikilla
o € N pétee
(6,0)(,0) = (o0 po(r), 0+ 0) = (00 0,0) = (id, 0),

silld kaikkien ryhmén N alkioiden kertaluku on 2. Muotoa (o,0) olevien alkioiden ker-
taluku on siis kaksi, lukuunottamatta neutraalialkiota (id, 0).
Olkoot sitten o € N ja k # 0. Talloin

(0,k)(0,k) = (0 opr(o),k+ k) = (00 pi(o),2k).
Saatu alkio ei ole neutraalialkio, koska 2k on nollasta poikkeava kaikilla k € Z3. Toisaalta

(0,k)° = (0 0 p1(0),2k)(0,k) = (0 0 pr(0) 0 par(0), 2k + k)
= (0 0 px(0) o pax(0),0).

Jos viimeisessi lausekkeessa o = id, niin tulo o o (o) o Yor (o) on kolmen identtisen
permutaation tulo. Jos taas o # id, niin kyseisessd tulossa on kolme eri identtisesté
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poikkeavaa permutaatiota. Molemmissa tapauksissa tulo on identtinen kuvaus, joten
(0, k)3 on neutraalialkio. Siis jos k # 0, niin alkion (o, k) kertaluku on kolme.

Tarkempi tutkimus osoittaisi, ettd puolisuora tulo N x Zg on itse asiassa isomorfinen
ryhmén Ay kanssa.
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6. Kommutaattorit

Ryhméssa kahden alkion kommutaattori on kolmas alkio, joka mittaa alkuperaisten
alkioiden vaihdannaisuutta. Jos alkiot kommutoivat kesken#ddn, niiden kommutaattori
on neutraalialkio. Kommutaattorit ovat hyédyllinen apuvéline epavaihdannaisia ryhmié
tarkasteltaessa.

6.1. Kommutaattorien perusominaisuudet

Jos alkiot g ja h eivit ole keskenddn vaihdannaisia, eli ne eivit kommutoi keskenaén,
tulot gh ja hg eroavat toisistaan jollain tavoin. T&lléin 16ytyy jokin alkio r, jolle péatee
gh = r-hg. Tama luku r ilmaisee ikddn kuin eri pain laskettujen tulojen vélisen suhteen.

Maaritelmé 6.1. Olkoot g ja h ryhmén G alkioita. Yhdistelm&aa
l9.h] = (gh)(hg)™! = ghg™'h"! € G
kutsutaan alkioiden g ja h kommutaattoriksi.

Alkiot ¢ ja h kommutoivat, jos ja vain jos niiden kommutaattori on neutraalialkio.
Kommutaattorilla ja konjugaatilla on selvéd yhteys, joka ilmenee esimerkiksi kaavoissa

— . h —
l9.h] = h-h" ja [g,h] =g (97):
Lisdksi seuraavat kaavat ovat kommutaattoreita kasiteltdessd hyodyllisia:

[g’h] "9=9- [h’g_l] ja [gah] ~h=h- [h_lag]'

On my6s muistettava, ettd kommutaattorin laskeminen ei ole symmetrinen operaatio,
sillé [g, h] = [h, g] 7"

Esimerkki 6.2. Lasketaan permutaatioiden o = (123)(45) ja 7 = (2345) kommutaattori
ryhméssa Ss:

[o,7] = 77 - 771 = (12915)(2345) 6 (2345) 7 = (3154) o (5432) = (15324).

Kommutaattorista tuli 5-sykli, johon osallistuvat kaikki perusjoukon luvut. Voidaan aja-
tella, ettd tdmé 5-sykli on 7verraten suuri” alkio ryhméssé Sy, miké tarkoittaa sité, ettéd
permutaatiot ¢ ja 7 kommutoivat hyvin heikosti keskenéén.

Paitsi ettd kommutaattoreita voi kdyttda mittaamaan alkioiden vélistd kommutointia,
niita voi kayttadd myos tuottamaan erityisen suuria tai pienid alkioita. Jos nimittdin 10y-
detdén alkiot, jotka nédyttavit olevan ldhes vaihdannaisia keskendén, niiden kommutaat-
toriksi saadaan hyvin pieni alkio. Alkion ”suuruus” tai “pienuus” ei sindnsi ole yleensé
ryhmaéssé selvéisti maéariteltyd, mutta jos ryhmé koostuu johonkin joukkoon vaikutta-
vista alkioista, kuten permutaatioista, pieni alkio on sellainen, joka vaikuttaa joukkoon
mahdollisimman véahan.
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Esimerkiksi kaksi permutaatiota kommutoivat keskendén varmasti, jos ne vaikuttavat
kokonaan eri alkioihin. Mitd vihemmaén on yhteisid alkioita, joihin kummatkin vaikutta-
vat, sitd enemmén permutaatiot kommutoivat ja sitd pienempi on niiden kommutaatto-
ri. Kuitenkin jokainen kommutaattori on valttdméatta parillinen permutaatio, ja pienin
parillinen permutaatio on 3-sykli.

Lause 6.3. Olkoot o ja T jonkin joukon X permutaatioita. Jos kantajien leikkaukselle
patee supp(o) Nsupp(7) = {z} jollain = € X, niin

lo,7] = (2 o(z) 7(x)).

Todistus. Todistuksen seuraamisessa saattaa olla hyotyd kuvasta 22. Néytetddn ensin,
ettd ehdosta supp(a) Nsupp(B) = {x} seuraa aina [a, f](z) = a(x). Huomataan aluk-
si, ettd G(z) € supp(f), koska alkion kuva permutaatiossa kuuluu aina permutaation
kantajaan. Samaten $~1(x) € supp(B3), koska permutaation ja kiifinteispermutaation
kantajat ovat samat. Edelleen x € supp(3~'), joten 7 '(x) # z, mistd seuraa, ettd
B~ Y(x) ¢ supp(a). Nyt saadaan

[, B](z) = aBa™t 71 (z) = BB (z) = a(z).
¢Zsupp(a)

Koska supp(c~!) = supp(c), supp(r7~!) = supp(7) ja supp(c) N supp(r) = 0, ylli
saadusta tuloksesta sekéd luvun alkupuolella mainituista kaavoista seuraa, etté

o, 7](z) = o (),
[0,7](0(2)) = (00 [r,07])(2) = o(r(x)) = 7(x) ja
[o,7](T(2)) = (ro [t 0])(2) =7(r7 (2)) = 2.

Nyt on néytetty, ettd permutaatio [0, 7| sisdltédé ainakin 3-syklin (z o(z) 7(x)). Jéljelle
jaa tarkistaa, mitd tapahtuu, jos y & {z,o(z), 7(x)}. Téalloin voidaan tarkastella kolmea
vaihtoehtoa. Jos y ei ole o:n eikéd 7:n kantajassa, niin selvéstikin [0, 7](y) = y. Toisaalta
ehdosta y € {z,0(z),7(x)} seuraa, etti y # x ja x # o~ (y).

Jos nyt y € supp(c), niin y ja o~ !(y) eiviit kumpikaan voi olla 7:n kantajassa, koska
y # x ja o (y) # x. Titen

g, T
g, T

[0, 7)(y) = oro 7N y) = 0T Hy) =00 (y) =y
Vastaavasti, jos y € supp(7), niin y ja 7-!(y) eiviit kumpikaan voi olla o:m kantajassa,

joten
[0,7](y) = oro™ TN y) = 0T (y) = a(y) = v

Néhtiin, ettd aiemmin loydetyn 3-syklin ulkopuoliset alkiot pysyvét paikallaan, joten
kommutaattori on juuri tuo mainittu 3-sykli. U
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Kuva 22: Kuinka kommutaattorista tulee 3-sykli.

6.2. Kommutaattorit Rubikin ryhmassa

Rubikin kuution ratkaisemisessa keskeinen ongelma on, ettd perussiirrot liikuttavat niin
suurta osaa kuution ruuduista. Kun yksi perussiirto liikuttaa 20 ruutua 48:sta, on hy-
vin vaikea seurata, mihin kukin ruutu ajautuu. Kommutaattoreita voi téssa yhteydessa
kéayttad tehokkaasti hyodyksi, silld niiden avulla saadaan aikaan siirtoja, jotka liikutta-
vat paljon pienempéd osaa kuutiosta kerrallaan. Itse asiassa aiemmin opitut siirtosarjat
on muodostettu juuri talla periaatteella, ja seuraavaksi tutkitaan tarkemmin, miten tdméa
tapahtuu kéytdnnossa.

Tarkastellaan ensin tilannetta Rubikin paikkaryhméssé. Lauseen 6.3 mukaan voidaan
tuottaa kolmen palan sykli, jos vain 16ydetddn kaksi siirtoa, joiden yhteisen vaikutuksen
piiriin kuuluu ainoastaan yksi pala. Yritetddn saada tdmé aikaan nurkkapaloilla niin,
ettéd tuloksena olisi luvussa 3.3 opittu nurkkapalojen 3-sykli.

Koska lauseen 6.3 mukaan kahden siirron ¢ ja 7 kommutaattorina on mahdollista
saada 3-sykli (z o(z) 7(x)), on jérjestettavé niin, ettd o siirtdd etutahkon oikeassa yléa-
kulmassa olevan palan vasempaan yldkulmaan, ja 7 siirtda saman palan vasempaan ala-
kulmaan (ks. kuva 23). Siirroksi o voidaan valita vaikkapa ylatahkon pyoritys U. Tamén
jalkeen siirron 7 on kuitenkin oltava sellainen, ettéd se ei liikuta muita ylatahkon palo-
ja kuin palaa z. Tdmé saadaan aikaan konjugoimalla alatahkon pyoritys D1, joka ei
liikuta yldtahkoa, sellaisella siirrolla, joka siirtéda oikeassa alakulmassa olevan palan x:n
paikalle. Niin saadaan siirroksi 7 lopulta konjugaatti Rp-1 = RD1R1.

Sarmépalojen kohdalla tilanne on samanlainen. Opitussa siirtosarjassa siirtoa o vas-
taa ylitahkon kierto U~!. Siirron 7 pitdisi nyt siirtdé pala z alarivin keskipalan pai-
kalle (ks. kuva 23), ilman ettd yldtahkon palan liikkuvat. TaAmé onnistuu konjugoimalla
etutahkon kierrolla pystysuoran keskirivin paikalle vaakasuora. Talléin haluttu siirto
muuttuu vaakasuoran keskitahkon siirroksi, joka puolestaan ei koske yldtahkoon.

Tilanne on nyt kuitenkin hieman mutkikkaampi kuin nurkkapalojen tapauksessa, silla
keskitahkon siirtdmisen on alun perin tulkittu tarkoittavan rinnakkaisten sivutahkojen
liikettd. Vaakasuoran keskitahkon kiertdminen siis liikuttaa oikeastaan myo6s ylatahkon
paloja, mika ei ollut tarkoitus. Téssa yhteydessé onkin parempi sallia hetkeksi keskitah-
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kojen pyoritykset omiksi siirroikseen, jotka pitéavét sivutahkojen palat paikallaan, jotta
paastdan kayttamadn lausetta 6.3. Lauseen nojalla tassdkin tapauksessa saadaan 3-sykli,
vaikka tilannetta tulkittiinkin totutusta poikkeavalla tavalla. Lopuksi voidaan sitten ni-
meté kaytetyt siirrot oikeaoppisesti, jolloin siirrosta 7 tulee tavallisen konjugaatin sijaan
yhdistelmé 7 = F_lUleL.

supp(o) supp(o)
\, \,
NS
S
(} o(x)
o(z) v
el
supp(7) supp(7)

() (x)

Kuva 23: Paikkaryhmén 3-syklien muodostaminen.

Asentoryhmiéssé 3-syklejd tuottavan lauseen kéyttdminen ei kuitenkaan onnistu. Kos-
ka yhden ruudun liikkuessa liikkuvat samalla kaikki saman palan ruudut, ei kahden
permutaation kantajien leikkaus voi olla vain yksi ruutu. Pienin mahdollinen kantajien
leikkaus sisaltaé sen sijaan kokonaisen palan kaikki ruudut.

Olkoon A se pala, johon ruutu z kuuluu. Jos siis kaksi siirtoa vaikuttavat molemmat
ruutuun x, niiden yhteinen vaikutusalue voi olla pienimmillaén palan A ruutujen joukko.
Aiemman esimerkin perusteella voitaisiin odottaa, ettd téllaisten siirtojen kommutaat-
tori olisi mahdollisesti pienin 16ydettavissé oleva kommutaattori.

Oletetaan seuraavaksi, ettd Ruikin ryhmén siirtojen o ja 7 kantajien leikkaus sisaltda
tdsmilleen palan A ruudut. Tarkastellaan seuraavaksi, mitké ehdot siirtojen o ja 7 on
toteutettava, jotta niiden kommutaattorista tulisi asentoryhmén siirto, joka vaikuttaisi
epéatriviaalisti palaan A.

Jos kumpikaan siirroista o ja 7 ei liikkuta palaa A paikaltaan, ne ovat molemmat tuon
palan ruutuihin rajoitettuina sykleja. Téllaiset siirrot kommutoivat keskendén palan A
kohdalla, joten niiden kommutaattori ei liikuta lainkaan kyseisen palan ruutuja. Jos
taas molemmat siirrot liikuttavat palaa A, voidaan tarkastella vastaavia paikkaryhmén
siirtoja oR, ja TR,. Néiden paikkaryhmén siirtojen kantajien leikkaus on pala A, siis
yksio, joten lauseen 6.3 nojalla kommutaattorista [cR,, TR,] tulee 3-sykli, joka liikuttaa
palan A paikaltaan. Taten kommutaattori [o, 7] ei kuulu asentoryhméén.

Ainoa jiljella oleva vaihtoehto on, ettd toinen siirroista liikuttaa palaa A ja toinen
ainoastaan vaihtaa sen ruutujen jarjestysta. Téllaisessa tilanteessa syntyvd kommutaat-
tori kuuluu asentoryhméén, miké voidaan ndhda esimerkiksi siité, ettd asentoryhmé on
normaali aliryhmi. Kommutaattori [o, 7] voidaan nimittiin kirjoittaa muodossa o7-771,
joten jos 7 on asentoryhmén siirto, koko kommutaattori kuuluu asentoryhméén.
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6.3. Algoritmi 3: nurkkapalojen kierto

Nurkkapalojen kierron tuottavan siirtosarjan muodostaminen perustuu edellisen luvun
péatelmiin. Siirtosarja on kahden siirron kommutaattori, joista toinen kiertdd nurkka-
palaa ja toinen siirtad sitd paikaltaan. Toinen siirroista siis kuuluu asentoryhméén ja
toinen ei.

Siirto kiertdd kiertdd kahta vierekk&istd nurkkapalaa vastakkaisiin suuntiin. Tulos on
esitetty kuvassa 24. Pala A kiertyy vastapiividdn ja pala B myotdpéivadn. Siirtosarjan
vaiheet 10ytyvét liitteestd A.3.

Kuva 24: Nurkkapalojen kierto.

6.4. Algoritmi 4: sarmapalojen kaanto

Sarmépalojen kdanté on samantapainen kahden siirron kommutaattori kuin nurkkapa-
lojen kierto: toinen siirroista kdantda yhden sédrmépalan ja toinen siirtda sen paikaltaan.
Syntyvé siirtosarja kdédntdd kaksi samaa nurkkapalaa reunustavaa sdrmépalaa ympéri,
ja tulos on esitetty kuvassa 25. Tarkemmat yksityiskohdat 16ytyvét liitteesta A.4.

ﬂ/\

Kuva 25: Sdrmépalojen kaanto.

6.5. Rubikin asentoryhmadn ratkaiseminen

Edellisissa luvuissa on esitetty siirrot, joiden avulla nurkka- ja reunapaloja on mahdol-
lista kdantda paikallaan niin, ettd yhden palan kiertyesséd yhteen suuntaan jokin toinen
pala kiertyy samalla péinvastaiseen suuntaan. Téll6in palojen yhteenlaskettu kiertyma
eli kokonaiskiertymd sailyy. Jotta saataisiin kaikki palat oikeaan asentoon, taytyy tut-
kia, mité tuolle kokonaiskiertymaélle tapahtuu erilaisissa siirroissa. Koska opitut palojen
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asentoa muuttavat algoritmit eivit muuta kokonaiskiertymaéd, olisi toivottavaa, etté se
sailyisi aina samana kaikissa asemissa, joissa palat ovat oikealla paikallaan. Muuten opi-
tut algoritmit eivét riittaisi asentojen ratkaisemiseen.

Sellaisia ominaisuuksia, jotka séilyvat kaikissa tilanteissa, kutsutaan invarianteiksi.
Invariantteja kdytetddn runsaasti esimerkiksi pelien ja algoritmien analysoinnissa. Tél-
14 kurssilla on jo 1oydetty joitakin téllaisia invariantteja. Esimerkiksi jokainen paikka-
ryhmén siirto voidaan ilmoittaa muodossa v o o, misséd v on nurkkiin ja o paikkoihin
kohdistuva permutaatio (jotka eivét itse vélttdmétta ole laillisia paikkaryhmén siirto-
ja). Lemmassa 5.17 osoitettiin, ettd sign(v) - sign(c) = 1 pétee kaikissa mahdollisissa
asemissa, joten tdmé etumerkkien tulo on invariantti.

Vaikka jokin ominaisuus ei sdilyisi aivan kaikissa tilanteissa, on yleensad hyédyksi tar-
kastella, missé tilanteissa kyseinen ominaisuus kuitenkin séilyy ja milld tavoin ominai-
suutta voidaan muuttaa. Paikkaryhmén siirroista tiedetdén, ettd jos ne ilmoitetaan edel-
14 kuvatussa muodossa, sign(v) voi olla 1 tai —1. Perussiirrot kuitenkin vaihtavat tuon
etumerkin, joten haluttaessa siirtyd yhdesté tilasta toiseen minké tahansa perussiirron
tekeminen riittdd. Voidaan myos sanoa, ettéd sign(v) on invariantti, jos siirroiksi sallitaan
vain kahden perussiirron yhdistelmét.

Peleissé ja algoritmeissa jonkin ominaisuuden invarianssin osoittamiseksi on yleensé
yksinkertaisinta ndyttéda, ettd kyseinen ominaisuus sailyy algoritmin perusaskelissa. Té-
ma lahestymistapa tuottaa kuitenkin ongelmia Rubikin asentojen ryhmasséa, koska kuu-
tion perussiirrot eivét sisélly asentoryhméén. Jos palat ovat oikeilla paikoillaan mutta
vaarissd asennoissa, mista tiedetddn, miten sarja perussiirtoja vaikuttaa palojen koko-
naiskiertyméadn? Perussiirto vie palat véarille paikoille, joissa niiden kiertymé menettéia
merkityksensa.

Asian ratkaisemiseksi méaritellaan jokaiselle palalle kiertymén késite erikseen jokai-
sessa paikassa, missé pala voi olla. Tama maérittely voidaan tehda ldhes miten tahansa,
koska véarassa paikassa olevalla palalla ei ole mitdan tiettyéd oikeaa asentoa.

Aloitetaan antamalla jokaisen nurkkapalan ruuduille numerointi kuvan 26 osoittamalla
tavalla. Kuvassa on perusasemassa oleva kuutio kuvattu yla- ja alapuolelta niin, etta
nurkkapalat on ikdén kuin taiteltu auki.

Kuva 26: Nurkkapalojen numerointi.

Kuvatulla tavalla jokainen nurkkaruutu tulee numeroiduksi jollain luvuista 0, 1 ja 2.
Laskujen yksinkertaistamiseksi ajatellaan naitd lukuja jadnnosluokkaryhmén Zs alkioi-
na. Talléin voidaan nimittdin sanoa, ettd jos ruudulla x on numero n, niin saman palan
muiden ruutujen numerot ovat nurkan ympari myotapaivadn kierrettdessa n+1 ja n+ 2.
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Seuraavaksi merkitddn ne ruutujen paikat, joissa on perusasemassa O-ruutu. Tamé&
tarkoittaa sita, ettd ajatellaan merkityiksi kaikki sinisen ja vihreédn sivun nurkkaruu-
tujen paikat riippumatta siitéd, mikd ruutu niissd milloinkin sattuu olemaan. Jokaisesta
nurkkapalasta on aina tasmélleen yksi ruutu merkitylld paikalla. Naiden merkkien avulla
voidaan madritelld nurkkapalojen kiertymét.

Maaritelma 6.4. Tarkastellaan nurkkapalan z ruutuja asemassa o. Palan x kiertymd
k(o) € Zs on sen palaan x kuuluvan ruudun numero, joka sattuu asemassa o olemaan
jollakin merkityistd paikoista. Aseman o nurkkapalojen kokonaiskiertymd on kaikkien
nurkkapalojen kiertymien summa, ja sitd merkitdén Ky (o) = >, kz(0).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd nurkkapalojen kokonaiskiertymé ei muutu perussiirroissa.
Kokonaiskiertyma on siis invariantti.

Lause 6.5. Olkoon 7 perussiirto. Talloin Ky(moo) = Kn(o) kaikissa asemissa o € R.

Todistus. Tutkitaan, miten eri perussiirrot vaikuttavat kokonaiskiertymaéén. Kaikki mer-
kityt paikat ovat kuution yla- ja alatahkoilla, joten siirrot U ja D siirtavat kaikki mer-
kitylla paikalla olevat ruudut jollekin toiselle merkitylle paikalle. Ndma siirrot eivét siis
vaikuta kokonaiskiertyméan lainkaan.

Siirrot F', B, L ja R ovat ruutujen numeroinnin ja paikkojen merkitsemisen suhteen
symmetrisid, joten riittdéd tarkastella yhtd niistd. Valittu perussiirto vaikuttaa vain nii-
den palojen kiertyméén, jotka sijaitsevat kierrettavélla sivutahkolla. Numeroidaan naméa
palat luvuin 14 ja oletetaan, ettd kunkin palan alkuperdinen kiertymé on n; = k;(o).
Kuvassa 27 nékyy, mita sivutahkon paloille tapahtuu suoritettaessa perussiirto w. Mer-
kityille paikoille osuvat ruudut on tummennettu.

ny Tiy Tl3+1 n1+2
™
n;+2|n;+1 ny+2|ny+1 — X ng |ng+2 m+1| ™
ng+1|ns+2 ny+1|n+2 ny |ng+1 ny+2| N
s Ty ny+2 ny+1

Kuva 27: Perussiirron vaikutus nurkkapalojen kiertymaén.

Kuvan 27 mukaan asemassa o o7 saadaan neljan lilkkuneen palan kokonaiskiertymaéksi

4
> ki(moo)=(n1+2)+ (n2+1) + (ng +1) + (ng + 2)
i=1
=ny+ng+nz+ng+6 (Zs:ssa 6 = 0)
=n1 +n9 +ng+ ng.
Kokonaiskiertyma ei siis muutu myoskaan perussiirroissa F', B, L tai R. U
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Koska alkuasemassa kokonaiskiertyma on nolla, saadaan edellisesté lauseesta heti seu-
raava korollaari.

Korollaari 6.6. Kaikissa asemissa o € R patee Ky (o) = 0.

Oletetaan, ettd nurkkapalat ovat jo oikeilla paikoillaan. Nyt ne saadaan myos oikeisiin
asentoihin edellistd korollaaria soveltamalla. Erds tapa tehda tdméa olisi valita aina kak-
si vadrasséd asennossa olevaa nurkkapalaa, konjugoida ne vierekkéisiksi ja kiertda toinen
niisté oikeaan asentoon. Télla tavalla oikeassa asennossa olevien palojen méaara lisdantyy
koko ajan, joten lopulta kaikki palat ovat oikeassa asennossa. Missdan vaiheessa jiljel-
14 ei voi olla vain yhtéd vadrédssd asennossa olevaa nurkkapalaa, koska télléin nurkkien
kokonaiskiertymaé olisi nollasta poikkeava.

Toinen tapa saada nurkat oikeisiin asentoihin ei vaadi konjugointia. Siiné jérjestetadn
nurkkapalat aluksi jonoon (x1,x9,...,2,), jossa sama pala voi esiintyd useammin kuin
kerran, mutta kaksi perdkkéistd palaa sijaitsevat aina vierekkéin (eli samalla sdrmélla).
Tamén jilkeen kéydadn ldpi paloja jonon alusta ldhtien. Aina kun loydetddn vaarin
péin oleva pala zj, missid k < n, kiytetddn opittua algoritmia paloihin xy ja xp41 niin,
ettd pala zj tulee oikeaan asentoon. Lopulta kaikki palat xq,...,z,_1 ovat oikeassa
asennossa, ja koska kokonaiskiertymén on oltava nolla, my6s x, on oikeassa asennossa.

Reunapalojen tapauksessa menetelldan aivan samalla tavalla kuin nurkkapaloilla. Tar-
vittava ruutujen numerointi nékyy kuvasta 28, jossa kuutio on kuvattu perusasemassa
edestéd ja takaa. Ruutujen numeroiden ajatellaan nyt kuuluvan ryhméan Zs. Nollaruutu-
ja ovat kaikki siniset ja vihredt ruudut, ja niissé paloissa, joissa kumpiakaan ei esiinny,
keltaiset tai valkoiset ruudut.

Kuva 28: Sarmépalojen numerointi.
Kuten aikaisemmin, perusasemassa olevien nollaruutujen paikat merkitdén, ja palan
kiertyma méaardytyy siitd, mika palan ruuduista sattuu olemaan merkitylla paikalla.

Maaritelma 6.7. Sarmépalan z kiertymd k,(o0) € Zo asemassa o on sen palaan x
kuuluvan ruudun numero, joka sattuu olemaan asemassa o jollakin merkityistéd paikoista.
Aseman o sarmapalojen kokonaiskiertymda on kaikkien sdrmépalojen kiertymien summa,
ja sitd merkitddin Kg(o) = >, ky(0).

Lause 6.8. Sdarmdpalojen kokonaiskiertymda Kg(o) ei muutu perussiirroissa.

Todistus. Kéaydaan kaikki perussiirrot ldpi. Siirrot U ja D siirtavét jokaisen merkitylla
paikalla olevan ruudun jélleen merkitylle paikalle, joten ne eivit muuta kokonaiskier-
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tyméaéd. Toisaalta siirrot L ja R siirtévit jokaisen merkitseméattomalld paikalla olevan
ruudun merkitsemattomalle paikalle, joten kokonaiskiertymaé ei niissakdan muutu.

Jéljelle jaa tutkia, mitd tapahtuu siirroissa F' ja B. Ne ovat palojen numeroinnin ja
paikkojen merkitsemisen suhteen symmetrisié, joten riittda tutkia toista niistd. Nime-
tdan siirtoon osallistuvat sdrmépalat numeroilla 1, 2, 3 ja 4 ja oletetaan, ettd kunkin
kiertymé alkuperiisessi, asemassa 0 € R on n; = k;(0). Kuvassa 29 on néaytetty, mi-
ten perussiirto vaikuttaa palojen kiertymiin. Sdrmépalat on taiteltu auki ja merkityilla
paikoilla sijaitsevat ruudut tummennettu.

ny n4+1
™
ny+1 — X ny
"l4+1 Ny C\ Ny n2+1 ng 1’L3+1 TL1+1 ny
ng+1 Ny
N3 n2+1

Kuva 29: Perussiirron vaikutus sérmépalojen kiertyméan.

Kuvasta 29 ndhdédan, ettd tarkasteltavien neljan palan kiertymien summaksi tulee
uudessa asemassa

4
Y ki(moo)=(n1+1)+ (n2+1)+ (ng+1) + (ng + 1)
i=1
=ny+ng+ng+ng+4 (Zg:ssa 4 =0)
= nq + ng + n3g + ngy.
Reunapalojen kokonaiskiertyma ei siis muutu myoskéian perussiirroissa F' tai B. O

Sarmépalat voidaan nyt saada oikeisiin asentoihin samalla periaatteella kuin nurkka-
palatkin.
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7. Rubikin kuution laajennoksia

Tavallista Rubikin kuutiota voidaan laajentaa monilla tavoilla. Ensi ndkemélta nama uu-
det versiot saattavat vaikuttaa hankalammilta ratkaista, mutta lahemmin tarkasteltaes-
sa yleensd ndhdéan, ettd samat perusideat ovat edelleen voimassa monimutkaisissakin
muunnelmissa.

7.1. Suuremmat kuutiot

Ensimmaéiseksi mieleen tuleva tapa laajentaa kuutiota on lisétd sdrmén pituutta. T&lla
tavalla saadaan muun muassa suositut 4 X 4 x 4- ja 5 x 5 x 5-kuutiot. Vaikka ruutujen
madrd — ja samalla myos mahdollisten asemien mé#rda — kasvaa néissd laajennoksissa
huimasti, kuution perusrakenne séilyy kuitenkin samana. Siksi talld kurssilla osoitettuja
tuloksia voidaan yleensé soveltaa sellaisinaan. Esimerkiksi nurkkapaloja on edelleen kah-
deksan kappaletta, ja jokainen perussiirto on nurkkapalojen paikkojen suhteen pariton
permutaatio. Kommutaattoreilla voidaan tuottaa paikkojen 3-syklejé seké erilaisia asen-
toryhmén siirtoja, ja palojen kokonaiskiertymista saadaan invariantteja samaan tapaan
kuin yksinkertaisemmassakin kuutiossa.

Suuremmissa kuutioissa keskipalatkin saavat merkityksen. Jos sdrmén pituus on pari-
ton, kuutiossa on joka tahkolla yksi keskimméinen pala, jonka voi ajatella pysyvén aina
paikallaan. Tésta keskimmaéisesta palasta voi paatelld kunkin sivun vérin missa tahansa
asemassa. Jos sdrmén pituus on enemmaén kuin kolme, on kuutiossa kuitenkin useampia-
kin keskipaloja, jotka koostuvat vain yhdestd ruudusta, ja néiden paikalleen saaminen
vaatii omanlaisensa siirtosarjat. Siirtosarjoihin tarvitaan nyt myos keskitahkojen siirto-
ja, joita ei endd voida jattda huomiotta. Kommutaattorit kuitenkin tehoavat edelleen, ja
tilannetta helpottaa se, ettd kukin keskipala voi olla vain yhdessé asennossa.

Sen sijaan kuutiossa, jonka sdrmén pituus on parillinen, ei ole sellaisia keskimmaéisi&
paikallaan pysyviéd paloja, joista voisi aina tarkistaa kuution sivujen oikean véarin. Té&l-
laisessa tapauksessa voidaan kuitenkin turvautua nurkkapaloihin. Nurkkapalojen raken-
teesta johtuen kuutiossa vastakkaisten sivutahkojen varit on aina maérétty. Jos perusa-
semassa valkoinen sivu on keltaista vastassa, ei kuutiossa voi olla nurkkapalaa, jossa olisi
sekéa valkoinen etté keltainen ruutu. Taten valkoinen ja keltainen sivu eivat voi ikiné olla
vierekkédin. Kuution sivujen méaaradmiseksi riittaéd siis valita yksi nurkkapala, esimer-
kiksi sini-kelta-punainen, ja ajatella tuon nurkkapalan olevan aina oikealla paikallaan.
Nain selvidd, missé sininen, keltainen ja punainen sivu sijaitsevat kussakin asemassa, ja
muut sivut ovat néille vastakkaisia. Kuvassa 30 on 4 x 4 x 4-kuutio, jonka nurkkapalasta
nakyy, ettd kuution punainen sivu on katsojaan péin ja sininen sivu ylospéin. Takasivu
on talldin oranssi, vasen sivu valkoinen ja alasivu virhea.

Parillissérmaisilla kuutioilla on toinenkin erikoispiirre. Keskitahkojen siirrot voidaan
nimittdin jakaa reuna- ja keskipaloja liikuttaviin osiin, joista edellinen on pariton permu-
taatio ja jalkimmaéinen parillinen. Parillinen keskipalojen siirto voidaan tuottaa 3-syklien
avulla, joten my06s reunapalojen pariton permutaatio on mahdollinen siirto. Téllaisilla
kuutioilla voidaankin tehdé esimerkiksi kahden reunapalan vaihto, joka ei onnistu pari-
tonsdrmaisilla kuutioilla.
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Kuva 30: 4 x 4 x 4-kuutio, "Rubikin kosto”.

Sdrmén pituuden lisddntyessa kdytannon ongelmaksi tulee ratkaisualgoritmin pituus.
Kuutiossa, jonka sdrmén pituus on kuusi, on jo 96 keskipalaa. Naiden kaikkien paikoilleen
saaminen 3-syklien avulla on melko tyolasta.

7.2. Muita ruutujen maaraan perustuvia laajennoksia

Kuution ruutujen méaéaraa voi lisdtd myos tekemaélla kuutiosta neli- tai useampiulotteisen.
Tallaisten kuutioiden késitteleminen onnistuu yleensé vain tietokoneen avulla. Ulottu-
vuuksien lisddntyessd eri pala- ja siirtotyyppeja tulee huimasti lisdd, mutta ratkaisun
perusideat eivat kuitenkaan muutu.

Toinen peruskuution muunnelma ovat kéyttad kuution sijasta erimuotoisia kappaleita.
Rubikin kuution tapaisia peleja voidaan tehd& seké sdannollisista ettd epasadnnollisista
monitahokkaista, ja ndiden avulla saadaan aikaan monenlaisia algebrallisia struktuure-
ja. Kuitenkin niin kauan kuin on mahdollista tuottaa 3-syklejd, voidaan ratkaisua aina
ldhestyd niiden avulla. Siirtojen parillisuuskysymykset voivat erimuotoisissa kuutioissa
sen sijaan olla hyvinkin erilaisia. Esimerkiksi dodekaedrin muotoisessa Megaminx-pelissa
jokainen perussiirto on parillinen permutaatio sekd nurkka- ettd sdrmépalojen paikka-
ryhmissé ja koko paikkaryhmé on suora tulo nurkkien ja sdrmien paikkaryhmisté. Tasséa
mielessd Megaminx on jopa yksinkertaisempi kuin tavallinen kuutio.

7.3. Superkuutio

Edelld mainituissa Rubikin kuution muunnelmissa on sama tavoite kuin perinteisessi
kuutiossa: saada erivériset ruudut samoille paikoille kuin perusasemassa. Kyse on siis
ruutujen paikkojen permutaatioista. Jos ruutujen méaéré on n, kuution siirtoja vastaavan
permutaatioryhmén voi ajatella symmetrisen ryhmén S, aliryhméksi, olipa kyse sitten
tavallisesta kolmiulotteisesta kuutiosta tai vaikkapa seitsenulotteisesta ikosaedrista.
Yksi mahdollisuus perustavoitteen muunnelmaksi on tarkastella keskipalojen asento-
ja. Nurkka- ja reunapalojen asennot méaraytyvat, kun niiden ruudut asettaa oikealle
paikalleen. Keskipaloissa on kuitenkin vain yksi ruutu, ja keskipalaa onkin mahdollista
kiertad itsensd ympari ilman, ettd mikadn ruutu joutuu véarélle paikalle. Jos tavoitteek-
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si otetaan my0s keskipalojen asentojen palauttaminen samaksi kuin alussa, saadaan ns.
superkuutio-ongelma.

Tarkastellaan ldhemmin 3 x 3 x 3-kuution superkuutio-ongelmaa. Koska kyse ei enédé
ole pelkéstaan ruutujen paikoista, ei voida ajatella eri asemien muodostavan aliryhmé&a
kaikkien ruutujen permutaatioiden ryhmésséa Ss4. Algebralliseen perusstruktuuriin tar-
vitaan siis jonkinlainen laajennos, toisin kuin ruutujen méaérddn perustuvissa Rubikin
kuution muunnelmissa.

Yksi vaihtoehto perusstruktuurin laajentamiseksi on seuraava: Koska keskipalojen voi-
daan edelleen ajatella pysyvén kaikissa siirroissa paikoillaan ja keskipaloja koskevat siir-
rot ovat riippumattomia muita paloja koskevista siirroista, voidaan haluttu laajennos
toteuttaa tuloryhméné. Kukin keskipala voi olla neljassd eri asennossa, ja nidméa asen-
not voidaan ajatella numeroiduiksi syklisen ryhmén 7Z4 alkioilla. T&lld tavalla saadaan
laajennetuksi ryhmiksi seitsemin ryhmén suora tulo Sy x Z§, jossa on ensimmiise-
né tekijind nurkka- ja reunaruutujen permutaatioryhmaé ja seuraavina kaikkien kuuden
keskipalan asentoryhmat.

Toinen mahdollisuus on lisdtd kuutioon keinotekoisia ruutuja. Jos ajatellaan myo6s
jokainen keskipala jaetuksi neljddn ruutuun, jotka sijaitsevat kaikki samalla sivulla, voi-
daan naiden valeruutujen paikoista paételld keskipalan asento. Tallainen jako on esitetty
kuvassa 31, josta ndkyy samalla, miten perussiirto vaikuttaa keskipalan asentoon. Yksi
keskipalan ruuduista on varitetty mustaksi selvyyden vuoksi. Jakamalla keskipala ruu-
tuihin voidaan jéalleen ajatella eri asemien muodostavan aliryhmén kaikkien ruutujen
permutaatioiden ryhmassd, mutta nyt ruutuja on yhteensd 64, joten kyse on ryhmén
Sea aliryhmaésta. Taméa ryhmé on kooltaan paljon suurempi kuin ensimméisen laajen-
nosvaihtoehdon tuloryhmé, mutta koska kyse on nyt vain ruutujen lisidmisestéa, voidaan
aikaisempia ryhméteoreettisia ideoita jilleen kayttda hyvéksi.
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Kuva 31: Keskipalojen jako ruutuihin ja perussiirron vaikutus keskipalan asentoon.

Tutkitaan nyt, minkélaisia kommutaattoreita keskipalan liikkeistd saadaan. Taté var-
ten luovutaan nyt niistd periaatteista, ettd keskipalat pysyisivat aina paikallaan ja kes-
kitahkon kierto tulkittaisiin rinnakkaisten sivutahkojen kierroksi. Perussiirrot (keskitah-
kojen siirrot mukaanlukien) nimetdén kuitenkin edelleen totuttuun tapaan.

Ensinnédkin on huomattava, etta jokainen siirto, joka siirtdéd jonkin keskipalan paikal-
taan, siirtda samalla my0Os vastakkaista keskipalaa. Néin ollen keskipalojen paikkaryh-
massd on mahdotonta 16ytda kahta permutaatiota, joiden yhteiseen kantajaan kuuluisi
vain yksi keskipala. Kommutaattoriperiaatteella (lause 6.3) ei siis saada aikaan paikko-
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jen 3-syklid. Paikkaryhméssé pienin yhteinen kantaja, eli kahden vastakkaisen keskipalan
pari, saadaan esimerkiksi valitsemalla siirroiksi kahden eri keskitahkon perussiirrot. Nai-
den siirtojen kommutaattori on tdhdn mennesséa esilld olleista kommutaattorisiirroista
yvksinkertaisin, ja se tuottaa vastakkaisten keskipalojen 3-syklit kuvan 32 mukaisesti. Ku-
vassa kuutio on kuvattuna seké edesté etté takaa. Siirrot on helppo suorittaa, ja tulos on
nayttava, mutta siirtosarja ei itse asiassa auta keskipalojen oikean asennon loytdmisessa.

Kuva 32: Vastakkaisten keskipalojen 3-syklit.

Toinen mahdollisuus kommutaattorin tuottamiseen on valita sellaiset siirrot, joista toi-
nen kiertda keskipalaa paikallaan ja toinen siirtdd sen johonkin muuhun paikkaan. Kier-
tédviksi permutaatioksi 7 voidaan valita esimerkiksi perussiirto U. Siirtdvd permutaatio
o saadaan puolestaan helposti kolmen keskitahkon siirron yhdistelména FnglU g ! (oi-
keastaan konjugaattisiirto). Naistd muodostetun kommutaattorin [o, 7] tuloksena sini-
nen keskipala kiertyy vastapaivdédn ja keltainen keskipala myotapaivadan. Siirtosarja on
esitetty kuvassa 33. Huomaa, ettd keskipalojen liikuttaminen vaikuttaa siirtojen merkit-
semistapaan, ja siksi esimerkiksi siirto Lg kiertda kuvassa kuution ylédpinnan suuntaista
keskitahkoa.

Keskipalojen kiertymét k, (o) voidaan méaéritelld samaan tapaan kuin luvussa 6.5. Tal-
16in kukin kiertymé on ajateltava syklisen ryhmén Z, alkioksi. Koska yhden sivutahkon
kierto muuttaa vain yhden keskipalan kiertyméé yhdella, keskipalojen kokonaiskiertyma
Kg (o) voi olla mikd tahansa luvuista 0, 1, 2 tai 3. Edelld kuvattu keskipaloja kiertéavé
siirtosarja ei vaikuta kokonaiskiertyméén, joten tarvitaan muitakin siirtoja keskipalojen
asentojen ratkaisemiseksi.

Nimitetddn tédssd yhteydessd perusasemaksi sité asemaa, jossa kaikki palat ovat oi-
keilla paikoillaan ja oikeissa asennoissa, mukaanlukien keskipalat. Sellaisia asemia, jois-
sa kaikki palat ovat oikeilla paikoillaan ja nurkka- ja reunapalat lisdksi oikeissa asen-
noissaan, kutsutaan vanhaksi perusasemaksi. Yhdestd vanhasta perusasemasta toiseen

70



Kuva 33: Keskipalojen kierto.

siirtyminen vaatii parillisen méérén perussiirtoja, silld perussiirrot ovat ruutujen parit-
tomia permutaatioita, jollei keskipalojen asentoa oteta lukuun. (Keskitahkon perussiirto
voidaan laskea omaksi perussiirrokseen tai kahdeksi sivutahkon perussiirroksi.) Koska
perusasemassa keskipalojen kokonaiskiertyméa on 0, tdytyy jokaisessa vanhassa perusa-
semassa kokonaiskiertyman olla joko 0 tai 2.

Edellisen péaattelyn nojalla keskipalat saadaan oikeaan asentoon seuraavasti. Ratkais-
taan kuutio vanhan mallin mukaan, jolloin paddytdéan johonkin vanhaan perusasemaan.
Keskipalat voivat olla nyt vairissd asennoissa, mutta niiden kokonaiskiertyméa on 0 tai
2. Jos se on 0, keskipalat saadaan oikeisiin asentoihin yll& kuvattua siirtosarjaa sovelta-
malla. Jos kokonaiskiertymé on 2, tehddédn ensin kaksi perussiirtoa esimerkiksi kierta-
maélla yhta sivutahkoa puoli kierrosta. Télloin kokonaiskiertymaéksi tulee 0. Paikoiltaan
siirtyneet nurkka- ja sdrmépalat voidaan nyt palauttaa perusasemaan soveltamalla ai-
emmin opittuja siirtosarjoja. Kyseisten siirtosarjojen kantajat eivét sisdlla keskipaloja,
joten néiden kiertymét eivét téassid vaiheessa muutu. (Td4mé& on helpointa ndhdé ajat-
telemalla keskitahkojen perussiirtoja sivutahkojen pyorityksiné, jolloin keskipalat eivét
liikku paikoiltaan. Keskipalojen asentoryhmé puolestaan on vaihdannainen, joten jokai-
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nen kommutaattori on tuohon asentoryhméén rajoitettuna triviaali.) Tuloksena saadaan
vanha perusasema, jossa keskipalojen kokonaiskiertyméa on 0, ja tdhdn voidaan jalleen
soveltaa keskipaloja kiertavaé siirtosarjaa.

LOPPU

72



A. Siirtosarjat

Tassé liitteessa esitetddn siirtosarjat, joihin muualla materiaalissa viitataan. Ensin kési-
telladn paikkaryhmén siirrot, sitten asentoryhmaén siirrot.

A.1. Nurkkapalojen 3-sykli

Ensimmainen algoritmi tuottaa 3-syklin paikkaryhméssd R,. Tama sykli on esitelty
luvussa 3.3. Se koostuu kahdenlaisista siirroista: ensimmaéinen on perussiirto o = U
ja toinen kolmen perussiirron yhdistelmid 7 = RD™!R™!. Niistd kootaan yhdistelmi

oro 771, Kokonaisuudessaan siirtosarja on siis seuraavanlainen:

oro 't ' =URD'R'U'RDR™".

Tama siirtosarja, kuten kaikki permutaatioiden tulot, suoritetaan oikealta vasemmalle.
Kuvassa 34 esitetdan koko siirtosarja vaihe kerrallaan. Huomaa erityisesti, miten yhdis-
telmét o7 ja o177 ! kisitteleviit 3-sykliin kuulumattomia paloja. Namé palat siirtyvit
ensin permutaatiossa o171 jonnekin, mista ne sitten palaavat takaisin permutaatiossa
o7. Néiden palojen kannalta kyseiset permutaatiot toimivat siis kuin toistensa kaénteis-
siirrot. Tosiasiassa kuitenkin (07)"! = 77101, Permutaatioiden 7o ja o7 (tai niiden
kédnteisalkioiden) ero tulee nikyviin vain 3-sykliin osallistuvissa paloissa.

== =]

11213 1] 2 1| 2

7R,1 7$R
ad E d W |

X o8 I3
6| 7|8 6 | 7|3 / 6

U71
i ] A=
2|6
11216 1"R,1 6
4 7 4 7 4
[] Y M-
3 3 1
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U
2|6
6~$ 3 3| 2|6
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5
11713 11718 11718

Kuva 34: Nurkkapalojen 3-sykli vaiheittain.
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Algoritmin opettelu helpottuu, kun huomaa, ettd permutaatio 7 eroaa permutaatiosta
771 vain siten, ettd jalkimmaéisessid on keskimmaéiseni siirtona perussiirto D, edellises-
si. D1, Koko sykli voidaan helposti my6s kiertdéd vastakkaiseen suuntaan. Tarvittava
kéanteisalkio on

(070_17_1)_1 = (7'_1)_1(0_1)_17'_10_1 =ror to™ L.
Kadnteisalkiossa tehdééan siis edelleen ensin kédénteissiirrot; eroa alkuperaiseen 3-sykliin
on vain se, ettd o-siirrot tehdain ennen 7-siirtoja.

A.2. Sarmapalojen 3-sykli

Sarmépaloja kiertava 3-sykli on esitelty luvussa 5.3. Siirroiltaan se on samankaltainen
kuin nurkkapalojen 3-sykli. Se on nimittéin jélleen muotoa oro~ 17!, missi o on perus-
siirto U~! ja 7 kolmen siirron yhdistelma F~1U g 'L. Yhdessi niisté koostuu kuvassa 35
esitetty kahdeksan siirron sarja

U'F U LULUSF.

Siirtosarja suoritetaan tietysti oikealta vasemmalle, aloittaen siirrosta F'.

4 4 4
11 2|3 9|6 | 1 9|6 |1

8 i 8 fl
6(| fT¥7 10| fYs2 ()0
9 (10| 1 / 11|73 11173
%E' A"
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Kuva 35: Sarmépalojen 3-sykli vaiheittain.
Algoritmi on téssd kirjoitettu siirron Ug avulla, joka on kuution keskitahkon siirto.

Tama on tehty sen vuoksi, etté siirtosarja olisi helpompi hahmottaa. Toisaalta tédsté seu-
raa, etta siirrot F' ja L nayttavat nyt kuvassa molemmat pyorittédvan etutahkoa, vaikka
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todellisuudessa kyseinen "etutahko” on kaéntynyt oikealle siirron Ug vaikutuksesta siiné
vaiheessa, kun ruvetaan kiyttimésn siirtoa L', ja tilalle on tullut aiemmin vasemmalla
sivulla ollut tahko. Kuvassa tahkoja merkitadn keskipalojen kirjaimilla f (etutahko), 1
(vasemmanpuoleinen tahko) ja r (oikeanpuoleinen tahko).

A.3. Nurkkapalojen kierto

Nurkkapalojen kiertdmiseen soveltuva siirto on esitelty luvussa 6.3. Se on kahden siirron
kommutaattori [o, 7] kuten edellisetkin siirrot. Tall4 kertaa siirroista toinen kuuluu asen-
toryhméén ja toinen ei. Paloja siirtédva permutaatio o on ylatahkon kierto U. Asentoryh-
maén siirto puolestaan kiertdd yhtd nurkkapaloista, ja se on perussiirtojen yhdistelména
7= RD'R™'F~1D71F. Niistd muodostuu kommutaattori

[0,7] =URD'R'F'D'FU'F'DFRDR™.

Tamaé siirtosarja, joka on esitetty vaihe vaiheelta kuvassa 36, kiertda kahta vierekkéis-
td nurkkapalaa A ja B vastakkaisiin suuntiin. Pala A kiertyy vastapéivdin ja pala B
myotapaivaan.

Siirtosarjan voi hahmottaa esimerkiksi seuraavasti. Aluksi tehdédn joukko siirtoja,
joissa pala B kiertyy myotédpéaivadn, ja samalla kuution kaksi alinta tahkoa saavat se-
koittua miten hyvéinsa. Sen jilkeen siirretdén pala A palan B paikalle koskematta alem-
piin tahkoihin ja suoritetaan aiemmat siirrot uudestaan péinvastaisessa jarjestyksessa.
Namé siirrot kiertdvat nyt palaa A vastapiivadn ja asettavat samalla kuution alaosan
uudelleen jarjestykseen. Lopuksi kddnnetdédn palat A ja B alkuperéisille paikoilleen.

Siirto 7, joka kiertdé oikeassa ylanurkassa olevaa palaa, on myos itsessddn helpoin-
ta hahmottaa kahdessa osassa. Molemmat osat ovat samanlaisia konjugaattimuotoisia
siirtoja: toinen koskee kuution oikeanpuoleista sivutahkoa, toinen etutahkoa.

A.4. Sarmapalojen kaanto

Sarmépalojen kddntdminen onnistuu luvussa 6.4 esitetylla siirrolla. TAmé on jilleen kah-
den siirron kommutaattori, joista toinen siirtdd sdrmépalan paikaltaan ja toinen kdan-
tda sen. Sarmépalaa siirtdvd permutaatio o on edelleen yldatahkon kierto U. Sdrmépalan
kadntavd permutaatio saadaan yhdistelméstd © = RUSB_QUbT 2F. Koko siirtosarja on
kommutaattori

l0,7] = URUsB2Ug*FU ' F'UZB*US 'R

Tama siirtosarja on esitetty kuvassa 37. Se kddntad ympéri kaksi vierekkaisilla reunoilla
sijaitsevaa sdrmépalaa (palat A ja B).

Siirtosarja perustuu siihen, ettd palan B ruudut ovat ainoat ruudut, joihin seké o etta 7
vaikuttavat. Tarkalleen ottaen siirrot tosin vaikuttavat useampiinkin yhteisiin ruutuihin,
koska keskitahkon kdédntdmisen ajatellaan liikuttavan myos ylatahkoa. Tésséd kuitenkin
luovutaan hetkeksi siitd ajattelutavasta, niin kuin tehtiin my6s luvussa 6.2 sirmépalojen
3-syklid tarkasteltaessa. Algoritmin siirrot on kuitenkin nimetty alkuperéisia merkintoja
noudattaen. Esimerkiksi kolmanneksi suoritettava oikean sivutahkon 180 asteen kierto
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on nimeltdin B2, koska valkoisen keskipalan perusteella kyse on silld hetkelld valkoisesta
sivutahkosta.

Kuva 36: Nurkkapalojen kierto vaiheittain.
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Kuva 37: Sdrmépalojen kierto.
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