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Tehtéivd 1. Tarkastellaan ensin siirtoa F~'R. Kuutiota nipertdméilld (niin-
kuin tehtdvinannossa kehotetaan) huomataan, ettéi pienin n, jolle (F~!R)"
vie

a) nurkkapalojen ruudut takaisin paikoilleen, on n = 7,
b) sdrmépalojen ruudut takaisin paikoilleen, on n =9
¢) kaikki ruudut takaisin paikoilleen, on n = 63.

Se, ettd 63 = pyj(7,9) (eli lukujen 7 ja 9 pienin yhteinen jaettava), ei ole
sattumaa. Se on pienin luku, jolla on se ominaisuus, ettd se on sekd 7:n
ettd 9:n moninkerta. Tekemélld siirtoa jommankumman luvun moninkerran
verran tietysti vie nurkka- tai sdrmépalojen ruudut takaisin paikoilleen, ja
kun pyoritdmme kuutiota sellaisen lukuméaéréin, joka on molempien lukujen
moninkerta, menevét katkk: ruudut takaisin paikoilleen.

Tama péadttely patee mielivaltaiseen siirtokombinaatioon, joten péétte-
lemme, ettd kaikkien siirtojen osalta c)-kohdan vastaus on a)- ja b)-kohtien
lukujen pienin yhteinen jaettava.

Kuutiota kidntelemélld ja ylldmainittua logiikkaa soveltamalla saadaan
siis seuraavat vastaukset

FR:
a) n=15
b) n="7
c) n=105

FRFR™%
a) n==6
b) n=3
c)n==6

Esitetdén vield kunkin siirron sykliesitys alla olevan kuvan mukaisessa nume-
roinnissa.



F'R=(1753229 151730 27)(3 21 24 9 11 13 19 22 25)
(2864 20 23 26)(10 12 14 18 31 28 16)

FR=(13212430179 111329321922 25 7)(5 15 27)
(242023266 8)(10 12 14 28 31 18 16)

FRF 'R =(3119221921)(5 7 15 29 27 30)(4 6 20)(10 16 28)

Tehtava 2. Oletetaan, ettd gt H = goH. Olkoon e ryhmén G neutraalialkio.
Koska e € H, niin g; = gie € g1 H. Oletuksen nojalla g; € goH.

Oletetaan sitten, ettd g1 € goH. Nyt on olemassa h € H, jolle pétee
g1 = goh. Talloin g~ tgy = h™' € H.

Oletetaan lopuksi, ettd g~'gs € H. Nyt g;'go = h jollakin h € H, joten
g2 = g1h € g1 H. Toisaalta g5 € goH, joten ndemme, ettd gt H N goH #.
Koska sivuluokat ovat erillisid (todistus luentomateriaalissa), taytyy péted
G H = g2H.

Tehtéva 3. Asentoryhmén permutaatiot vaikuttavat kuution reuna- ja nurk-
kapaloihin. Koska asentoryhmén alkiot pitdvat palat paikoillaan, voimme tar-
kastella jokaista palaa erikseen ja osoittaa kunkin palan kohdalla, ettd per-
mutaatioiden kertomisjérjestykselld ei ole merkitysta.

Tarkastellaan aluksi yhtéd reunapalaa. Olkoot sen ruudut a ja b. Asento-
ryhmén permutaatio pitdd joko ruudut paikoillaan tai vaihtaa niiden paikat.
Palaan rajoitettuna permutaatio on siis joko id tai (ab). Kun niitd permu-
taatioita kertoo keskenéén, ei kertomisjarjestykselléd ole valia.

Siirrytadn sitten kulmapaloihin. Olkoot jonkin kulmapalan ruudut a, b
ja c. Asentoryhmén permutaatio voi joko pitdd ruudut paikoillaan tai sitten



kiertdd niitd myota- tai vastapadivdadn. Palaan rajoitettuna permutaatio on
siis joko id, (abc) tai (ach). Ndiden permutaatioiden kertomisjarjestykselld ei
ole vilia.

Siten asentoryhmé on vaihdannainen.

Tehtéivi 4. a) (368) = F?c

b) Kirjoitetaan vaihto 3-syklien avulla: (16)(38) = (163)(638). Télloin saa-

daan (163)(638) = o F?0~ ' F2.

c) (18)(36) = (183)(836), josta (183)(836) = (FoF~')(F?cF?) = FoFoF>.
Kahden vaihdon kirjoittaminen 3-syklien tulona (toivottavasti) auttaa

hahmottamaan, millaisten F' ja o:n siirtokombinaatioden tulona haluttu siir-

to voidaan ilmaista.

Tehtédva 5. Oletetaan, ettd x € G. Olkoon e ryhmén G neutraalialkio. Koska
zre = ex, niin e € Cg(z). Jos g, h € Cg(x), niin

(gh)z = g(hz) = g(xh) = (9z)h = (zg)h = z(gh)

jasiten gh € Cg(x). Lisiiksi gr = zg, misti seuraa, ettd zg~! = g~ 'z, ja siten
g~ € Cg(z). Olemme siis osoittaneet, ettd Ce(x) on ryhmén G aliryhmé.

Osoitetaan sitten, ettd (G on G:n aliryhmé. Koska xe = ex kaikilla x € G,
niin e € Cg(x). Jos g, h € (G, niin ghz = grh = zgh kaikilla z € G ja siten
gh € (G. Koska gr = zg kaikilla x € G, niin ¢! = ¢!z kaikilla 2 € G.
Tisti seuraa, ettd g~ € (G. Siten (G on aliryhmi. Saman asian voi osoittaa
myos toteamalla, ettd (G = [),cq Ca(x). Aliryhmien leikkaus on nimittdin
aina aliryhmaé.

Tehtéva 6. Madritetddn ensin ryhméan A4 alkiot. Ryhmén Sy kertaluku on
4! = 24 ja aliryhmén A, indeksi on 2, joten ryhmén A, kertaluku on 24/2 =
12. Havaitaan, etté

Ay ={(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123),
(124), (132), (134), (142), (143), (234), (243)}.

Osoitetaan, ettd joukko V' = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} on ryhmén A,
aliryvhmé tutkimalla V:n kertotaulua:

(1) (12)(34) (13)(24) (14)(23)

(1) (1) (12)(34) (13)(24) (14)(23)

(12)(34) | (12)(34) (1) (14)(23) (13)(24)

(13)(24) | (13)(24) (14)(23) (1)  (13)(24)
(14)(23) | (14)(23) (13)(24) (12)(34) (1)



Kertotaulusta ndhdéén, ettd kahden V:n alkion tulo on mydéskin V:n al-
kio ja ettd jokainen alkio on oma kéénteisalkionsa. Liséksi neutraalialkio on
joukon V' alkio, joten kyseessd on aliryhma.

Kaytetdan sitten normaalisuuskriteerié ja osoitetaan, ettd V' on normaali.
Olkoon o € A, ja 7 € V. On osoitettava, etti °r = oro~! € V. Tieddimme,
ettd permutaation syklityyppi sdilyy konjugoinnissa. Aliryvhmén V' alkiot ovat
tdsmiilleen ne A4:n alkiot, jotka koostuvat kahdesta vaihdosta. Kun téllaisté
alkiota konjugoidaan jollakin toisella permutaatiolla, on tuloksena kahden
vaihdon tulo eli V:n alkio.

Koska ryhmélld A4 on normaali epétriviaali aliryhmé, ei A4 ole yksinker-
tainen.

Jos ei haluta pitdd tunnettuna, ettd konjugointi séilyttdéd syklityypin, voi-
daan normaalius ndhdd myos seuraavalla padttelyllda. Huomataan ettd ali-
ryhmémme V' alkio 7 toteuttaa ehdon 72 = 1. Jos ¢ € A, osoittaa suora
lasku, ettéa
(cro™ M2 = (ot N(oro™) =00 = 1.

Siis konjugoitu alkio 77 toteuttaa myos ehdon (77)% = 1. Ryhméssi A, tél-
laisia alkioita ovat ainoastaan kahden vaihdon tulot (3-sykli ei voi olla oma
kaanteisalkionsa). Siten 77 € V.



