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Tehtava 1. Etsi nelion symmetriaryhmén Dg kaikki aliryhmét. Mitkd niistd ovat
normaaleja?

Ratkaisu. Ryhmaa Dg kisiteltiin luentomateriaalin esimerkissa 4.9. Esimerkissé to-
dettiin, ettd ryhmé on alkioiden p = (1234) ja m = (12)(34) virittamé. Lisdksi jokainen
ryhmén alkio on muotoa 7" p" joillakin m € {0,1} ja n € {0,1,2,3}. Toisin sanoen

Ds = {id, p, p%, p*, m, mp, mp?, mp*}.

Tissi p? = (13)(24), p3 = (1432), mp = (24), 7p? = (14)(23) ja 7wp3 = (13).

Lagrangen lauseen nojalla jokaisen aliryhmén kertaluku jakaa ryhmén kertaluvun,
joka on kahdeksan. Aliryhmissd on siis joko 1, 2, 4 tai 8 alkiota. Kertalukua 1 oleva
aliryhmé on tietenkin {id} ja kertalukua 8 oleva aliryhmé& Ds.

Jos aliryhmé sisiltiid alkion p, se sisdltdd myos alkiot p?, p® ja p* = id. Jos aliryh-
maissd on muitakin alkioita, niin sen kertaluku on suurempi kuin neljé ja kyseessa on
silloin ryhmé& Dy itse. Siten ainoat epatriviaalit aliryvhmat, jotka sisdltéavat alkion p, ovat
syklinen ryhmé {id, p, p?, p®} ja sen kaksialkioinen aliryhms, {id, p?}.

Jos aliryhma sisiltii alkion p3, niin se sisiltdd myos alkion p = (p3)3. Siten paidymme
tdsmaélleen samoihin aliryhmiin kuin yll&.

Tarkasteltavina ovat siis endd alkiot p?, m, 7p, mp? ja 7p>. Namaé kaikki ovat alkioita,
joiden kertaluku on kaksi, joten kukin niistd virittdd kahden alkion syklisen ryhmén.

Tutkitaan sitten, millaisia ryhmia edelld mainituista alkioista valitut parit virittavat.
Tapauksia on yhteenséd kymmenen. Ensinndkin huomataan, etté

m-Tp = p,
memp’ = p’,
mp®-mp=p* Ja
mp® - wp® = p.

Ryhmiét (7, 7p), (m,7p3), (mp?, mp) ja (mp?, 7p) sisiltivit siis kaikki joko alkion p tai p3,
joten edellé osoitetun nojalla kaikki nama aliryhmét ovat itse asiassa koko ryhma Ds.

Alkioiden p? ja 7 virittdméa aliryhmé on {id, p?, 7, mp?}. Sama aliryhmi ovat myos
my6s (p?, mp?) sekd (m, wp?).

Alkioiden p? ja 7p virittdmé aliryhmé puolestaan on {id, p?, mp, mp3}. Saman aliryh-
mén antavat myos pari p? ja wp> seké pari 7p ja mwpS.

Tutkitaan sitten, mitka aliryhmisté ovat normaaleja. Sellaiset aliryhmét, joiden indeksi
on kaksi, ovat normaaleja. Téssé tapauksessa siis kaikki neljan alkion aliryhmé&t ovat
normaaleja.



Muiden aliryhmien tutkimisessa auttavat esimerkissa 4.9 selvitetyt konjugaattiluokat.
Normaalisuuskiteerin nojalla on aliryhmé on normaali tdsmélleen silloin, jos se sisil-
taa kaikkien alkioidensa konjugaatit. Luonnollisesti neutraalialkion ainoa konjugaatti on
neutraalialkio itse. Mys alkio p? on konjugaattiluokkansa ainoa alkio, miké tarkoittaa
sitdl, ettd sekidin ei muutu missiéin konjugoinnissa. Aliryhmé {id, p?} on siis normaali.
Loput kahden alkion aliryhmét eivit puolestaan ole normaaleja, silld ndemme, ettd ne
eivat sisalla kaikkien alkoidensa kaikkia konjugaatteja.

Siten olemmme osoittaneet, ettd ryhmén Dg alirymét ovat

{id} (normaali), {id, 7p®},

{id, p?} (normaali), {id, p, p*,p*}  (normaali),
{id, 7}, {id, p%, 7, 7p?} (normaali),
{id, 7p}, {id, p?, mp, mp®}  (normaali),
{id, p?}, Ds.

Tehtava 2. Tarkastellaan edelleen nelion symmetriaryhmééa. Etsi jokaisen alkion
x € Dg keskittdja ja laske indeksi [Dg : Ci(x)]. Vertaa kutakin indeksid alkion x konju-
gaattiluokan kokoon. Mitké alkioista kuuluvat ryhmén keskukseen?

Ratkaisu. Tieddmme, ettd kunkin alkion keskittdja on ryhmén Dg aliryhmé. Aliryhmét
on listattu edellisessé tehtavissa, joten keskittajat 1oytyvét tuosta listasta.

Luonnollisesti alkion (1) keskittdjd on ryhméd Dg. Esimerkin 4.9 nojalla tieddmme,
ettd alkio p? = (13)(24) on konjugaattiluokkansa ainoa alkio. Siten se ei muutu missiin
konjugoinnissa ja siis kommutoi kaikkien alkioiden kanssa. Téten alkion p? keskittiji on
koko ryhma Dsg.

Muiden alkioiden konjugaattiluokat eivét ole yksidité, joten kaikki alkiot eivét keskita
niitd, vaan niiden keskittéjit ovat aitoja aliryhmid. Koska alkio p? kommutoi kaikkien
alkioiden kanssa, se on jokaisen keskittdjan alkio. Siten loppujen alkioiden keskittéjét
ovat epétriviaaleja aliryhmii, joihin kuuluu alkio p?. Koska jokainen alkio kuuluu omaan
keskittajaansa, voidaan kunkin alkion keskittdja nyt helposti poimia aliryhmien joukosta.

Niin saamme

O, (id) = Ds; Cpy () = {id, g2, 7, 74},
Cps(p°) = Ds, Cpy(mp) = {id, p*, 7p, mp*},
Cps(p) = {id, p, p*, p*}, Cps(mp?) = {id, p*, 7, mp*},
Cpy (p°) = {id, p, P>, p } Chy (mp?) = {id,pz,wp, 7rp3}.

Seuraavassa taulukossa on verrattu alkioiden konjugaattiluokkien kokoja niiden kes-
kittdjien kertalukuihin. Tulokset ovat lauseen 4.12 mukaisia eli konjugaattiluokan koko
on sama kuin keskittajan indeksi.

Y14 loydettiin myos ryhmén keskus. Se koostuu niistd alkioista, jotka keskittavat
kaikki alkiot, tai toisaalta ovat yksin omassa konjugaattiluokassaan. Ainoat téllaiset



alkiot ovat id ja p?. Siten (Dg = {id, p*}. Huomaa, ettd indeksi [Dg : Cp4 ()] on 1, jos
ja vain jos z € (Dsg.

z ’ng’ ‘CDs(x)‘ [D8:CD8(:U)]

id 1 8 1
P 2 4 2
p? 1 8 1
P’ 2 4 2
71' 2 4 2
TP 2 4 2
Tp? 2 4 2
pd 2 4 2

Tehtava 3. Olkoon G ryhmé. Merkitdan Z = (G. Oletetaan, etté tekijairyhmi G/Z
on syklinen. Osoita, ettd ryhméa G on vaihdannainen ja G/Z on itse asiassa triviaali.

Todistus. Tekijaryhmén G/Z alkiot ovat muotoa gZ, missia g € G. Koska tekijaryhmé
on syklinen, saadaan kaikki alkiot ryhmén virittdjan potensseina. Oletetaan, ettd alkio
xZ virittdd tekijiryhmén. Nyt jokainen sivuluokka on muotoa (zZ)" = 2"Z jollakin
kokonaisluvulla n.

Tehtévina on osoittaa, ettd G on vaihdannainen. Olkoot a,b € G. Koska sivuluokat
muodostavat ryhman G osituksen, alkiot a ja b kuuluvat joihinkin sivuluokkiin. On siis
olemassa sellaiset n,m € Z, ettd a € 2"Z ja b € 2™Z. Nyt a = 2"z ja b = 229
joillakin z1,29 € Z = (G. Keskuksen alkiot kommutoivat kaikkien alkioiden kanssa,
joten saadaan

+

ab=2"21 22y = 22" 2129 = 2" 2129

ja

+ +

ba =22y 221 = 22" 2921 = 2" 2921 = 2T 21 29.

Siispéd ab = ba, mista seuraa, ettd G on vaihdannainen.
Koska G on vaihdannainen, taytyy olla G = (G. Tekijaryhma G/(G on siis triviaali.
O

Tehtava 4. Olkoon p jokin alkuluku. Osoita, ettd Z,2 eli kertalukua p? oleva syklinen
ryhma ei ole minka&n kahden epétriviaalin aliryhménsa suora tulo.

Todistus. Sykliselld ryhmaélla aliryhmét méaraytyvit ryhmén kertaluvun tekijéiden mu-
kaan. Jokaista tekijaa vastaa tdsmaélleen yksi aliryhmé. Syklisen ryhmén Z,» kertaluku
on p?. Koska p on oletuksen mukaan alkuluku, ovat sen ainoat jakajat 1, p ja p?. Tekijoi-
ti 1 ja p® vastaavat triviaalit aliryhmét {[0]} ja Z,2. Ainoa epétriviaali aliryhmé on siis
kokoa p, ja niitd on vain yksi kappale. Aliryhmén tulo itsensd kanssa ei voi kuitenkaan
olla suora, joten Z, ei ole kahden epétriviaalin aliryhménsa suora tulo. O



Tehtava 5. Oletetaan, ettd o on joukon X permutaatio. Permutaation o kantaja
madritelladn seuraavasti:

supp(o) = {z € X [ o(z) # x}.

Kantajaan kuuluvat siis ne alkiot, jotka liikkuvat permutaatiossa paikaltaan. (Toisin
sanoen kantaja on kiintopistejoukon komplementti.)
Olkoot ¢ ja 7 joukon X permutaatioita ja x joukon X alkio. Osoita, etté

a) o(x) € supp(o), jos ja vain jos x € supp(o)
b) supp(o) = supp(o ")
c¢) supp(o o 1) C supp(o) Usupp(7).

Todistus. Jokainen kohta on helpointa késitelld kontraposition kautta (tai tutkimalla
kantajan sijasta kiintopistejoukkoa.)

a) Oletetaan ensin, ettd x ¢ supp(o). Téalloin o(z) = z, joten o(o(z)) = o(x). Néin
ollen o(x) ¢ supp(o).

Oletetaan sitten, ettd o(x) ¢ supp(o), eli o(o(z)) = o(x). Koska o on injektio, taytyy
pated o(z) = x, joten x ¢ supp(o).

b) Helposti ndhdéén, etta

z ¢ supp(o) <= o(x) =2 <= z=0 Y(z) < = ¢ supp(c™ ).

Titen X \ supp(c) = X \ supp(c~!) ja siirtyméilld komplementteihin nihdéin, ettd
supp (o) = supp(o—).

c) Oletetaan, ettd z ¢ supp(o) U supp(7r). Tamé tarkoittaa, ettd = ¢ supp(o) ja
x ¢ supp(7). Siispd o(x) = x ja 7(z) = z, joten erityisesti o(7(z)) = o(z) = . Tall6in
x ¢ supp(o o 7). On siis paatelty, ettd jos x € supp(o o 7), niin x € supp(o) U supp(7).

(]

Tehtava 6. Osoita, ettd Rubikin ryhmén keskus siséltyy asentoryhméaén R,.

Todistus. Olkoon 7 siirto, joka liikuttaa paloja ja ei siten kuulu asentoryhméin R,.
Oletetaan, ettd 7 siirtdd kuution palan paikasta z paikkaan y ja x # y.

Olkoon o sellainen perussiirto, etté se liikkuttaa paikassa x olevaa palaa, mutta ei koske
paikassa y olevaan palaan. Téllainen perussiirto on aina mahdollista 16ytda seuraavasti.
Paikat = ja y ovat joko molemmat nurkkapaikkoja tai molemmat sdrméapaikkoja. Jos
x on sarmapaikka, se sijaitsee yhtéd aikaa kahdella tahkolla ja y voi sijaita néistd vain
toisella. Téalloin voidaan valita sellainen o, joka kiertda sitd tahkoa, jolla y ei sijaitse.
Toisaalta jos = on nurkkapaikka, se sijaitsee yhté aikaa kolmella tahkolla ja y voi sijaita
néistd vain yhdella.

Tutkitaan konjugaattia o7o~! ja katsotaan, mité se tekee paikassa  olevalle palalle A.
Oheisessa kuvassa on esimerkki tilanteesta. Siirto o~! siirtédd palan A pois paikasta x ja
tilalle jonkin palan B. Tamén jélkeen siirto 7 saattaa liitkuttaa palaa A, mutta ainakaan
se ei vie sitd paikkaan y. Sinne menee nimittéin talla hetkelld paikassa z oleva pala B.



Lopulta siirto o saattaa vield liikuttaa palaa A, mutta se ei voi vieda sitd paikkaan y,
sillé siirron o oletettiin olevan sellainen, etté se ei vaikuta paikkaan y.

Nyt tieddmme, ettd pala A ei liikku konjugaatissa o7o ! paikkaan y. Siirto 7 kuitenkin
siirtdd palan A paikkaan y, misti seuraa, ettd oo ~! # 7. On siis pédtelty, ettd 7 ¢ (G.

Téaten koko Rubikin ryhmén keskus sisaltyy asentoryhméan R,. O
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