1.4 Funktioiden kertaluokat

e f on kertaluokkaa O(g), merk. f = O(g), jos
joillain ¢ > 0, m € N patee

f(n) <cg(n) aina kunn>m
e f on samaa kertaluokkaa kuin g, merk. f = ©(g),
jos joillain a,b > 0, m € N patee
ag(n) < f(n) <bg(n) aina kunn>m

f on alempaa kertaluokkaa kuin g, merk. f = o(g),
jos kaikilla ¢ > 0 on olemassa m € N jolle

f(n) <cg(n) aina kun n>m
e g on alaraja funktiolle f, merk. f = Q(g), jos
jollain ¢ > 0 patee

f(n) > cg(n) aarettoman monella n

e f ja g ovat asymptoottisesti samat, merk.f ~ g, jos

f(n) _

lim =2 = 1.
n—co g(n)

Usein kaytetaan hieman epatasmallisia merkintoja
tyyliin " f(n) = O(g(n))", esim. "n? = O(n3)"
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Esimerkkeja

on* 4+ 6n° = Ond
nlogn = o(n't) kaikilla e > 0
nlogn = Q(n)
log,n = ©(logyn) kaikilla a,b > 1

5n2—|—10nlogn—|—7fn ~ 5n?

Potenssi vastaan eksponenttifuntio: kaikilla o > 0 ja
B > 1 patee

n® = o(8").
Logaritmi vstaan potenssi: kaikilla o, 8 > 0 patee
(logn)® = o(n?).
Nama seuraavat suoraan tuloksista (esim. Diff. int. I)

logn

lim
n—oo N

lim — = 0 kaikilla 8 > 1

n—aoo /8

= 0 kaikilla o > 0O

Muita hyodyllisia logaritmin ominaisuuksia:

alogam —

T
log.(zy) = log,x + 109,y
log.(z¥) = ylog,z
log b
log,x = log, x
log a

Jatkossa merkitaan log kun kantaluku on 2 tai
kantaluvulla ei ole valia. Luonnollista logaritmia
merkitaan In.
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Kertaluokkien yleisia ominaisuuksia
Jos f =0(g) ja g=0(h) niin f =0O(h).

Kaikilla ¢ > 0 patee f(n) = O(g(n)) jos ja vain jos
f(n) = O(cg(n)).

Aina f(n) + g(n) = ©(max{ f(n),g(n) }).

Lause Olkoot f,g:N — RT.

e JoOS

o f(n)
im 9(n) =0

niin f(n) = o(g(n)).

e Jos jollain 0 < ¢ < oo patee

o I
e g(n)
niin () = ©(g(n)).
e JOS
im ()

niin f(n) = Q(g(n)).

34



Algoritmilla on polynominen aikavaativuus jos sen
aikavaativuus T'(n) = O(n*) jollain vakiolla k.
(Vastaavasti tilavaativuus jne.)

Esimerkkeja Seuraavassa n on syotteen koko, T'(n)
aikavaativuus ilmoitettuna tiettyjen alkeisoperaatioiden
lukumaaranid, ja koneen oletetaan suorittavan 10°
alkeisoperaatiota sekunnissa. Laskenta-aika on
taulukossa.

mn
T(n) 20 50 100 200 pol.?
1000nlogn | 0,1 s 0,3 s 0,6 s 1,5s on
10n3n 0,02s 1s 10 s 1 min on
n'ogn 0,4s 1,1 h 220 vrk 12000 v ei
2™ 1s 35 v ei

Sama tilanne mutta taulukoidaan suurin mahdollinen
kasiteltava syote kun aikaraja on annettu.

T(n) 1s|10*s(=2,7h) | 108s (=3v)
1000nlogn | 140 520000 3.10°
10n3n 46 1000 21000
nlogn 22 54 112
on 19 26 46
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Tarkastellaan samaa asiaa graafisesti. Ohessa arvoilla
n=1,...,120 kuvaajat funktioille

10—6 . 271/5
10—6 ) n0,7~|nn
107> .73
0,1-ninn

(Vakiokertoimet valittu siten etta funktiot suunnilleen
sopivat samaan kuvaan.)

z2a T T T T
le—GC#2%®¥ (x5 —o—

le-ckl0% k%3 —8—

28 48 15} ga 188 128
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Kun jatketaan arvoihin n = 100,...,500, nahdaan
miten ei-polynomiset funktiot rajahtavat kasista.

lagg T T T T T

T T
le-c#2%% x50 o

le—6#lO¥xksy —a—

soa

=3als]

408

2aa

=1t ] laa 158 zaa 2oa 288 308 408 4358 =pals]
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Miksi polynomisuus on tarkeaa

e polynominen algoritmi: laskenta-ajan (tai -tehon)
kasvattaminen vakiokertoimella kasvattaa myos
mahdollisten ongelmien kokoa vakiokertoimella
eksponentiaalinen algoritmi: ongelmien koko
kasvaa vain vakiotermilla

e Polynomiset algoritmit kayvat asteittain
hitaammiksi ja hitaammiksi. Eksponentiaaliset
algoritmit tormaavat jossain vaiheessa kuin
seinaan, minka jalkeen laskentatehon lisays ei juuri
hyodyta. (Poikkeus: korkean kertaluvun
polynomit; naita ei kuitenkaan kaytanndssa juuri
esiinny.)

e teoreettiset ominaisuudet: " polynominen
aikavaativuus’ sama kaikissa laskennan malleissa

e sulkeumaominaisuudet: kun aikavaativuudeltaan
polynomisia algoritmeja yhdistellaan esim.
for-lauseisiin, aikavaatimus sailyy polynomisena.
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Kuitenkin otettava huomioon
e pahin tapaus ei valttamatta tyypillinen
e toisinaan tarkastellaan pienia syoOtteita
e kertakayttosovellukset: koodauksen helppous

e kaytannossa suoritusaikaa voi dominoida I/O, haut
hitaasta muistista tms.

e numeeriset algoritmit: stabiilius, aritmetiikan
tarkkuus
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2. Algoritmien analyysitekniikoita

Kerrataan kurssilta Tietorakenteet tutut perustekniikat
ja opitaan uusia erityisesti rekursiivisten algoritmien ja
keskimaaraisen analyysin tarpeisiin.

Taman luvun jalkeen opiskelija

e OSaa kuvata rekursiivisen algoritmin aika- ja
tilavaativuuden rekursioyhtalolla

e 0Saa soveltaa tarkeimpia rekursioyhtaloiden
ratkaisumenetelmia, etenkin generoivia funktioita
ja ns. master-teoreemaa

e 0Saa mallintaa satunnaisilmiota Markovin ketjulla
ja tarkastella sen tasapainojakaumaa

e 0Saa analysoida tasoitettua aikavaatimusta
potentiaalimenetelman avulla
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2.1 Iteratiivisen algoritmin aikavaativuus

Tama on tuttua kurssilta Tietorakenteet. Kaydaan
kertausesimerkkina lapi lisaysjarjestamisalgoritmi.

insert-sort(A[l1...n]):
for j .=2 ton do
z 1= Aly]
1 =7—1
while : > 0 and A[i] > x do
Ali 4 1] := A[q]
1 =1—1
end while
Ali+ 1] ==
end for

Qs LONE

~

Milla tahansa n, 2 ja j rivit 5 ja 6 vievat vakioajan.
Merkitaan tata

while-silmukka kullakin 53 korkeintaan 5 kertaa:

Ts.6(n,j) <co+ (5 —1)(c1+ c3)

Mmissa ci1 tulee siis riveista 5 ja 6, c3 vastaa ehtotestin
suoritusta ja c» silmukan alustusta.
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Samoin rivit 2, 3 ja 7 menevat vakioajassa joten

To 7(n,5) <co+ca+ (G —1)(c1 + c3).

Lopulta (kun cs esittaa for-silmukan alustamista)
saadaan

T1..7(n)

= c5+ Z T 7(n,7)

j=2

s+ (n—1)(c2+ca)+(c1tes)d (G- 1)

J=2

= 5+ (n—1)(co+cq) + (c1 + @)%n(n —1)

IA

joten
T(n) = O(n?).
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Yleisia periaatteita

e T("z:=¢€"), T("read z"), T("write ¢") vakioita
(poikkeuksia: funktiokutsut, tarkka aritmetiikka,
taulukon indeksointi)

o T("P1, P2y ... B ) =T(P)+T(P2)+...+T(P) =
O(max{T(P1),...,T(P)})

e T("if e then P else ") =
O(max{T(e), T(P),T(F2)})

o T("while e do P") =
(suorituskertojen |km) - ©(1 4+ T(e) +T(P))
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Hyodyllisia summakaavoja

n

ZZ' — w = O(n?) (1)
1=0
2 n(n+1)(2n+ 1) — o(n?) (2)
§)
1=0
d» 2ot = ovtlg (3)
1=0
n n+1
Zai = i kun a # 1 (4)
P a—1
L i na"t? — (n4 a1 +a
;za = (a_1)2 kun a #= 1(5)
a¢@ = —— kun|a| <1 (6)
l—a
1=0
;za = d_a2 kun |a| < 1 (7)
— 1
- = Inn + v+ O(1/n) (8)
1=1

missa v ~ 0,577 (Eulerin vakio)

Naista on syyta muistaa (tai osata johtaa) ainakin (1),
(4) ja (6) tarkalleen ja loput kertaluokaltaan.
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2.2 Rekursioyhtalot

Tunnetaan myos nimilla differenssiyhtalot ja
palautuskaavat; keskeinen valine rekursiivisten
algoritmien analysoimisessa

Motivoiva esimerkki: lomitusjarjestaminen
Olkoon T'(n) seuraavan proseduurin mergesort(A,p,q)
aikavaatimus kun ¢ —p+ 1 = n.

Tassa A on jarjestettava taulukko ja merge(A,p,r, q)
lomittaa osataulukot Alp...7r] ja A[r+1...4]
lineaarisessa ajassa.

merge-sort(A, p,q):

1. iIf p <q then ©(1)
2. ri=L(p+q)/2] o(1)
3. merge-sort(A,p,r) (T (|n/2]))
4. merge-sort(A,r + 1, q) O(T([n/2]))
5. merge(A,p,r,q) O(n)

end if

Saadaan siis joillain vakioilla c1, ¢> ja c3

(1)
T(n)

C1

T([n/2]) +T(|n/2]) + con + c3 (9)
kun n > 2
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Yksinkertaistetaan yhtaldoa jattamalla pois alemman
kertaluvun termit ja olettamalla etta pyoristyksia ei
tarvita:

T(1) =
T(n) = 2T(n/2)+con kunn=2% k>1 (10)

Ratkaistaan ensin tama yksinkertaisempi yhtald (10) ja
osoitetaan sitten, etta sama ratkaisu toteuttaa myos
alkuperdisen yhtalon (9).

Ratkaistaan (10) arvausta sovittamalla:
1. arvataan ratkaisun kertaluokka T'(n) = ©(nlogn)
2. sovitetaan vakiokertoimet niin etta yhtalo toteutuu

Lause Olkoon T yhtalon (10) ratkaisu, kun rajoitutaan
muotoa n = 2% oleviin argumentteihin. Nyt

T(n) =(nlogn).
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Todistus Osoitetaan ensin ylaraja T'(n) = O(nlogn).
Taman kanssa on yhtapitavaa etta joillain a,b > 0
patee

T(n) <anlogn—+b (11)
kaikilla n.

Todistus tapahtuu induktiolla. Todetaan ensin, etta
(11) patee arvolla n =1 jos valitaan b > ¢;.

Oletetaan nyt, etta jollain m > 2 yhtdlo (11) patee kun
n < m. Soveltamalla yhtaloa (10) ja induktio-oletusta
saadaan nyt

T(m) = 2T(m/2)+ com
< 2(a%log%—|—b)—|—@m
= amlogm + m(c2 + alog(1/2)) + 2b
= amlogm+b+ (b+ m(cx —a))
< amlogm—+b

jos lisaksi b + m(co —a) < 0. Koska m > 2, kumpikin
ehto toteutuu esim. valinnalla b =c¢; ja a = c2 4 c1/2.

Talla valinnalla siis myos (11) toteutuu, eli

T(n) <(c2+c1/2)nlogn + c1
kaikilla n.
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LLauseen toinen puoli eli alaraja T'(n) = Q(nlogn)
todistetaan suoraviivaisella induktiolla.

Vaite: T (n) > conlogn kaikilla n
Perustapaus: T(1) =c; >0 =c¢>-1-l0g1l

Induktioaskel: Induktio-oletuksesta saadaan
T(n) 2T(n/2) 4 con
QCQg log g + con

'V

conlogn + conlog(1l/2) + con
conlogn.

Siis T'(n) = ©(nlogn).
]

48



Jotta nyt saataisiin lomitusjarjestamisen
aikavaativuudeksi ©(nlogn), pitaa viela osoittaa, etta
yhtaldiden (9) ja (10) ratkaisut ovat samaa
kertaluokkaa, ts. etta

1. alemmanasteinen termi c3 ei vaikuta tulokseen ja
2. tulos patee myos kun n ei ole kakkosen potenssi.

Olkoon T alkuperaisen yhtalon (9) ratkaisu.

Kohtaa (i) varten maaritellaan kaikilla n = 2*

T1(1)) =

Ti(n) = 2T(n/2)+con kun n=2%> 1ja
2(1) =
To(n) = 2T(n/2) 4+ (c2+c3)n kunn=2F>1

Koska edellisen lauseen nojalla seka Ti(n) etta To(n)
ovat ©(nlogn) ja selvasti

T1(n) < T(n) < T>(n),
nahdaan ettd T(n) = ©(nlogn) kun n = 2%,
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Siis on olemassa a,b > 0 ja ng > 0 joilla
anlogn < T(n) <bnlogn

kun n > ng ja n = 2% jollain k.

Olkooon nyt n > ng mielivaltainen ja k sellainen, etta
2k < n < 2kl Koska selvisti T on kasvava, saadaan

a2kk < T(2F) < T(n)
IE
T(n) < T(2F1) < p2F (k4 1).
Koska logn — 1 < kK < logn, saadaan
%n(log n—1) < T(n) < 2bn(logn + 1)
mista seuraa T'(n) = ©(nlogn).

Ylla on esimerkin vuoksi tarkasti naytetty miten
yksinkertaistetun yhtalon (10) ratkaisusta paadstaan
alkuperdisen yhtalon (9) ratkaisuun.

Jatkossa ei enaa kiinniteta huomiota tahan
suoraviivaiseen mutta kiusalliseen valivaiheeseen.

Rajoitumme oleellisempaan ongelmaan eli tyyppia (10)
olevien yhtaloiden ratkaisemiseen.
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