2.2.1 Ratkaiseminen arvausta sovittamalla

EsimerkKki: lomitusjarjestaminen (edelld)

Yleistys: Ratkaistava

T(1) < ¢
T(n) < g(T(1),...,T(n—1),n)

Mmissa g on n ensimmaisen parametrin suhteen kasvava.
(Ratkaisu tassa tarkkuudella T'(n) = O(...).)

Menettely:

1.

Arvataan ratkaisun muoto f, ts. oletetaan

T(’I’L) < f(n7a’17°"7a'k?)

missa a = (a1,...,a;) mydhemmin maarattavia
parametreja (vrt. a ja b edelld)

Sovitetaan parametrien a1,...,a; arvot niin, etta
voidaan todistaa

c < f(1,a)
g(f(l,a),...,f(n—l,a),n) S f(n7a’)

Nyt T'(n) < f(n,a) seuraa induktiolla.
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Huomattavaa:

e Hankalan yhtalon ratkaisuksi voi arvata
samanmuotoisen siistimman yhtalon ratkaisun.
Esim. yhtalon

T(n) =2T(n/2 +17) + 5n
ratkaisu on sama ©(nlogn) kuin yhtalolla
T(n) =2T(n/2) + n.
e Vaikka T'(n) < f(n) ei onnistu, voi silti olla

T(n) = O(f(n)). Kokeile induktiohypoteesia
T(n) < f(n) 4+ b missa b on uusi parametri.
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2.2.2 Ratkaiseminen purkamalla

Esimerkki:

T(1)
T(n)

1

3T(n/4) +n kun n=4% > 1

Suoraan saadaan

T(n)

3T(%) +n
3(3T(%) + §> +n

2 T 3
3°T( 2)—I— n—+n
3 (32(43)—|—42)—|—4n—|—n

3¢ 3y, .3
3T(53) + ()*n+ Jn+n

m—1

3

3T( ) +n Yy ()
1=0

kun m < k missa n = 4F.
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Erityisesti valisemalla m = k£ (jolloin 4™ = n) saadaan

. k—1 3
T(n) = 3T(1>+n;<z)
B (3/4)F —1
= 3'4n 3/4 -1
_ (1/4)F 1

= 3"99%"(1-4)+4n

(koska n = 4%)
= 4n — 3n'°9%3

(koska x'09Y = yl09x)
= O(n)

(koska log,3 < 1)

[l

54



Yleisemmin: Olkoon

T(1)
T(n)

C1

= aT(n/b) + d(n) kun n=10bF, k> 1

Missa a ja b ovat positiivisia kokonaislukuja ja d jokin

funktio.

Puretaan yhtild, kun n = b"*:

T'(n)

T (b5

aT (" 1) 4 d(b¥)

a(aT (" 2) + d(b" 1)) + d(v*)

a’T(b"2) 4+ ad(¥*1) + d(v*)

a®(aT(b"73) + d("2)) + ad(®* 1)) + d(b")
a>T(b"73) + a®d(b"2)) + ad(®* 1)) + d(b")

1—1
aTO" ) + ) ald(b*7)

=0
k-1
. o
T(1 Td(b 7
a (_ ) + Za (b"77)
homogeeninen osa J=0 )

epahomogeeninen 0sa
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e Homogeeninen o0sa on siis

log, n log, a

akcl = ci1a = cin

eli polynominen.

e Epahomogeeninen osa pitaa tarkastella erikseen.
Seuraavassa kasitellaan tarkea erikoistapaus
d(n) = con®, o vakio.

Lause (" Master Theorem”) Olkoot ci,a,a >0, ¢co >0
jabe{2,3,4,...} seka

T(1) =

T(n) = aT(n/b)+ con®, n=>b">1.

Arvoilla n =b*, k=0,1,2,..., patee:

1. Jos a > b® tai co = 0 niin

T(n) = ©(n'°9*).

2. Jos a < b* ja cx # 0 niin
T(n) =(n").

3. Jos a = b* ja cz #= 0 niin
T(n) = (n“logn).

Huom. a > b® joss a < 10g,a joss n® < nloda,
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Todistus Edella nahtiin, etta

k—1
T(n) = a"TQ)+) ale(bF7)

J=0
k—1
— Clnlogba + co Z aj(ba)k_j.
j=0
Tapaus co = 0 on selva. Jos a #= b%, saadaan

k—1 k—1 a
J b k—j — bozk: Ng
> (6 ()

- o k(a’/ba)k_l
= 9 a/b* — 1

ak o (ba)k
a/b> —1

a - a (a4
= (=D )

silla

a,k — alogbn — nlogba
Ja

(b*)F = (bF)* = n~.
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1. Jos a > b%, niin (a/b® — 1)1 > 0 ja n® < nl°%®?, joten
epahomogeenisesta osasta tulee

k—1
Zaj(ba)k—j — @(nlogba)

J=0
eli sama kuin homogeenisesta, joten myos koko
ratkaisu on

T(n) = ©(n'°99).

2. Jos a < b, niin (a/b® —1)~! < 0 ja n® > nl°%e joten
epahomogeenisesta osasta tulee

k—1 ' .
> a0 =),
j=0

joten koko ratkaisu on
T(n) = ©(n'°%*) + ©(n*) = O(n%).
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3. Jos a = b%, epahomogeeniseksi osaksi saadaan

k—1
2)aj(boz)k—j — Zak
j=

ka®
(logyn)a'%™
(log, n)n'°9@
O (n'°%logn)

ja koko ratkaisu on siis
T(n) = O(n'°?*) + ©(n'°%*logn) = (n'°%log n).
[]
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2.2.3 Muunnostekniikoita

Esimerkki arvoalueen muunnos

T(0) 1
T(n) = 5T(n—1)2 n>1

Merkitadan U(n) = logT'(n):

U = 0
U(n) = log(5T(n—1)?)
= 2logT(n—1)4+1log5
= 2U(n—1) 4+ log5, n> 1.
Puretaan:
Un) = 2U(n—-1)+1og5

2(2U(n —2) +10g5) + log5

k—1
= 2'U(n—k)+ ) 2/log5s
j=0
o n—1
= 2"U(0)+log5) 27
j=0

= (2" —-1)log5b.
Siis
T(n) — 2U(n) — (2Iog 5)2”—1 — 52”—1.
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Esimerkki muuttujanvaihto

T(2) = 1
T(n) = 2T(v/n)+ (logn)? " sopivilla” n
Merkitaan U(k) = T(2F):
Ul) = 1
U(k) = 27T(2"?) + (log 2¥)?

Kuten aiemmin saadaan tasta

1—1
U(2) = 2+ ) 2/(277)?
j=0
i—1
— 22 _I_ 22i Z =]
J=0
(1/2)i — 1
1/2 -1
27t -1
—1/2
2i + 227,—|—1(1 . 2—@)
2i _|_ 22i-|—1 . 22—|—1

eli
U(k) =k + 2k* — 2k = 2k°® — k.
Siis kun n = 2¥ saadaan
T(n) = U(logn) = 2(logn)? — logn.

2U (k/2) + k2 "sopivilla” k.
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2.2.4 Generoivat funktiot

Merkitaan T'(n) = t,. Jonon (tg,t1,t2,...) generoiva
funktio G saadaan kaavasta

G(z) = i tnz"
n=0

(niilla 2z joilla tama suppenee).

Esimerkkeja

1. Jonon (1,1,1,...) generoiva funktio G saadaan
geometrisesta sarjasta:

G(z) = Zl-z”z
n=0

— 2

2. Jonon (1,2,4,8,...) generoiva funktio on G missa

G(z) = Z 2" = 2(22)” =7 _1
n=0 n=0

3. Jonon (0,1,2,3,4,...) generoiva funktio on G
missa

G(z) = Z nz" (1 — 2)2
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Generoivien funktioiden kayttaminen rekursioyhtaloiden
ratkaisemisessa perustuu siihen, etta jos funktiolla on
potenssisarjaesitys niin se on yksikasitteinen:

Lause Olkoon f funktio jolla on potenssisarjaesitykset

(0.0}

f(z) = Z th,2" ja  f(z) = Z Sp2"
n=0

n=0

jotka kumpikin suppenevat (ainakin) kun —e < z < ¢
Jollain € > 0. Talloin

tn, = Sn, kaikilla n.

Todistus Diff. int. I tms. [

Tasta saadaan seuraava resepti jonoa (t,) koskevan
rekursioyhtalon ratkaisemiseksi:

1. muodosta rekursioyhtalosta yhtalo generoivalle
funktiolle G

2. ratkaise G
3. kehita saatu G potenssisarjaksi

4. luvut t,, saadaan nyt suoraan potenssisarjan
kertoimina

Idea on, etta rekursioyhtaldo muuntuu generoivaa
funktiota G koskevaksi algebralliseksi (tai
differentiaali-) yhtaloksi, ja tallaisten ratkaiseminen
tunnetaan melko hyvin.
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Esimerkki Periaatteen selventamiseksi sovelletaan
generoivia funktioita muutenkin helppoon yhtaloon

to 1
tn—l—l = 2t

1. Sovelletaan yo. kaavaa G:n maaritelmaan:

G(z) = Ztnz”

= 14 22 Z tn2"
n=0
= 14 22G(2).
2. Siis G(z) = 1 4+ 2z2G(z), mista ratkaistaan
1
1—2z
3. Geometrisen sarjan summakaavasta nahdaan

O xO 1
2; ? 2; 1- 2,

4. Siis t, = 2" kaikilla n.

G(z) =
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Sarjakehitelman suppenemista ei yleensa kannata
ruveta tarkastelemaan. Jos asiassa on jotain epaselvaa,
on yleensa jarkevampaa tarkistaa tuloksen oikeellisuus
suoraan sijoittamalla se alkuperaiseen yhtaloon:

to=2=1 oikein!

thyr = 2"t =2.2" =2, oikein!

Tarkistus on tietysti hyva tehda joka tapauksessa:
lisavaiva on yleensa vahainen ja laskuissa sattuu
helposti virheita.

Toinen esimerkki Hieman mielenkiintoisempana
esimerkkina tarkastellaan Fibonaccin lukuja:

fo = O
fi = 1
fn — fn—1+fn—2 kun n > 2
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Muodostetaan ensin yhtalo generoivalle funktiolle:

G(z) = Y far"
n=0
= 0+z+) (fo1+ fa-2)z"
n=2

0 0
-1 2 -2
= z+z g fr12" "+ 2 g fn22"

= z+z2(> fu2" = fo) + 22D fnz")
m=0 m=0

= 24 2G(2) + 22G(2).

Ratkaisemalla G(z) saadaan

z

G(z) =

1 —2—22
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Funktion G potenssisarja saadaan katevimmin
osamurtokehitelmasta, joka on tuttu esim.
rationaalifunktioiden integroinnista (Diff. int. I).
Tiedetaan, etta muotoa
az+ b
ri Z=r; Kun ¢ # j
(z—7r1)...(z — 1) ’

oleva rationaalifunktio voidaan sopivasti valituilla

R(z) =

kertoimilla Aq1,..., A, esittaa muodossa
A A
R(z) ="t . . 4 *

zZ—1"T Z— Tk

Tunnetusti 1 —z — 22 = —(z —71)(2 — r2) Missa r1 ja r
ovat yht3dldon 1 — z — 22 = 0 juuret

ro= —%(1 + V/5)
ry = —%(1 —V/5)
Voidaan siis Kirjoittaa
G(z) = z _ —2z . Aq n Ao

1 — 2z — 22 (z—r1)(z—7m) z—71 z—17o

missa r1 ja ro on annettu vlla ja vakiot Ay ja A, pitaa
viela maarata.
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Ratkaistaan vakiot A1 ja A, joilla patee

—Zz Al —|— AQ

(z—rl)(z—rg)_z—rl zZ— 1o

eli kun z %= ry ja z #nr
—z=A1(z —1r2) + Ax(z — 11).

Erityisesti taman pitaa patea rajalla z — ro:
—ro = Az(ro —r1)
eli

T2

Ap =

T — 7“2-
Vastaavasti rajalla z — r1 saadaan

—r1 = A1(r1 — rp)

eli
Ay =+
o — T
Siis nailla arvoilla r1, r2, A1 ja Ao patee
Al Ao
G(z) = +

zZ—1r Z— 1T



Siis kun sijoitetaan vakioiden A; ja A, arvot saadaan

A A
G(z) = ——+—
s ST p— O
A1 A, 1
o rm 1l—2z/r1 1o 1—2z/r

1 1 1 1
rn—ry 1—2z/r1  ro—mr 1—z/r2'

Sovelletaan geometrisen sarjan summaa.

Gl=) = ?“1—?“22( >n+r2—?“1nz::o(r2)n
(0. @] 1 .
- ;rl—m((? ( ))

‘Tasta nahdaan

fo= (G- )
L —1T2 r1 r2

eli, kun sijoitetaan arvot r1 ja ro ja sievennetaan,
o L1 VB\"  [1-+5B\"
" V5 2 2 '

Huom. (1 4++/5)/2~ 1,618 ja (1 —+/5)/2~ —0,618,
joten f, = O(1,62").
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