Esimerkki otteluvoiton todennakoisyys

A ja B pelaavat sarjan peleja. Sarjan voittaja on se,
joka ensin voittaa n pelia.

Yksittdisessa pelissa A voittaa todenndkoisyydella p ja
B todennakoisyydella ¢ = 1 — p. Ottelutulokset ovat
toisistaan riippumattomia. Milla todennakdisyydella A
voittaa sarjan?

Olkoon P(i,j) todenndkodisyys etta A voittaa sarjan,
kun lahdetaan liikkeelle tilanteesta jossa A on jo
voittanut n — ¢ pelia ja B voittanut n — j pelia. (Toisin
sanoen A tarvitsee viela ¢ voittoa ja B j voittoa.)
Halutaan laskea P(n,n). Iimeisesti patee palautuskaava

P(O,j) = 1 §>0
P(i,0) = 0 i>0

Siis arvot P(4,7), missa ¢ + j = k, voidaan laskea kun
tunnetaan arvot P(4¢,35), missa i/ 4+ j' =k — 1.
Taulukko P taytetaan diagonaaleittain alkaen
vasemmasta ylakulmasta.
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Algoritmin ensimmainen versio:

for k:=1 ton do
P[0, k] :=1
P[k,0] ;=0
for . =1 ton do
Plk — 3,51 == pPlk —j — 1,5] + qP[k — 5,5 — 1]
for k:=n-+1 to 2n do
for ) =k —n ton do
Plk — 3,51 == pPlk —j — 1,5] + qPlk — 5,5 — 1]
return Pln,n].

‘Tassa siis tarkastellaan diagonaalia kK =1+ 7,
k=1,2,3,.... Kun k> n, ei enaa tarvita koko
diagonaalia (ainoastaan arvot 7,5 < n).
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Muistinkayton jarkeistamiseksi merkitaan ensin
tilapaisesti diagonaalia k£ symbolilla Dy; siis

Dylj] = Pk — 3, j].
Paivityssaanto

Plk —j,jl = pPlk —j—1,j] +qPlk —j,5 — 1]
tulee muotoon

Dy.—i[5] = pDr—1l3] + qDr—1[5 — 1].

Asiaa sen kummemmin ajattelematta voidaan todeta
etta riittaa pitaa kerrallaan muistissa vektorit Dy_1 ja
Dy, siis suunnilleen 2n eikd n? lukua.

Lahemmin tarkastelemalla havaitaan, etta yksi vektori
D riittaa: kun vektoriin D lasketaan arvot D.(j) lahtien
suurista 5, uudet arvot voidaan kirjoittaa vanhojen
paadlle, koska arvon D;(j) laskemiseen ei tarvita arvoja
Dy_1(j') missa j/ > j. Saadaan viimeistelty algoritmi

for k:=1 ton do
P[0,k] =1
P[k,0] :=0
for j .= n downto 1 do
D[j] :== pD[j] + ¢D[j — 1]
for k:=n-+1 to 2n do
for j .= n downto £ —n do
D[j] :== pD[j] + ¢D[j — 1]
return D[n].
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Edellisissa esimerkeissa taulukointia kaytettiin
suoraviivaisesti rekursiivisen funktion laskemiseen.
Mielenkiintoisempia ovat erilaiset optimointisovellukset,
joihin nimi "dynaaminen ohjelmointi” viittaa.

Esimerkki matriisitulon laskujarjestys.

On laskettavana matriisitulo A; x ... x A,, missa A; on
pi X g;i-reaalilukumatriisi. Siis vaaditaan ¢; = p;4+1, mutta
muuten dimensiot voivat olla mielivaltaisia.

Kun kerrotaan (naiivilla menetelmalld) r x s-matriisi
s X t-matriisilla, suoritetaan rst kertolaskua ja tulos on
r X t-matriisi.

Tarkastellaan esimerkkina tulon ABC laskemista kun A
on 10 x 100-matriisi, B on 100 x 5-matriisi ja C on

5 x 50-matriisi, Matriisitulo on liitannainen, joten
laskun tulos ei riipu siita lasketaanko (AB)C vai
A(BC). Laskenta-aika sen sijaan riippuu:

(AB)C : 10-100-54 10-5-50 = 7500
A(BC) : 100-5-504 10100 - 50 = 75000

Seuraavassa esitetaan taulukointiin perustuva
menetelma optimaaliset laskujarjestyksen |loytamiseksi.
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Olkoon optimaalisessa jarjestyksessa koko tulon
viimeisena laskettavaksi tuleva kertolasku
(A1...Ag) - (Agy1...A,). Siis kaikkiaan tarvittavien
kertolaskujen lukumaara on

T+ Y+ P19kqn

missa x ja y ovat tulojen A;...Ax ja Agy1... 4,
laskemiseen tarvittavien kertolaskujen maarat.

Ongelmana on, etta mikaan ilmeinen tapa valita
viimeisen operaation indeksi k jollain heuristiikalla
suoraan lukuja (pi, q;) tarkastelemalla ei tunnu
toimivan. (Kokeilel)

Toisaalta kaikkia mahdollisia laskujarjestyksia ei voi
yksitellen tutkia, koska niita on yhta monta kuin
n-lehtisid tdydellisid binaaripuita eli £(*"~?) (Catalanin
luvut; HT).

Olkoon m(4,7) pienin maara kertolaskuja matriisitulon
AiAi+1 ... Aj laskemiseksi. Halutaan siis tietda m(1,n).

Hieman yllattaen ratkaisuna ongelmaan on laskea
m(i,j) kaikille 1 <i,j < n.
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Edella esitetyn perusteella patee

m(i,j) = 0 josj<i
mi,j) = | min (m(k)+mk+1,7) +pag)  muuten.

Olkoon viela s(z,7) se indeksi k joka minimoi arvon
m(i, k) +m(k 4+ 1,5) + pigrq;. Siis optimaalisessa
laskujarjestyksessa lasketaan

A@' .. Aj — (Al .. As(i,j)) . (As(i,j)+1 .. Aj)

Jos s on annettu taulukossa, niin seuraava rekursiivinen
funktio laskee tulon A;... A, suorittamalla optimaaliset
m(1,n) kertolaskua:

LaskeTulo(i,j):
if : = ;5 then return A,
else
X = LaskeTulo(s, s[i, j])
Y := LaskeTulo(s[i, 5] + 1,7%)
return XY
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Taulukot m ja s lasketaan siis seuraavasti:

for j ;=1 to n do ml[j,j] :=0
fort:=1ton—-1do
% tarkastellaan tuloja A; ... A1y
for;.=1ton—-tdo
7 =14+t
mli, j] := 400
for k. =:to j—1 do
r:=mli, k] +m[k+ 1, 7]+
plilplk + 1]plj + 1]
iIf » < mli,j] then

mli, j] ;=
sli,j] :=k
end if
end for
end for
end for

Aikavaativuus on ilmeisesti ©(n3).
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Floydin-Warshallin algoritmi: esimerkkina
verkko-ongelmasta tarkastelemme kaikkien lyhimpien
polkujen loytamista.

On annettu suunnattu painotettu verkko G = (V, E, /)
missa ¢: E — RT. Merkintdjen yksinkertaistamiseksi
oletetaan V ={1,...,n} ja laajennetaan ¢ siten, etta
¢(7,17) = 0 kaikilla ¢ ja muuten £(i,5) = +o00 jOS

(t,7) ¢ E.

Tehtdavana on maarittaa n x n-taulukko D missa Dz, j]
on lyhimman polun pituus solmusta ¢ solmuun j.
(Polun pituus on tdssa kaarten painojen summa.)

Ongelma ratkeaa taulukoimalla valivaiheita Dy,
k=0,...,n, missa D[, 7] on lyhimman sellaisen polun
pituus, joka paatepisteita lukuunottamatta ei kay
missaan solmuista k+1,...,n. Siis Doli,5] = £(4,5) ja
D, = D.

D[1,4]=5434+7=15

Do[1,4] =30  Di[1,4] = 30
D5[1,4] =17 Ds[1,4] = 15
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Jos ei pade Dygli, j] = Di_1[i, 4], niin lyhin polku
solmusta ¢ solmuun 3 vain solmuja 1,...,k kayttaen
tosiaan kay solmussa k. Talloin tama lyhin polku
tietysti muodostuu kahdesta osasta:

1. lyhin polku solmusta ¢ solmuun k£ vain solmuja
1,...,k— 1 kayttaen ja

2. lyhin polku solmusta k solmuun 5 vain solmuja
1,...,k— 1 kayttaen.

Saadaan siis palautuskaava

Doli, j] = £(3,5)
Dili,j1 = min{ Dy_1li, jl, Dp—1l4, k] + Dy_1(k, j] }.

(Toinen tarkea sovellus samasta ideasta on verkon
transitiivisen sulkeuman laskeminen. Talloin halutaan

DIJi, j] = 1 jos solmusta 7 ylipaansa on polku solmuun 7,

ja DIJi,j] = 0 muuten. Talloin kaavaksi tulee

Doli,j] = 1 jos (i,j) € E
Doli,j] = 0 muuten
Dyli,j] = max{ Dx_1lt,j], Dr_1li, k] - Dx—1lk, j] } .

Tasta saatavaa algoritmia nimitetaan Warshallin
algoritmiksi.)
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Lopulta algoritmi saadaan seuraavaan muotoon:

D .=/
for k=1 to n do
for : .= 1 to n do
for j . =1 ton do
Dli, j] := min{ DI, j], D[i, k] + DIk, j] }

Tassa on otettu huomioon, ettda Dy[:, k] = Di_1[7, k] ja
D[k, 7] = Di_1[k, 7], joten selvitaan yhdella taulukolla
D. Aikavaativuus on ©(n3) ja tilavaativuus ©(n?).

Jos halutaan myos itse lyhimmat polut eika pelkkia
niiden pituuksia, voidaan algoritmiin esim. liittaa
taulukko STi, j] joka kertoo, mihin solmusta ¢ pitaa
menna, etta paastaan solmuun j.
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Ahneet algoritmit (greedy algorithms)

Idea: Muodostetaan jono osaratkaisuja Sp, S1,...,S5m
missa S,, on koko ongelman ratkaisu, Sg on jokin
triviaali lahtoaskel, ja S; saadaan osaratkaisusta S;_1
tekemalla siihen jokin hyvalta nayttava (" lokaalisti
optimaalinen) lisays.

Ongelman rakenteesta riippuu, johtavatko lokaalisti
optimaaliset askelet aina koko ongelman optimaaliseen
ratkaisuun.

Esimerkki rahanvaihto: annettu euromaara esitettava
pienimmalla maaralla seteleita ja kolikoita. Esim.

83 euroa = (50 4+ 20+ 10+ 2 + 1) euroa.

Olkoon z < 100 rahamaara ja A = {50,20,10,5,2,1}.
Ahne ratkaisu:

1. S:= 0 (monijoukko)

2. Toista kunnes ) _ca=ux: aseta S:=SU{z}
missa z € A on suurin jolla ) .qa+ 2z < x.

Jos kaytossa olevien rahojen arvot on valittu sopivasti
(niinkuin ne yleensa ovat), algoritmi antaa optimaalisen
vastauksen. Tama ei kuitenkaan ole itsestaan selvaa.
Esim. jos puuttuisi 10 ja 5 euron rahat, saataisiin
60=504+24+2+2+4+2+4 2 eika 60 =20 4+ 20 + 20.
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Dijkstran algoritmi: esimerkki ahneesta
polunetsimisesta verkossa

On annettu suunnattu painotettu verkko G = (V, E, /)
kuten Floydin-Warshallin algoritmissa, mutta nyt on
lisaksi annettu lahde vg € V' ja halutaan tietaa
ainoastaan ne lyhimmat polut joiden alkusolmu on vg.

Olkoon siis §(v) lyhimman polun pituus solmusta vg
solmuun wv.

Ratkaisun perusajatus on pitaa vlla sellaista joukkoa
S CV, etta oikea arvo §(v) tiedetaan kaikille v € S.
Aluksi S = { v }, ja kun on saavutettu S =V ratkaisu
on valmis. Joukkoa S laajennetaan ahneesti lisaamalla
siithen aina sellainen alkio joka nayttaisi olevan
mahdollisimman lahella lahdetta vg.

Laskennan aikana pidetaan ylla taulukkoa D, jonka
tulkinta on seuraava:

e jos v € S niin D[v] = §(v)

e muuten D[v] on lyhimman sellaisen polun pituus
solmusta vg solmuun v, joka paatepisteitaan
lukuunottamatta sisaltaa vain joukon S solmuja.

Siis kun lopulta S =V, taulukko D sisaltaa halutun
tuloksen.
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