Algoritmi on periaatteellisella tasolla seuraava:

Dijkstra(V, E, ¥4, vg):

S = {’Uo}

D[’Uo] =0

forveV — S do
DI[v] := £(vo,v)

end for

while S =V do
valitse v € V — S jolle D[v] on minimaalinen
S:=Su{v}
for w eV —5 do

D[w] := min { D[w], D[v] + £(v,w) }

end for

end while

return D

Tehokkuuden kannalta on merkittavaa, millaisella
tietorakenteella operaatio " valitse v toteutetaan.
Palataan tahan myohemmin. Osoitetaan ensin
algoritmin oikeellisuus.

Lause Dijkstran algoritmin palautamalle taulukolla D
patee D[v] = §(v) kaikilla v € V.
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Todistus IImeisesti algoritmin suoritus aina paattyy, ja
talloin § = V. Lause seuraa osoittamalla induktiolla
joukon S koon suhteen seuraava vaite:

1. jos w € S niin D[w] = é(w)

2. muuten D[w] on lyhimman sellaisen polun pituus,
joka alkaa solmusta vg, paattyy solmuun w eika
kay muissa joukon V — S solmuissa.

Perustapaus: Kun |S| =1, niin S = {vp}. Koska
DJ[vg] = 0 = §(vo) ja kaikilla v #£ vo patee
D[v] = £(vo,v), vaite on tosi.

Induktioaskel: Oletetaan, etta vaite patee tietylla
joukolla S. Osoitetaan, etta se patee myds joukolla
SU{wv}, kun v on valittu ja D padivitetty kuten
algoritmissa.

Kohta 1: Pitaa osoittaa, etta paivityksen jalkeen
D[v] = §(v).

Induktio-oletuksen mukaan D[v] on ennen padivitysta
eraan polun pituus solmusta vg solmuun v. Paivitys ei
ainakaan kasvata arvoa DJv], joten sen jdlkeenkin
erityisesti patee §(v) < DJ[v].
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Pitaa viela osoittaa D[v] < §(v). Tehddan vastaoletus
d(v) < D[v]. Olkoon 7 (jokin) lyhin polku solmusta vg
solmuun wv.

Induktio-oletuksen mukaan D[v] on ennen padivitysta
lyhin polun pituus solmuun v kun kaytetaan vain
joukon SU{v} solmuja, eika D[v] muutu paivityksessa.
Siis polulla 7w on ainakin yksi solmu joukon SU{v}
ulkopuolelta.

Olkoon z ensimmainen joukkoon S U {wv} kuulumaton
solmu polulla 7, ja olkoon #/ polun 7 alkuosa joka
paattyy solmuun z.

Selvasti «’ on lyhin polku solmuun z ja sisaltaa vain
joukon SuU{z} solmuja, joten induktio-oletuksen
nojalla D[x] on polun «’ pituus.

Koska ©/ on polun « alkuosa, D[xz] on korkeintaan
polun m pituus.

Oletuksen mukaan polun = pituus on §(v) < DJ[v], joten
Dlx] < DJv].

Tama on kuitenkin ristiriidassa alkion v valinnan
kanssa. Kohta 1 on todistettu.
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Kohta 1.
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Kohta 2: Olkoon w ¢ SU{v}, ja w lyhin polku solmuun
w kayttaen vain joukon SU{v,w} solmuja. Pitaa
osoittaa, etta polun 7« pituus on

min { D[w], D[v] 4+ ¢(v,w) }

missa D viittaa taulukon arvoon ennen paivitysta. On
kolme mahdollisuutta:

1. Polku 7 ei kulje solmun v kautta. Nyt
induktio-oletuksen nojalla polun 7 pituus on D[w],
ja D[w] < D[v] + £(v, w).

2. Polku m kulkee joukossa S, kunnes tulee solmuun v
ja siita suoraan solmuun w. Taas
induktio-oletuksesta seuraa, etta polun = pituus
on D[v] + 4(v,w) ja D[w] > D[v] + £(v, w).

3. Polku 7 kulkee solmun v kautta, mutta palaa
joukkoon S ennen paatymista solmuun w.

Olkoon z solmua v seuraava solmu polulla .

Nyt x € S, joten oletuksen mukaan lyhin polku
solmuun z kulkee joukon S sisalla.

Ottamalla tama lyhin polku korvaamaan polun =
alkuosan solmuun z saakka saadaan polku 7/, joka
ei ole pitempi kuin 7 eika kulje solmun v kautta.
Tama tapaus palautuu siis tapaukseen 1.

Kohta 2 ja siis lause on todistettu. [
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Kohta 2, tapaus 3.
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Aikavaativuus Suoraviivainen vierusmatriisiin
perustuva toteutus antaa helposti aikavaativuuden
o(|V|?).

Vieruslistaesityksella ja sopivilla aputietorakenteilla
saadaan aikavaativuus O(|V|log |V| + |E|), joka on
parempi harvoille verkoille (|E| < [V]?).

Palautetaan mieliin (kdannetty) prioriteettijono. On
Kiinnitetty jarjestetty joukko K ("avaimet”) ja
mielivaltainen joukko D ("data”). Prioriteettijono
yllapitaa joukkoja Q C K x D seuraavilla operaatioilla:

Empty(Q): Q :=10
Insert(Q,z,d): Q =QU{(zx,d)}

Minimum(Q): palauttaa sellaisen parin (z,d) € Q etta
x on suurin mahdollinen

Extract-Min(S): palauttaa sellaisen parin (z,d) € Q,
etta x on suurin mahdollinen, ja poistaa sen
joukosta

Decrease-Key(Q, z,y,d): korvaa alkio (z,d) € @ alkiolla
(y,d); operaatio on sallittu vain jos oletetaan y < z

(" Alkuperadisessa’ prioriteettijonossa on vastaavasti
operaatiot Maximum, Extract-Max ja Increase-Key.)
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Esitetaan Dijkstran algoritmi kayttaen
prioriteettijonoa, jonka avaimia ovat polunpituudet ja
dataa solmujen nimet. Oletetaan, ettd A[v] on solmun
v vieruslista verkossa (V, F).

Dijkstra(V, E, £, vp):
S = {’Uo}
D[”Uo] =0
Empty(Q)
forveV —§ do
DI[v] := £(vo,v)
Insert(Q, D[v],v)
end for
while |S| <n do
(z,v) := Extract-Min(S)
S =Su{v}
for w € A[v] do
x = D[v] 4+ 4(v, w)
if x < D[w] then
Decrease-Key(Q, w, D[w], x)
end if
end for
end while
return D

Qs LONE
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Aikavaatimus selvasti maaraytyy while-silmukan sisalla
olevista prioriteettijono-operaatioista.

Rivin 1. Extract-Min suoritetaan |V| — 1 kertaa.

Rivin 6. Decrease-Key-operaation suorituskertojen
lukumaara on korkeintaan vieruslistojen yhteispituus eli
|E].

Kurssilla Tietorakenteet on opittu, miten n alkion
prioriteettijono voidaan toteuttaa kekoa kayttaen
ajassa O(logn) per operaatio. Aikavaatimukseksi tulee

(VI + |E]) log |V].
Jatkossa esiteltavilla Fibonacci-keoilla aikavaatimusta
saadaan parannetuksi sikali, etta operaation
Decrease-Key tasoitetuksi aikavaatimukseksi tuleekin
vain O(1). Dijkstran algoritmin aikavaatimukseksi tulee
talloin

\V|log |V| + |E]|.
(Fibonacci-keot ovat suhteellisen monimutkainen
tietorakenne eika valttamatta kovin kaytanndllinen.)
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Pienin virittava puu (minimum spanning tree)

Olkoon G = (V, E) suuntaamaton verkko ja
G' = (V', E") sen osaverkko (V' CV ja
E'CEN(V' xV")).

Jos V! =V, sanomme etta G’ virittaa verkon Q.
Jos lisaksi G’ on syklitdn, se on virittava metsa.

Jos lisaksi G’ on yhtenadinen, se on virittava puu.
(Huom. virittava metsa on virittava puu joss
£ =[V]-1.)

Oletetaan viela, etta kuhunkin verkon kaareen e € E
liittyy paino 4(e) > 0. Aliverkon G’ kustannus on

(G =) L(e).

eck’

Yhtenaisen verkon pienin virittava puu on
kustannukseltaan minimaalinen virittava puu. Tallainen
on olemassa joss verkko on yhtenainen; se ei
valttamatta ole yksikasitteinen.

Sovelluksia: tietoliikenneverkot, piirisuunnittelu, osana
muita verkkoalgoritmeja.

Virittavia puita esim. taydellisella verkolla on
eksponentiaalinen maara, joten kaikkien
mahdollisuuksien kokeileminen on tehotonta.
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Verkko G

Eras virittava puu ¢’
(G)=14+54+4+6+5=21

Pienin virittava puu G”
(G =3+4+5+14+4+2=15
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Esitetaan ahne Kruskalin algoritmi pienimman
virittavan puun loytamiseksi yhtenaiselle verkolle.

Algoritmi pitaa ylla kaarijoukkoa T'C E, jolla (V,T) on
metsa. Joukkoa T kasvatetaan yksi kaari kerrallaan,
kunnes saadaan yhtenainen osaverkko.

Kruskal(V, E, £):

T :=10

L =F

while |T| < |V| -1 do
valitse e = (v,w) € @ jolla £(e) on minimaalinen
L:=L—-{e}
iIf v ja w Kuuluvat eri puihin

metsassa (V,T)

then T:=TuU{e}

end while

return (V,T)

Aikavaativuusanalyysissa keskeinen kysymys on, miten
testataan solmujen kuuluminen eri puihin. Tama on
esimerkki erillisten joukkojen yhdisteista (Union-Find),
johon sopiva tehokas tietorakenne esitetaan
myohemmin. Lopputulos on, etta algoritmi toimii
ajassa

O(|E|log [E|) = O(|E|log [V])

eli joukon E jarjestaminen painojen suhteen dominoi
aikavaativuutta. (Huom. |V]| -1 < |E| < |V]?).
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Kruskalin algoritmin oikeellisuustodistus perustuu
invarianttiin, etta (V,T) on aina jonkin pienimman
virittavan puun osaverkko:

Lemma Oletetaan etta (V, E) on yhtendinen ja T C FE.
Oletetaan etta

e on olemassa pienin virittava puu (V,S) jolla T C S
ja

e ¢ c FE on painoltaan minimaalinen kaari, jonka
paatepisteet kuuluvat metsan (V,T) eri puihin.

Nyt

e on olemassa pienin virittava puu (V,S’) jolla
Tu{e}CS.

Lemmasta seuraa suoraan induktiolla joukon 71" koon
suhteen, etta Kruskalin algoritmi palauttaa jonkin
pienimman virittavan puun.
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Lemman todistus Jos e € S, voidaan valita S’ = S.
Olkoon e & S.

Koska (V,S) on yhtendinen ja syklitdn, verkossa
(V,SU{e}) on tasan yksi sykli.

Olkoon €' jokin taman syklin kaari, joka ei kuulu
joukkoon T'U {e}. Tallainen kaari on olemassa, koska

(V,TU{e}) on sykliton.

Valitaan "= S —{'}U{e}. Koska (V,S’) on syklitdon
ja |8’ =S| = |V| -1, niin (V,S") on virittava puu.

Koska e ¢ T ja (V,T Ue’) on syklitdon, kaaren €
paatepisteet ovat metsan (V,T) eri puissa. Kaaren e
valinnasta seuraa, etta 4(e) < 4(€).

Siis
(v, 89) = L((V,S)) —L(e) + £(e)
< LV, 5))
joten myos (V,S") on pienin virittava puu.
]
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Ahneiden algoritmien teoriaa

Kruskalin algoritmi on esimerkki |laajasta joukosta
ahneita optimointialgoritmeja, joiden toimivuus
voidaan perustella matroidien teorian avulla.

Olkoon S # () darellinen, ja olkoon I kokoelma joukon
S osajoukkoja. Pari (S,I) on matroidi, jos seuraavat
ehdot ovat voimassa:

Perinnollisyys: jos Be€ Il ja AC B niin A€ S

Vaihto-ominaisuus: jos A€ I, Be I ja |A|<|B
on olemassa x € B— A jolla Au{z} el

. niin

Kokoelman I joukkoja sanotaan riippumattomiksi.

Esimerkki Olkoon S darellinen ja I={ACS||A| <k}
jollain k.

Selvasti I on perinnollinen.

Olkoon A€ I, Be I ja|A|l <|B|. Siis |[A] <k —1, joten
AU{z} eI milla tahansa x. Koska |A| < |B|, on
olemassa x € B — A. Siis vaihto-ominaisuus patee, ja
(S,I) on matroidi.
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Esimerkki Olkoon G = (V, E) ja

I ={T CEFE|(V,T) on sykliton }.
Merkitaan Mg = (E,1).
Propositio Mg on matroidi.

Todistus Perinnollisyys on ilmeista.

Olkoon A€ I, BeI ja |A| <|B|. Siis (V, A) ja (V,B)
ovat metsida. Koska metsassa (V, A) on vahemman
kaaria, siina on enemman yhtenaisia komponentteja
(eli puita).

Siis ainakin yksi metsan (V, B) puu sisaltaa solmuja
ainakin kahdesta metsan (V, A) puusta. Voidaan siis
valita kaari e € B, jonka paatepisteet ovat metsan
(V, A) eri puissa. Talloin Au{e}el. O
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