4.2 Fibonacci-kasat

Fibonacci-kasoilla voidaan toteuttaa samat operaatiot
kuin binomikasoilla.

Paasiallinen ero on, etta paljon
Decrease-Key-operaatioita sisaltavat jonot nopeutuvat.

e Primin algoritmi pienimmalle virittavalle puulle
nopeutuu ajasta O(|E|log|V|) aikaan
O(|E|+ |V]log |V]|) (sivuutetaan talla kurssilla; vrt.
Kruskalin algoritmi O(|E|log |V]))

e samoin Dijkstran algoritmi nopeutuu ajasta
O(|E|log|V]) aikaan O(|E|+ |V]log|V])

Fibonacci-kasojen vakiokertoimet ovat suuret, mutta
huolellisesti toteutettuna ne nopeuttavat algoritmeja
Myo0s kaytannossa suurilla aineistoilla.

My0Os toteuttaminen on hankalaa (mutta valmiita
toteutuksia on saatavilla, kuten kaikille muillekin
perustietorakenteille).
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Fibonacci-kasan talletusrakenne on joukko
jarjestamattomia puita.

e puiden juuret linkitetty yhdeksi juurilistaksi
e kunkin solmun lapset on linkitetty yhdeksi listaksi
e lapsista on linkki vanhempaansa

e kukin puu toteuttaa kasaehdon (vanhemman avain
ei suurempi kuin lapsen avain)

e kasa esitetaan osoittimella juurilistan pienimpaan
alkioon (eli koko kasan pienimpaan alkioon)

Kaikki listat ovat kahteen suuntaan linkitettyja
rengaslistoja.

Kussakin solmussa on lisaksi tieto sen lasten
lukumaarasta (degree) seka merkki, joka voi olla tosi
tai epatosi.
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Esimerkki Fibonacci-kasasta; merkityt solmut
rengastettu

left right

child

Fibonacci-kasan linkitetty rakenne
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Jarjestamaton binomipuu on Kuin jarjestetty
binomipuu, mutta solmun lasten jarjestys ei ole
merkitseva. Nailla on luonnollisesti vastaavat
ominaisuudet kuin jarjestetyilla, erityisesti n-alkioisen
puun solmun aste on korkeintaan logn.

Jos kasan kaikki puut ovat binomipuita, niin operaatiot
Insert, Minimum, Extract-Min ja Union pitavat taman
voimassa.

Binomipuista poiketen kuitenkin Union ja Insert voivat
johtaa tilanteeseen, jossa kasassa on useita saman
kokoisia binomipuita. Vasta Extract-Min tiivistaa kasan
sellaiseksi, etta jokaisella juurilistan solmulla on eri
asteluku.

Operaatiot Decrease-Key ja Delete voivat muuttaa
binomipuita ei-binomipuiksi. Solmuissa olevia merkkeja
kaytetaan osoittamaan tallaiset rakennepoikkeamat.

Tasoitetussa analyysissa kasan H potentiaali on
O(H) = at(H) + 2am(H)

missa t(H) on juurilistan pituus, m(H) merkittyjen
solmujen lukumaara ja a > 0 sopiva vakio. Siis
operaatioita " palkitaan” juurilistan lyhentamisesta ja
merkkien poistamisesta, jotka tekevat rakenteen
"binomikasamaisemmaksi’ .

Kasajoukon potentiaali on yksittaisten kasojen
potentiaalien summa.
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Binomipuista tiedettiin, etta jos solmun z asteluku on
k ja sen lapset oikealta vasemmalle yi1,...,yr, Niin
solmun y; asteluku on ¢ — s.

Fibonacci-kasoissa on voimassa seuraava heikompi
ominaisuus:

Propositio Olkoon solmun z asteluku degree[z] = k ja
sen lapset yi1,...,yr Siina jarjestyksessad, jossa ne on
liitetty solmuun x (vanhin lapsi ensin). Nyt

degreely;] > i — 2 Kkaikilla i.

Operaatioiden toteutuksen yhteydessa tarkastelemme,
miten tama pidetaan voimassa.

Perusidea lyhyesti on, etta solmujen linkittamisessa
yhdistetaan aina samanasteisia solmuja (kuten
binomikasoissa). Siis kun y; linkitetaan solmun x
lapseksi, on voimassa degreely;] = degree[x] =i — 1.

Myohemmin solmun y; sallitaan menettaa yksi lapsi.
Jos solmu y; menettaisi toisenkin lapsen, rakenne
jarjestellaan uudelleen.

Jarjestelytarpeen havaitsemiseksi kaytetaan merkkeja:

solmussa y on merkki, jos y on jonkin solmun
x lapsi ja y on menettanyt yhden lapsen
tultuaan solmun x lapseksi.
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Olkoon fi k. Fibonaccin luku: fo =0, f1 =1,
fa+2 = fa+1 + fn. Tunnetusti (helppo induktio)

k
Jey2 > 1+ Zfi-

1=0

Olkoon size(x) sen alipuun solmujen lukumaara, jonka
juuri on z, ja olkoon size(k) pienin mahdollinen size(x)
kun degree[z] = k.

Kun edellinen propositio oletetaan todeksi, saadaan nyt
Lause size(k) > frio > ¢* missa ¢ = (1 ++/5)/2.

Olkoon D(n) suurin solmun aste n-solmuisessa
Fibonacci-kasassa.

Korollaari D(n) <log,n = O(logn)

‘Tama korollaari korvaa Fibonacci-kasoilla
binomikasojen tarkemman arvion D(n) = [logn].
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Lauseen todistus Vaite ilmeisesti patee kun k£ < 1.

Olkoon nyt = solmu jonka aste on k£ > 2 ja lapset
ikajarjestyksessa yi,...,y;r. Tehdaan induktio-oletus
size(j) > fj+2 kun j < k. Koska size[y1] = 1, saadaan

k
size(z) = 1—|—Zsize(yi)
1=1

k
= 2+ Z size(yi)
=2

1V

k
2+ Z size(i — 2)
i=2

k
> 2+ ) fi
1=2

= Jfrt2
Koska x oli mielivaltainen, patee size(k) > fi+o.

Toinen epayhtald seuraa aiemmin johdetusta
Fibonaccin lukujen suljetusta kaavasta (tai helpolla
induktiolla). [
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Esitetaan nyt itse operaatiot ja niiden tasoitetut
aikavaatimukset. Yksinkertaisuuden vuoksi jatamme
kasittematta kasan tyhjenemiset ja muut helpot
erikoistapaukset.

Jatkossa b merkitsee jotain vakiota, joka on valittu niin
suureksi etta kaikki " vakioajan’ vievat toimitukset
sujuvat ajassa b. (Lisaksi erikseen ei aina mainita, etta
Kysymys on ylarajasta.)

Muistetaan, etta kasojen H.,..., H, yhteispotentiaali
on

m m

> ®(H) = (at(H;) + 2am(H,))

missa ¢t on juurilistan pituus, m merkittyjen solmujen
lukumaara ja a > 0 myohemmin valittava vakio.

Aluksi ei ole lainkaan kasoja, eli potentiaali on nolla.
Selvasti potentiaali on aina ei-negatiivinen, joten
tasoitettu aikavaativuus on todellisen aikavaativuuden
ylaraja.

Make-Fib-Heap: Todellinen aikavaativuus on vakio eli
kork. b. Luodulla uudella puulla potentiaali on nolla,
joten potentiaalissa ei muutosta.

Fib-Heap-Insert(H, x): Toteutetaan tekemalla alkiosta
x yhden solmun puu ja liittamalla kasan H juurilistaan.
Todellinen aikavaativuus b, potentiaalin muutos a,
joten tasoitettu aikavaativuus a -+ b.
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Fib-Heap-Minimum: Todellinen aika triviaalisti vakio,
koska kasa esitetaan osoittimena minimialkioon.
Potentiaali ei muutu, joten tasoitettu aikavaativuus b.

Fib-Heap-Union(H1, H>): Yhdistetaan kasojen H; ja Ho>
juurilistat (pelkka konkatenaatio, ei mitdan
uudelleenjarjestelyja). Palautetaan osoitin joko Hi:n
tai H>:n minimialkioon, sen mukaan kumpi on
pienempi. Todellinen aikavaativuus b, yhteenlaskettu
potentiaali ei muutu.

Fib-Heap-Extract-Min(H): periaate on seuraava:

z:=min(H)

H' := solmun z lapsilista
poista z kasan H juurilistasta
yhdista H’ kasan H juurilistaan
tiivista kasa H

RN

Kuten edella, askelessa 4 vain konkatenoidaan listat.

Askelessa 5 tiivistetaan kasan H uusi juurilista
sellaiseksi, etta kullakin juurella on eri asteluku (vrt.
binomikasa).

Tiivistamisessa puita yhdistetaan seuraavalla
proseduurilla:

Fib-Heap-Link(H,y, x):
poista y kasan H juurilistasta
linkita y solmun x lapseksi
degreelx] := degree[x] + 1
mark|y] := False

W=
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Tiivistaminen tapahtuu seuraavalla proseduurilla:

Consolidate(H):

1. for d .= 0 to D(n) do A[d] := Nil
2. for kaikilla kasan H juurilistan solmuilla z do
3. d := degree[z]
4. while A[d] # Nil do
% tallessa on jo yksi d-asteinen juuri
5. if key[z] > key[A[d]] then vaihda z ja A[d]
6. Fib-Heap-Link(H, A[d], x)
7. Ald] := Nil
3. d:=d+1
9. Ald] ===
10. muodosta lista niista alkoista A[d] jotka eivat ole Nil
11. H := osoitin listan pienimpaan alkioon

Kullakin x siis katsotaan, onko asteluvun d = degree|[x]
mukainen paikka A[d] vapaana taulukossa A, joka on
aluksi tyhja.

Jos paikka on vapaa, x talletetaan siihen ja siirrytaan
seuraavaan juurilistan alkioon.

Jos paikka ei ole vapaa vaan siella on juuri y,
linkitetaan y ja x ja saadaan uusi astetta d 4+ 1 oleva
puu. Paikka A[d] vapautuu, ja seuraavaksi katsotaan
onko yhdistetylle puulle vapaana paikka A[d 4+ 1].

Huomaa, etta linkitettaessa y ja x patee aina
degree[x] = degree[y] (vrt. sivun 221 propositio).
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Kaikki muu paitsi Consolidate-proseduurin for-silmukka
(rivit 2—9) menee selvasti ajassa O(D(n)).

Consolidate(H)-kutsun for-silmukan aikavaativuus on
O(t(H) 4+ D(n)), koska juurilistassa on aluksi t(H)
solmua ja siihen lisataan korkeintaan D(n) solmun z
lasta. Siis koko proseduurin Fib-Heap-Extract-Min
todellinen aikavaatimus on b(D(n) + t(H)).

Juurilistan pituus on aluksi t(H) ja lopuksi korkeintaan
D(n) + 1. Merkattuja solmuja ei tule ainakaan lisaa.
Potentiaalin muutos on siis

AD(H) < a(D(n)+1+2m(H)) — a(t(H) + 2m(H))
a(D(n) +1—t(H)).

Tasoitetuksi aikavaativuudeksi tulee siis

b(D(n) + t(H)) +a(D(n) +1—t(H)) < (2a+b)D(n)
olettaen etta valitaan a > b (Ja D(n) > 1).
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Fib-Heap-Decrease-Key(H,x,k): Tassa siis vaaditaan
k < key[x].

Jos avaimen key[x] pienentaminen rikkoo
kasaominaisuuden, ratkaistaan ongelma yksinkertaisesti
ottamalla z juurilistalle (proseduuri Cut).

Talloin solmun = vanhempi y menettaa yhden lapsen.

Jos y ei viela ole merkattu, tilanne korjautuu
merkkaamalla y. Jos y on jo merkattu (ts. y on jo
menettanyt yhden lapsen), vaaditaan isompi
korjaustoimi: solmu y viedaan sekin juurilistalle. Nyt
solmun y vanhempi puolestaan menettaa lapsen, joten
korjaamista voidaan joutua jatkamaan rekursiivisesti
(proseduuri Cascading-Cut).

Perusproseduuri on siis seuraava.

Fib-Heap-Decrease-Key(H, x,k):
key[z] := k
if x ei ole juuri then
y = plz]
If key[z] < key[y] then
Cut(H,z,y)
Cascading-Cut(H,y)
if key[z] < key[min(H)] then min(H) ==z
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Apuproseduurit ovat seuraavat:

Cut(H,y,x):
poista x solmun y lapsilistasta
degreely] := degree[y] — 1
liltta x kasan H juurilistaan
mark|[x] := False

Cascading-Cut(H, y):
iIf y ei ole juuri then
iIf mark[y] = False
then mark|y] := True
else
Cut(H,y, z)
Cascading-Cut(H, z)

Todellinen aikavaativuus on selvasti (Z + 1)b, missa Z
on suoritettavien Cascading-Cut-kutsujen lukumaara.

Juurilistan pituus on aluksi t¢(H) ja lopuksi t(H) + Z,
silla x tulee juureksi ja viimeista lukuunottamatta
jokainen Cascading-Cut lisaa yhden juuren.

Viimeista lukuunottamatta jokainen Cascading-Cut
poistaa yhden merkin. Viimeinen voi lisata yhden
merkin. Siis lopuksi merkkeja on korkeintaan
m(H) — Z 4+ 2.

Tasoitetuksi kustannukseksi tulee
b(Z+1)+aZ+2a(2—-2)<4a-+b
olettaen, etta valitaan a > b.
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Huomataan, etta merkityn solmun kahdesta

" potentiaaliyksikosta” toinen maksaa sen
leikkaamisesta tulevat kustannukset ja toinen jaa
solmuun koska siita tulee juuri.

Solmun poistaminen palautuu jo nahtyyn:

Fib-Heap-Delete(H, z):
Fib-Heap-Decrease-Key(H, x, —o0)
Fib-Heap-Extract-Min(H)

Tasoitettu aikavaativuus on siis O(D(n)).

Yhteenveto: Olemme saaneet tasoitetuiksi
aikavaativuuksiksi O(1) operaatioille Make-Heap,
Insert, Union, Minimum ja Decrease-Key, ja O(D(n))
operaatioille Extract-Min ja Delete.

Koska potentiaali ei koskaan laske alkuarvonsa ali,
nama ovat vylarajat myos todellisille kustannuksille
operaatiota kohti koko operaatiojonon yli
yhteenlaskettuna.

Kun viela toteamme, etta alussa esitetty propositio
tosiaan pitaa paikkansa, tiedamme etta
D(n) = O(logn) eli saamme halutut aikavaativuudet.
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Propositio Olkoon solmun z asteluku degree[x] = k ja
sen lapset yi1,...,yr Siina jarjestyksessad, jossa ne on
liitetty solmuun x (vanhin lapsi ensin). Nyt

degreely;] > i — 2 kaikilla 1.

Todistus Ainoa tilanne, jossa solmu y liitetaan solmun
x lapseksi, on proseduurissa Consolidate, ja talloin aina
degree[x] = degreely].

Siis jos y; on solmun x nykyisista lapsista
aikajarjestykseltaan numero ¢, niin solmua y; solmuun x
linkitettaessa solmun y; asteluku oli ¢+ — 1.

Sina aikana kun y; on ollut solmun z lapsi, y; on voinut
menettaa korkeintaan yhden lapsen. Nimittain jos se
olisi menettanyt toisenkin lapsen, se olisi leikattu ja
siita olisi tullut juuri.

Siis edelleen patee degree[y;] > i — 2. [
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