4.3 Erillisten joukkojen yvhdisteet

Ongelmana on pitaa ylla kokoelmaa Si,...,S:
perusjoukon X osajoukkoja, jotka voivat muuttua ajan
myota. Rajoituksena on, etta mikaan alkio x ei saa
kuulua useampaan kuin yhteen joukkoon.

Tassa Union-Find-ongelmassa sallittuja operaatioita
ovat siis seuraavat:

Make-Set(x) : luo yhden alkion joukon {x}, kun
x € X. Operaatio saadaan tehda vain kerran
kullekin .

Find(x) : palauta edustaja siita joukosta S johon z
kuuluu. Tama edellyttaa, etta joskus aiemmin on
suoritettu Make-Set(z). Edustaja on mika tahansa
kiintea joukon S alkio. Ainoa vaatimus on, etta jos
x €S jayesS, niin Find(x) ja Find(y) palauttavat
saman alkion.

Union(z,y) : Yhdista alkion z sisaltava ja alkion y
sisaltava joukko keskenaan. Edellyttaa, etta
kummallekin alkiolle on joskus tehty Make-Set.
Uuden joukon edustaja saa olla mielivaltainen sen
alkio, joskin tyypilliset toteutukset valitsevat
edustajaksi joko alkion Find(z) tai alkion Find(y).
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Esimerkki perusjoukko {a,...,k}; joukkojen (eraat
mahdolliset) edustajat lihavoitu

Make-Set(a)

Méke—Set(k)
{ap{bt{ci{di{ei{f}t{g}i{bh}{i}{j}{k}

Union(a, b)
Union(c, d)
Union(g, h)

{a,bj{c,d}{e}{f}{g n}{i}{j}{k}
Find(a) palauttaa a
Find(b) palauttaa a
Find(e) palauttaa e
Union(b, d)
Union(h,1)

{a,bc,dp{et{f}i{ghit{jr{k}

Sovellusesimerkki: Kruskalin algoritmi

Joukko muodostuu solmuista, jotka ovat samassa
puussa.

Kaari (u,v) aiheuttaa syklin jos ja vain jos
Find(u) = Find(v).

Kaaren (u,v) lisdaaminen otetaan huomioon
suorittamalla Union(u,v).

233



Jatkossa n on perusjoukon alkioiden lukumaara.

Ratkaisuyritys 1. joukot linkitettyja listoja.
Union vakioajassa, mutta Find voi vieda Q(n)

Ratkaisuyritys 2. taulukoidaan kullekin x sen sisaltavan
joukon edustaja.

Find vakioajassa, mutta Union voi vieda Q(n)

Ratkaisu: linkitetty metsa. Kukin joukko muodostaa
puun, puun juuri joukon edustaja.

2 88888
O )

) @
{abe.d}{e}{f}{ghi}{i}{k}
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Perustoteutus linkitettyna metsana:

Make-Set(x):
plz] ===z

Union(x,y):
Link(Find(z), Find(y))

Link(x,y):
plz] ==y

Find(x):
while p[z] # x do x := p[x]
return z«

Toteutus linkitettyna metsana ei viela takaa
tehokkuutta.

Tehostamme operaatioita seuraavasti:

e Pidetaan puut matalina kayttamalla luokkaan
(rank) perustuvaa tasapainotusta.

e Valtetaan saman tyon toistamista suorittamalla
Find-operaation yhteydessa poluntiiivistys.
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Puun luokan maaraytyminen (perusidea):
Yksisolmuisen puun juuren luokka on O.

Jos solmu y linkitetadan solmun z lapseksi, niin solmun
xz luokka muuttuu seuraavasti:

e Jos rank(x) # rank(y) niin
rank(z) := max { rank(x), rank(y) }.

e Jos rank(xz) = rank(y) niin rank(x) := rank(x) + 1.

Siis pienin puu, jonka juuren luokka on k, on
binomipuu B;.

Jatkossa esitettava poluntiivistys sotkee hieman tata
perusajatusta. Joka tapauksessa Make-Set ja Link
voidaan esittaa muodossa

Make-Set(x):

plz] ==z
rank[z] ;=0

Link(z,y):
If rank[z] > rank[y]
then ply] ;===
else
plz] ==y
iIf rank[x] = rank[y]
then rank[y] ;= rank[y] + 1
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Poluntiivistyksessa samalla kun operaatio Find(xz) etsii
polun solmusta xz puun juuren, se oikaisee kaikkien
polun varrelta loytyvien solmujen vanhempi-linkit
osoittamaan suoraan puun juureen.

Find(x):
Wh—ile p[r] Zr do r := p[r]
q:=r
s := pla]
while s = r do
plrl == q
s 1= plr]

Q)
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Huomataan ensin, etta yleisyytta rajoittamatta voidaan
olettaa, etta Union-operaatioiden sijaan kaytetaan vain
Link-operaatioita, jotka saavat argumenttina
osoittimen puun juureen. Tama seuraa yksinkertaisesti
siita, etta operaatio Union(x,y) antaa saman tuloksen
kuin operaatiot

' = Find(x)
y' = Find(y)
Link(2', ")

Siis mika tahansa m Union-Find-operaation jono
voidaan muuntaa korkeintaan 3m operaation
Link-Find-jonoksi.

Tavoitteena on osoittaa, etta m operaation jono
kayttaen luokkaan perustuvaa tasapainotusta ja
poluntiivistysta vie korkeintaan ajan O(ma(n)), missa «
on erittdin hitaasti kasvava (" kaytannossa vakio”,
esim. a(n) < 4 kun n < 10°99),

Edella esitetyn perusteella voidaan olettaa, etta
Union-operaation kohdistuvat puiden juuriin. Samoin
selvasti riittaa tarkastella tapausta, etta kaikki
Make-Set-operaatiot tehdaan ennen mitaan muita
operaatioita.

Sama asymptoottinen aikavaativuus voidaan saavuttaa
Myos muilla samantyyppisilla tasapainotus- ja
polunlyhennystekniikoilla.
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Hitaasti kasvava funktio a saadaan nopeasti kasvavan
funktion A kaanteisfunktiona.

Kaytetddan merkintdd AF funktion A iteroinnille k
kertaa: A°%(n) =n ja A¥T1(n) = A(A*(n)).
Maaritellaan rekursiivisesti
. 7+1 Jjosk=0
A = : N
() { ATYLG) Jos k> 1.
Indeksia k nimitetaan funktion A, tasoksi. Selvasti

A(7) kasvaa aidosti seka tason k etta argumentin j
suhteen.

Pari ensimmaista tasoa saadaan suljettuun muotoon
helpolla induktiolla:

A1(j) = 25+1
A2(j) = TG +1) -1
Lasketaan viela parin tason ensimmainen arvo:
A3(1) = A3(1) = Ax(7) = 2047
ja
Aq(1) = A3(1) = A3(2047)
> Ax(2047) = 22948 .2048 — 1 ~ 10°°,
Siis kun maaritellaan
a(n) =min{k| Ax(1) >n}

saadaan a(n) < 4 kun n < 10920, T&t3 rajaa voidaan
verrata esim. arvioituun universumin atomien
lukumadraan 1089,
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Tasoitetussa analyysissa keskeiseksi tulee sen
tarkastelu, miten arvot rank[x] ja rank[p[x]]
suhtautuvat toisiinsa.

Luokka rank|[z] voi vaihtua vain kun z saa uuden
lapsen Link-operaatiossa.

Sen sijaan p[x], ja nain ollen myodn lausekkeen
rank[p[xz]] arvo, voi muuttua my0Os suoritettaessa Find
jonka etsintapolku kulkee solmun x kautta.

Propositio A

e Kaikilla z patee rank[z] < rank|[p[z]], ja
vhtasuuruus patee vain jos x on puun juuri.

e Arvo rank[z] on aluksi nolla, eika koskaan pienene.
Sen jalkeen, kun x on linkitetty toisen solmun
lapseksi, arvo rank[x] ei mydskaan enaa kasva.

e Arvo rank[p[x]] ei koskaan pienene.

Todistus Suoraan operaatioiden toteutuksesta. [
Propositio B Kaikilla z patee rank[z] < |logn].

Todistus Helppo induktio. [
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Ryhdymme nyt maarittelemaan potentiaalia &.

Potentiaali hetkella ¢ (kun on suoritettu ensimmaiset g
operaatiota) on

b, = Z Pq()

missa summa on kaikkien alkioiden yli ja ¢4(x) on
alkiolle x pian maariteltava potentiaali hetkella q.

Perusidea on, ettd ¢,(x) on pieni, jos rank[p[z]] on
hyvin paljon pienempi kuin rank|zx].

Tama on seurausta siita, etta poluntiivistysten takia
linkki = — p[xz] " oikaisee” monen solmun yli.

Jos jollain z operaatio Find(x) vie hyvin pitkdan ajan,
niin solmusta x juureen johtavalla polulla oli paljon
solmuja.

Erityisesti polulla siis on ollut solmuja, joiden
vanhempi-linkki ei aiemmin " oikaissut” kovinkaan
paljon.

Kun tehdaan poluntiivistys, nama solmut saavat uuden
vanhemman ja niiden potentiaali putoaa.

Potentiaaliin ¢(x) vaikuttaa paitsi suoraan rank|x],
myos rank[p[x]] epasuorasti funktioiden level ja iter
valityksella. (Naissa pitdisi kaikissa olla alaindeksi g,
koska ne vaihtuvat ajan myota, mutta jatetaan se
selvyyden vuoksi merkitsematta.)
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Maaritellaan funktio /evel seuraavasti:
level(x) = max{k | rank[p[x]] > Ax(rank[z]) }.
Siis kun merkitaan rank[x] = r patee level(x) = 0 jos
r < rank[p[z]] <2r 41,
ja muuten level(x) = k jos
Ar(r) < ranklpla]] < Apgr(r) = ALFH(r).

Siis level(z) kertoo sellaisen k, etta funktiota Ay
voidaan pisteesta r lahtien iteroida ainakin kerran
mutta enintaan r kertaa ennen kuin mennaan arvon

rank[p[z]] vli.

Yllaoleva kaava osoittaa, etta funktioiden A,
maaritelman nojalla tama k on yksikasitteinen.

Lisaksi on helppo nahda
0 < level(x) < a(n) — 1.

Olkoon edelleen rank[x] = r ja k = level(x).
Maaritellaan
iter(z) = max {i | rank[p[z]] > Aj(r) }.

Siis iter antaa hienosaatoa sille, missa valilla
[Ar(r), ATT1(r)] arvo rank(p[z]] sijaitsee. Ylldesitetyn
perusteella

1 <iter(x) <.
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Olemme nyt valmiit esittamaan potentiaalin
maaritelman. Kun rank, level ja iter kaikki viittaavat
tilanteeseen hetkella ¢, asetetaan

oq(z) = a(n)rank(x]
jos x juuri tai rank[x] =0
dq(x) = (a(n) — level(x))rank[z] — iter(x)
muuten.

Edella esitetyista rajoista
0<level(x) <a(n) —1
ja
1 < iter(x) < rank|r]
seuraa suoraan vla- ja alarajat
0 < ¢g(x) < a(n)rank(z).
Tarkastellaan nyt potentiaalin muutoksia.

Lemma 1 Make-Set-operaation tasoitettu
aikavaativuus on O(1).

Todistus Selvasti todellinen aikavaativuus on vakio, ja
potentiaali ei muutu. [
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Tarkastellaan nyt potentiaalin muutoksia Union- ja
Find-operaatioissa.

Lemma 2 Oletetaan, etta x ei ole juurisolmu.

Missaan Union- tai Find-operaatiossa solmun x
potentiaali ei kasva.

Jos rank[x] > 0 ja level tai iter muuttuvat, solmun z
potentiaali pienenee ainakin yhdella.

Todistus Muulla kuin juurisolmulla rank ei muutu. Jos
rank[z] = 0, mikdaan potentiaalin komponentti ei
muutu. Tarkastellaan siis tapausta rank[z] > 1.

Koska rank[x] ei muutu, potentiaali muuttuu vain
arvon rank[p[x]] muutoksen takia.

Olkoon r = rank|x], k = level(x) ja ¢ = iter(x) jollain
hetkella.

Siis aluksi
2(7“) < rank[p[z]] < A?_l(r).

Kun arvoa rank|p[z]] ruvetaan kasvattamaan, se voi
ylittas rajat ALTH(r), ALT2(r), AiT3(r), ... ja vastaavasti
iter(z) saada arvot i+ 1,1 4+2,i4+ 3,....
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Niin kauan kuin rank[p[z]] < A7 (r) = Ag41(r), taso
level(x) ei muutu, joten jokainen luvun iter(z) kasvu
pienentda suoraan potentiaalia ¢(x).

Jos rankl[p[x]] lopulta saavuttaa rajan
ATTE(r) = Apya(r), niin iter ei endd kasva rajan r yli
vaan x siirtyy tasolle £ 4 1.

Tason level(x) kasvaminen yhdella pienentaa
potentiaalia rank[z] verran.

Samalla tosin iter(x) voi pienentya, mutta koska
muuttujan iter(xz) arvoalue on {1,...,rank(x) }, tasta
aiheutuva potentiaalin kasvu on enimmillaan

rank[z] — 1 yksikkoa.

Siis tassakin muutoksessa potentiaali kokonaisuutena
pienenee ainakin yhdella.

Yksi operaatio voi tietysti muuttaa arvoa rank[p[x]]
mielivaltaisen paljon, mutta muutos voidaan aina
palautaa sarjaksi yhden mittaisia askelia ja soveltaa
jokaiseen askeleeseen erikseen tata paattelya. [
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Olemme nyt valmiit varsinaiseen tasoitettuun
analyysiin.

Lemma 3 Kunkin Link-operaation tasoitettu
aikavaativuus on O(a(n)).

Todistus Symmetrian perusteella riittaa tarkastella
operaatiota Link(z,y) kun y tulee solmun x
vanhemmaksi.

Todellinen aikavaativuus on selvasti vakio. Pitaa
osoittaa, etta potentiaalin mahdollinen kasvu on

O(a(n)).

Lemman 2 nojalla potentiaali voi kasvaa ainoastaan
solmuissa x ja y.

Solmu x muuttuu juuresta ei-juureksi ja sen rank ei
muutu. Maaritelmansa mukaan ¢(x) siis joko pysyy
arvossa 0 (tapaus rank[x] = 0) tai pienenee vahintaan
maaralla iter(xz) > 1. Joka tapauksessa ¢(x) ei
ainakaan kasva.

Solmu y on juuri ennen ja jdlkeen operaation, ja
rank[y] joko pysyy ennallaan tai kasvaa yhdelld. Siis
o(y) joko pysyy ennallaan tai kasvaa maaralla a(n). O
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Jaljella on enaa Find-operaatio, joka onkin hankalin ja
selittaa potentiaalifunktion valinnan.

Lemma 4 Kunkin Find-operaation tasoitettu
aikavaativuus on O(a(n)).

Todistus Tarkastellaan operaatiota Find(z). Olkoon s
solmun z etaisyys puunsa juuresta. Siis todellinen
aikavaativuus on O(s).

Osoitetaan, etta potentiaali ei ainakaan kasva, ja jos
s > a(n) + 2 niin potentiaali pienenee ainakin maaralla
s —a(n) — 2. Vadite seuraa, kun oletetaan potentiaalin
vakiokerroin sopivasti valituksi.

Lemman 2 nojalla ainakaan muiden solmujen kuin
juuren potentiaali ei kasva. Juuren rank ei muutu,
joten sen potentiaalikaan ei muutu.
Kokonaispotentiaali ei siis ainakaan kasva.

Olkoon nyt s > a(n). Vaitamme, ettd ainakin
s —a(n) — 2 solmun potentiaali aidosti pienenee.

Tama seuraa, kun osoitamme, etta solmun z
potentiaali pienenee ainakin, jos seuraavat ehdot ovat
voimassa:

1. x on hakupolulla solmun z ja juuren valissa (nama
solmut poislukien) ja

2. solmun z ja juuren valissa (taas nama solmut
poislukien) on ainakin yksi solmu y jolla
level(y) = level(x).
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Olkoot siis x ja y sellaiset hakupolun solmut, etta
kumpikaan ei ole polun paatepiste ja

levellx] = levelly] = k ennen poluntiivistystd. Merkitdaan
viela i = iter(x).

Talloin seuraavat arviot patevat:

ranklplz]] > Aj(rank[z])
rank[ply]] > Ax(rank[y])
ranklyl] > rank[p[x]]

Koska A, on kasvava, saadaan ennen poluntiivistysta

rank[p[y]] A (rankly])

Ax(rankiplz]])
(Al (rank[z]))

Poluntiivistyksen jalkeen p[x] = p[y] ja siis
rank[p[z]] = rank|p[y]].

Koska poluntiivistyksessa rank[z] ei muutu ja rank|p[y]]
ei ainakaan pienene, poluntiivistyksen jalkeen saadaan

rank[p[z]] > AlT! (rank[z])).

Tiivistyksessa siis solmulla x joko iter tai level kasvaa,
ja siis lemman 2 mukaan potentiaali pienenee. [

IV IV IV

Lemmoista 1, 3 ja 4 seuraa suoraan

Korollaari Poluntiivistyksella ja tasapainotuksella m
Union-Find-operaatiota n-alkioisessa perusjoukossa
voidaan suorittaa ajassa O(ma(n)). [
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Pienin yhteinen esivanhempi (Least Common
Ancestor, LCA)

Puun solmujen « ja v pienin yhteinen esivanhempi,
LCA(u,v), on solmujen u ja v esivanhemmista se, joka
on kauimpana puun juuresta.

Tarkastellaan Union-Find-sovellusesimerkkina
LCA-ongelman offline-versiota. on annettu joukko P
solmupareja, ja halutaan yhdella puun lapikaynnilla
madrata LCA(u,v) kaikille {u,v} € P.

Ongelma voidaan ratkaista varittamalla aluksi kaikki
puun solmut valkoisiksi ja kutsumalla sitten LCA(r),
missa r on puun juuri ja LCA seuraava rekursiivinen
proseduuri:

LCA(u):
color{u] := Gray
Make-Set(u)
ancestor[Find(u)] :=u
for kaikille solmun w lapsille v do
LCA(v)
Union(u, v)
ancestor[Find(u)] ;= u
color[u] := Black
. for kaikilla v joilla {u,v} € P do
10. print u, v, ancestor[Find(v)]

CONOOTA W=

(Harmaa vari on vain analyysin selventamiseksi,
harmaat solmut voitaisiin jattdaa myos valkeiksi.)

249



Harmaat solmut muodostavat polun juuresta
kasiteltavana olevaan solmuun.

Kussakin joukossa on yksi harmaa solmu ja taman
solmun kokomustat alipuut (joita voi tietysti olla
useampiakin, toisin kuin alla olevassa kaaviomaisessa
Kuvassa).

ancestor-Find-kombinaatiolla kukin musta solmu |oytaa
"oman' harmaan solmunsa. Tama harmaa solmu on
selvasti oikea vastaus kyseista mustaa solmua koskeviin
L CA-kyselyihin. (Todistuksen yksityiskohdat
sivuutetaan.)
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