5. Verkkoalgoritmeja

Eras keskeinen algoritmien suunnittelutekniikka on

"Palauta ongelma johonkin tunnettuun

verkko-ongelmaan.”

Palauttaminen edellyttaa usein ongelman ja algoritmin
pienta modifioimista, joten on tarkea ymmartaa hyvin
perusalgoritmien keskeiset toimintaperiaatteet.

Taman luvun jalkeen opiskelija

tuntee vksityiskohtaisesti syvyyssuuntaisen haun
(DFS) ja sen analyysin suunnatussa ja
suuntaamattomassa verkossa

0saa soveltaa DFS:aa osana muiden
verkko-ongelmien ratkaisua

tuntee maksimivuo-ongelman peruspiirteet ja osaa
palauttaa muita ongelmia maksimivuo-ongelmaan

0Saa ratkaista maksimivuo-ongelman
Edmondsin-Karpin algoritmilla

tuntee kehittyneempien maksimivuoalgoritmien
yleisperiaateet

Ei pida unohtaa aiemminkaan opittuja algoritmeja (osa
kurssilla Tietorakenteet): leveyssuuntainen haku,
Dijkstra, Floyd-Warshall, Kruskal, Prim.
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5.1 Syvyyssuuntainen haku

Perusalgoritmi on tuttu kurssilta Tietorakenteet.

Oletetaan, ettd verkko G = (V, E) on annettu
vieruslistoina L[v], v e V.

Tuloksena saadaan verkon syvyyssuuntainen virittava
metsa T C FE ja solmujen esi- ja jalkinumerot prenumiv]
ja postnumiv], ve V.

DFS:
T:=0; pre:=1; post:=1
for v € V do newlv] .= True
for v eV do
iIf new[v] then DFS-Visit(v)

DFS-Visit(v):

prenumlv] := pre; pre .= pre+ 1;

newlv] := False

for w € L[v] do

iIf new[w] then

T:=TU{(v,w)}
DFS-Visit(w)

postnumlv] := post; post .= post—+ 1;

Sama algoritmi toimii suunnatuille ja
suuntaamattomille verkoille. (Jalkimmaisessa
tapauksessa vain aina w € L[v] & v € L[w].)
Lopputuloksen tulkinta kuitenkin on hieman erilainen.

Tarkastellaan ensin suunnattuja verkkoja.
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Lause Verkon G = (V, E) syvyyssuuntainen haun
aikavaativuus on O(|V| + |E|).

Todistus Muut osat kuin DFS-Visit-kutsut vievat
selvasti ajan O(|V]).

Kullakin v € V' kutsu DFS-Visit(v) suoritetaan tasan
kerran, silla kutsu merkitsee solmun v heti vanhaksi
eika siihen enaa menna.

Kutsun DFS-Visit(v) aikavaativuus lukuunottamatta
rekursiivisia DFS-Visit-kutsuja on selvasti O(1 + |L[v]]).

Siis kaikkiaan DFS-Visit-kutsut vievat ajan
o (1 +|LR])) = o(V] + |E)).

veV
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Syvyyssuuntainen haku jakaa kaaret puukaariin 1" ja
poikittaiskaariin E — T'.

Tama jako, ja solmujen numeroinnit, eivat ole
yksikasitteisia, vaan riippuvat vieruslistojen
jarjestyksesta ja solmujen valintajarjestyksesta
proseduurin DFS for-silmukassa.

Suunnatussa verkossa poikittaiskaaret jaetaan edelleen:
etenevat kaaret: solmusta sen aitoihin jalkelaisiin

takautuvat kaaret: solmusta sen esivanhempiin
(mukaanlukien solmusta itseensa)

sivuttaiskaaret: kaikki muut

eteneva

takautuva

.......... }

sivuttais

Eras mahdollinen esinumerointi ja kaarten jaottelu verkossa
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Lemma Jos (v,w) on sivuttaiskaari, niin
prenumlv] > prenum|[w] ja postnum|v] > postnumw].

Todistus Oletetaan (v,w) € E.

Jos v = w, niin (v,w) on maaritelman mukaan
takautuva. Oletetaan v #= w.

Jos prenum[v] < prenum|w], niin kutsun DFS-Visit(v)
tapahtuessa w on uusi. Siis w tulee solmun v
jalkelaiseksi.

Olkoon toisaalta prenumlv] > prenum[w] mutta
postnum[v] < postnum|w]. Siis kutsun DFS-Visit(v)
padttyessa kutsu DFS-Visit(w) on viela kesken, joten v
on solmun w jalkeldinen. [
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Topologinen jarjestaminen

Annettu: suunnattu sykliton verkko (Directed Acyclic
Graph, DAG) G = (V, E).

Maarattava: kullekin solmulle v € V jarjestysnumero
s[v] siten, etta s[v] < s[w] jos (v,w) € E

Ratkaisu: s[v] = |V| — postnum(v)

Perustelu: Olkoon (v,w) € E.
Svyklittomyyden takia takautuvia kaaria ei ole.

Jos (v, w) on eteneva tai puukaari, algoritmista
nahdaan suoraan postnumilv] > postnum|w].

Jos (v, w) on sivuttaiskaari, niin

postnumi[v] > postnum|w] edellisen lemman
perusteella. [

Muita helppoja DFS:n sovelluksia:
saavutettavuuden testaaminen, syklittomyyden
testaaminen
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Vahvasti yhtenaiset komponentit

Suunnatussa verkossa G merkitaan u ~» v jos solmusta
u on polku solmuun w.

Maaritellaan ekvivalenssirelaatio
U~ <~ (u ~ v ja v~ u).

Ekvivalenssirelaation " ~" ekvivalenssiluokat ovat
verkon vahvasti yhtenaiset komponentit.

Algoritmi: verkon G vahvasti yhtenaiset komponentit
1. Laske verkon G solmujen jdlkinumerot postnumiv].

2. Muodosta G', joka on muuten kuin G mutta
kaarten suunnat on vaihdettu.

3. Suorita verkossa G" syvyyssuuntainen haku siten,
etta proseduurissa DFS solmut kasitellaan
jalkinumeroiden postnum mukaan laskevassa
jarjestyksessa.

4. Syntyvan virittavan metsan jokainen puu on
samalla verkon G vahvasti yhtenainen
komponentti.
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Lause Algoritmi laskee vahvasti yhtenaiset
komponentit oikein ja ajassa O(|V|+ |E]).

Todistus Aikavaativuus on selva.

Pitaa osoittaa, etta v ja v ovat samassa vahvasti
yhtenaisessa komponentissa joss ne ovat samassa
verkon G'" syvyyssuuntaisessa virittavassa puussa.
Jatkossa polut ja numeroinnit viittaavat alkuperaiseen
verkkoon G ellei muuta mainita.

"="": Jos verkossa G seka u ~ v etta v ~» u, niin sama
patee myds verkossa G'. Siis v ja v paatyvat samaan
puuhun.

"< Olkoot v ja v samassa virittavassa puussa, jonka
juuri on z. Siis u ~ x ja v ~ x. Riittaa osoittaa, etta

MyoOS x ~» u ja x ~~ v.
Osoitetaan x ~~ v; vaite x ~~ u menee samaan tapaan.

Jos v = z, asia on selva. Muuten

postnum[z] > postnumiv]. Toisaalta koska v ~ z,
kutsu DFS-Visit[z] alkaa ennen kuin DFS-Visit[v]
paattyy. Siis v on solmun zx jalkeldinen verkon G
syvyyssuuntaisessa virittavassa metsassa, ja erityisesti
T~ v. [
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Syvyyssuuntainen haku suuntaamattomassa
verkossa

Algoritmi ja sen aikavaativuus ovat samat kuin
suunnatussa tapauksessa.

Kaarten suuntaamattomuudesta seuraa, etta

sivuttaiskaaria ei synny. Haku siis jakaa kaaret kahteen
luokkaan:

puukaaret (joukko T') muodostavat virittavan metsan

takautuvat kaaret (joukko E — T') yhdistavat
esivanhempia ja jalkelaisia.

suuntaamaton verkko eras esinumerointi, jako
puukaariin  (yhtendinen) ja
takautuviin (pisteet)
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2-vyhtenaiset komponentit ja artikulaatiopisteet:
esimerkkisovellus syvyyssuuntaiselle haulle
suuntaamattomassa verkossa

Oletamme jatkossa, etta kasiteltava verkko on
yhtendinen. (Muuten Kkasitellaan kukin yhtendinen
komponentti erikseen.)

Yhtenaisen verkon solmu on artikulaatiopiste jos sen
poistaminen (siihen liittyvine kaarineen) tekee verkosta
epayhtenaisen.

Verkko on 2-yhtenainen jos silla ei ole
artikulaatiopisteita.

Esim. tietoliikenneverkon tapauksessa 2-yhtenaisyys
tarkoittaa, etta yhden solmun poistuminen ei esta
muiden solmujen valisia yhteyksia. Tama vyleistyy
ilmeisella tavalla k-yhtenaisyydeksi, k£ > 2.

Alustava intuitiivinen maarittely: verkon 2-yhtenaiset
komponentit ovat sen maksimaaliset 2-yhtenaiset
osaverkot.
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artikulaatipisteet

2-yhtenaiset komponentit
(solmujoukot {a,b,c,d}, {a,e} ja {e, f,g})
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Kerrataan maaritelmia:

e solmujono (vi1,...,v;) on polku jos (vi,vi+1) € E
kaikilla 1 <i<k-—1

e polku (v1,...,v;) on yksinkertainen jos vi,vo, ..., v
ovat kaikki eri solmuja

e polku (v1,...,v;) on keha jos v1 = vy,
e keha (vi,...,v;) on yksinkertainen jos
v1,v2,...,VE_1 Ovat kaikki eri solmuja

Huomaa erikoistapaus: jos (u,v) € E niin (u,v) on
yksinkertainen keha.

Maaritellaan nyt kaarijoukossa E ekvivalenssirelaatio
"~ seuraavasti:

e ~e & jokin yksinkertainen keh3 sisiltas

seka kaaren e etta kaaren €.

Olkoot relaation " ~" ekvivalenssiluokat E1,..., Er. Kun
1=1,...,k, muodostukoon V; C V niista solmuista,
jotka esiintyvat luokan FE; kaaren paatepisteena.

Verkon G 2-yhtenaiset komponentit ovat nyt osaverkot
Gz' — (‘/z',Ez')r 1= 1,...,]€.
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Lemma Olkoon G = (V, E) yhtendinen, ja sen
2-yhtenaiset komponentit G, = (V,,E;), i =1,...,k.

1. G; on 2-yhtenainen kaikilla 2.
2. Jos i j niin |[V;NV;] < 1.

3. a on verkon G artikulaatiopiste joss a € V; NV}
Joillain ¢ # 3.

Todistus Selvasti kaikki G; ovat yhtenaisia.

(1): Olkoon a,u,v € V;. Vaitetaan, ettd jos a & {u,v}
niin solmujen « ja v valilla on ainakin yksi polku joka ei
kulje solmun a kautta. Jos (u,v) € E;, asia on selva.
Muuten on olemassa kaksi eri kaarta (u,u’) € E; ja
(v,v") € E;, ja nama kaaret ovat jollakin yksinkertaisella
kehalla. Keha antaa kaksi eri polkua solmujen u ja v
valille, ja a voi olla vain toisella niista.
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(2): Tehdaan vastaoletus {u,v} CV,;NV,, i # j, uF* v.

Koska ei voi olla V; C V;, on olemassa jokin
x € V;—{u,v}. Talla x on olemassa joukon FE; kaarista
koostuva keha, joka kulkee solmujen u, v ja = kautta.

Vastaavasti jollain y € V; — {u,v } jokin joukon E;
kaarista koostuva keha kulkee pisteiden u, v ja y
kautta.

Naiden kehien paloja yhdistamalla saadaan
yksinkertainen keha, joka sisaltaa kaaria seka joukosta
FE; etta joukosta FE;; ristiriita.

komponentin E; kaaria

---------------------- komponentin E; kaaria
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(3), "=": Olkoon a verkon G artikulaatiopiste.

Siis joillain u,v kaikki polut u ~» v kulkevat pisteen a
kautta.

Olkoon jollain tallaisella polulla x ja y solmua a
valittomasti ymparoivat solmut:

u~~xr —a—Yy~~.

Jos kaaret (x,a) ja (a,y) kuuluisivat samaan
komponenttiin, ne olisivat jollain yksinkertaisella
kehalla. Tasta kehasta saataisiin solmujen u ja v valille
vaihtoehtoinen polku joka ei kulje solmun a kautta;
ristiriita.

Siis (z,a) € E; ja (a,y) € E; joillain ¢ # j, ja talldin
acV,NVj.

(3), "<": Olkoon a € V;NV;, i £ j.

Siis (z,a) € E; ja (a,y) € E; joillain z,y. Jos solmujen x
ja y valilla olisi polku, joka ei kulje solmun a kautta,
syntyisi keha jolla olisi kaaret (z,a) € E; ja (a,y) € E;;
ristiriita.

Siis kaikki polut = ~» y kulkevat solmun a kautta ja se
on artikulaatiopiste.
[
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Tavoitteena on loytaa artikulaatiopisteet ja
2-yhtenaiset komponentit syvyyssuuntaisen haun
yhteydessa.

Tarkastellaan ensin, miten artikulaatiopisteet
tunnistetaan, jos syvyyssuuntainen virittava puu 7' ja
takautuvat kaaret £ — T on valmiiksi annettu.

Jos a ei ole artikulaatiopiste, erityisesti solmun a
jokaisesta lapsesta on solmun a isaan polku, joka ei
kulje solmun a kautta. Koska sivuttaiskaaria ei ole,
talla polulla on oltava kaari solmun a jalkelaisesta
solmun a aitoon esivanhempaan.

Tarkemmin patee seuraava:

Lause Olkoon verkko G = (V, E) yhtendinen ja
S = (V,T) sen syvyyssuuntainen virittava puu.

Nyt a € V on verkon G artikulaatiopiste joss
1. a on puun S juuri ja silla on ainakin kaksi lasta, tai

2. a ei ole puun S juuri ja silla on lapsi s, jonka
mistaan jalkelaisesta (s itse mukaanlukien) ei ole
takautuvaa kaarta mihinkaan solmun a aitoon
esivanhempaan.
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Todistus Tapaus jossa a on juuri on selva. Oletetaan
etta a ei ole juuri.

""" Oletetaan, etta a ei ole artikulaatiopiste ja s on
solmun a lapsi.

Siis erityisesti solmusta s on polku (v1,...,v;) solmun a
vanhempaan p kulkematta solmun a kautta.

Olkoon j pienin, jolla v; ei ole solmun s jalkelainen.
Tallainen 5 on olemassa, koska vy = p ei ole solmun s
jalkelainen.

Koska sivuttaiskaaria ei ole, v; on solmun s aito
esivanhempi.

Koska lisdksi v; # a, kaari (vj_1,v;) on takautuva kaari
solmun s jalkelaisesta solmun a aitoon esivanhempaan.
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"=": Oletetaan etta jokaisella solmun a lapsella s on
jalkelainen v, josta on takautuva kaari johonkin solmun
a aitoon esivanhempaan. Vaitetaan, etta kaikilla

x,y € V on polku z ~» y kulkematta solmun a kautta.

Vaitetaan, etta kummastakin solmusta = ja y on puun
juureen polku kulkematta solmun a kautta. Vaite
selvasti seuraa tasta. Todistus on sama solmuille x ja
y, tarkastellaan tapausta .

Jos z ei ole solmun a jalkelainen, haluttu polku
muodostuu suoraan puukaarista.

Olkoon x nyt solmun a jalkelainen. Olkoon s se solmun
a lapsi, jonka jalkelainen x on, ja olkoon v solmun s
jalkelainen, josta on takautuva kaari solmun a aitoon
esivanhempaan w.

Solmusta z solmuun v paastaan puukaaria pitkin
solmuun v nousematta solmun s " ylapuolelle” ja
erityisesti kaymatta solmussa a.

Kaari (v,w) oletuksen mukaan ei sisalla solmua a.

Solmusta w paastaan juureen suoraan puukaaria pitkin
kulkematta solmun a kautta.
[]
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Edella esitetyn ehdon tehokas tarkastaminen perustuu
ns. Low-arvojen laskemiseen.

Kaytetaan yksinkertaisuuden vuoksi solmujen nimina
niiden esinumeroita; siis v = prenumlv].

Kullakin v olkoon A(v) niiden solmujen joukko, joihin
on kaari jostain solmun v jalkelaisesta. Huomaa, etta
joukossa A(v) on vain solmun v jalkeldisia ja
esivanhempia.

Asetetaan
Low[v] = min({v}UA(w)).

Siis Low][v] on juurta lahinna oleva solmu, johon pdasee
solmusta v kulkemalla ensin puussa alaspain ja sitten
mahdollisesti kerran ylospain pitkin takautuvaa kaarta.

Erityisesti solmun a lapsen s jostain jalkelaisesta on
takautuva kaari johonkin solmun a aitoon
esivanhempaan joss Low|s] < a.

Siis a on artikulaatiopiste joss jollain sen lapsella s
patee Low[s] > a.

L. ow-arvot saadaan selvasti palautuskaavasta

Low[v] = min({v}U{w| (v,w) takautuva}
U{ Low[w] | w solmun v lapsi})
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Lasketaan nyt Low-arvot talla palautuskaavalla
syvyyssuuntaisen haun yhteydessa. Koska verkko
oletetaan yhtenaiseksi, yksi ylatason kutsu seuraavaan
proseduuriin DFS-Visit2 milla tahansa solmulla kay
koko verkon lapi.

DFS-Visit2(v):
pre .= pre+ 1; prenum[v] := pre
newlv] := False
Low[v] := prenum]v]
for w € L[v] do
if new[w] then
T:=TU{(v,w)}
plw] :=wv
DFS-Visit2(w)
if Low[w] > prenum[v] then
v on artikulaatiopiste tai puun juuri
Low[v] := min { Low[v], Low|[w] }
else if w # p[v] then
% (v,w) takautuva
Low[v] := min { Low[v], prenum[w] }

Edella esitettyjen ominaisuuksien perusteella helppo
induktio osoittaa, etta algoritmi laskee Low-arvot ja
tunnistaa artikulaatiopisteet oikein, kunhan viela puun
juuri kasitellaan erikoistapauksena.

Katsomme viela, miten saamme tulostetuksi
2-yhtenaiset komponentit.
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Algoritmi: 2-yhtenaiset komponentit

1. Alusta T := 0, pre:= 0; P := tyhja pino,
newlv] := True kaikilla v.

2. Suorita DFS-Visit2(vg) mielivaltaisella vg € V.

Aina kun algoritmi |6ytaa solmun w € L[v], paina
kaari (v, w) pinoon P ellei sita ole jo aiemmin
painettu.

Kun DFS-Visit2(v) solmua w kasitellessaan
toteaa, etta v on artikulaatiopiste tai juuri, poista
pinosta kaaret kaareen (v,w) asti (tama
mukaanlukien). Nama kaaret muodostavat yhden
2-yhtenaisen komponentin.

Seuraavaksi katsomme ensin esimerkin algoritmin
toiminnasta ja todistamme sitten sen aikavaativuuden
Jja oikeellisuuden.
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Verkko Virittava puu ja
takautuvat kaaret

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Low[v] |1 1 2 4 4 4 4 2 1

(1,2)(2,3)(3,4)(4,5)(5,6)(6,4)(5,7)(7,4)
(1,2)(2,3) 3,4) -
(1,2)(2,3)(3,8)(8,2)

(1,2)(2,9)(9,1)

p ~

Pinon kehitys ja tulostetut komponentit
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Aikavaativuus: Syvyyssuuntaisen haun analyysista
seuraa, etta aikavaativuus on O(|V|+ |E|), kunhan
osoitetaan miten vakioajassa testataan onko kaari
(v, w) joskus aiemmin painettu pinoon.

1. Jos new|w] = True, kaarta ei ole aiemmin
kohdattu eika siis etenkaan painettu pinoon.

2. Jos new|[w] = False ja v < w, niin w on solmun v
jalkeldinen, joten (v,w) on viety pinoon.

3. Jos new|[w] = False, w < v ja w = p[v], niin kaari
(v, w) on viety pinoon juuri ennen kutsua
DFS-Visit2(v).

4. Jos newl[w] = False, w < v ja w 7 p[v], niin w on
solmun v kaukaisempi esivanhempi josta
kuitenkaan ei tultu suoraan solmuun v, joten
kutsussa DFS-Visit2(w) ei viela ole ehditty listan
L[w] alkioon v eika kaarta (v,w) siis ole painettu
pinoon.

Siis voidaan testata vakioajassa, onko kaari (v, w)
aiemmin viety pinoon.

(Tapauksessa 2 se on voitu jo ehtia poistaakin
pinosta.)

Koska verkko on yhtendinen, |E| > |V|—1 ja
aikavaativuudeksi tulee O(|E|).
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Lause Algoritmi tulostaa oikeat 2-yhtenaiset
komponentit.

Todistus Kaikilla w patee Low|[w] > vg, missa vg on
puun juuri. Siis kaikilla juuren lapsilla w pino
tyhjennetaan kutsun DFS-Visit2(w) paatyttya.
Erityisesti lopuksi pino on tyhja ja jokainen kaari on
tulostettu tasan kerran.

Todistetaan induktiolla komponenttien lukumaaran b
suhteen, etta kullakin kerralla tulostettavat kaaret
muodostavat yhden kokonaisen komponentin.

Tapauksessa b = 1 verkossa ei ole artikulaatiopisteita,
joten juurella on tasan yksi lapsi. Kun tama lapsi on
kasitelty, pinossa on kaikki verkon kaaret, jotka
tulostetaan.
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Oletetaan, etta algoritmi toimii, kun komponentteja on
b—1.

Olkoot v ja w ne solmut, joiden kohdalla ensimmaisen
kerran kay Low|[w] < v kun v = p[w]. Siis v on
ensimmainen |oydetty artikulaatiopiste, ja ennen
kutsun DFS-Visit2(w) paadttymista pinosta ei ole
poistettu mitaan.

Taten kutsun DFS-Visit2(w) paatyttya tulostetaan ja
poistetaan tasan ne kaaret, joilla ainakin toinen
paatepiste on solmun v jalkelainen. Selvasti nama
kaaret muodostavat yhden 2-yhtenaisen komponentin.

Ensimmaisen komponentin tulostamisen jalkeen
algoritmi toimii kuten silla verkolla, joka saadaan
poistamalla ensimmainen komponentti mutta
jattamalla solmu v. Induktio-oletuksesta siis seuraa,
etta loputkin komponentit tulostuvat oikein. [
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