7. Satunnaisalgoritmit (randomized algorithms)

Satunnaisuudella on laskentaongelmien ratkaisemisessa
moninaisia kayttotapoja. Tassa tarkastellaan lahinna
perinteisten algoritmien nopeuttamista, ja sitakin
suhteellisen pinnallisesti.

Taman luvun jalkeen opiskelija
e Oomaa yleiskuvan satunnaisuuden kayttotavoista,

e OSaa luokitella satunnaisalgoritmeja niiden
laatukriteerien mukaan (esim. Monte Carlo vs. Las
Vegas),

e tuntee edustavan joukon esimerkkeja
satunnaisalgoritmien suunnittelutekniikoista
(Sherwood-algoritmit, otanta,
sormenjalkitekniikka)

e 0Saa soveltaa odotusarvojen ja virherajojen
arvioimisen perustekniikoita (odotusarvon
lineaarisuus, binomijakauma),

Aiheesta on luennoitu erikoiskurssi viimeksi kevaalla
2003. Hyva oppikirja on Motwani ja Raghavan:
Randomized algorithms.
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7.1 Peruskasitteita

Satunnaisuutta voidaan kayttaa useisiin eri
tarkoituksiin, kuten

e symmetrian rikkominen (hajautetut jarjestelmat)
e vastustajan hamaaminen (pelit, salaus)
e oOtanta

e tavallisten laskentaongelmien nopea ratkaiseminen
arvaamalla”

e Mmonimutkaisten algoritmien yksinkertaistaminen
(esim. aiemmin esitetty mediaanialgoritmi)

e yleiskayttoiset optimointimenetelmat (simuloitu
jaahdytys, geneettiset algoritmit)

uudet laskentaparadigmat (kvanttilaskenta jne.)
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Mielenkiintoinen periaatteellinen kysymys: mita
satunnaisuudella todella voidaan voittaa?

e Toisinaan satunnaisalgoritmeja saadaan
"derandomisoiduksi’ .

e Ehka kuitenkin joissain tilanteissa
satunnaisuudesta on aidosti hyotya?

e JOS nain on, mita on ajateltava
pseudosatunnaislukugeneraattoreista, joihin
kaytannon sovellukset yleensa perustuvat?

Yleisesti uskotaan, etta perinteinen satunnaisuus ei
riita NP-kovien ongelmien ratkaisemiseen
polynomisessa ajassa.

Kvanttilaskennan asema on epaselvempi.
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Ensimmaisena johdattelevana esimerkkina tarkastellaan
Seuraavaa satunnaistettua pikajarjestamisalgoritmia:

RandQS(A):
if |[A| > 1 then
p :=random(1..|Al)
pivot := Alp]
Vertaa alkiota pivot kaikkiin taulukon A alkioihin.
Muodosta taulukko A
alkiota pivot pienemmista ja
Ao, alkiota pivot suuremmista alkioista.
RandQS(A1)
RandQS(A»)
return A; || [pivot] || Az
else return A

Kutsu RandQS(A) jarjestaa taulukon A. (Oletamme
yksinkertaisuuden vuoksi, etta taulukon luvut ovat
erisuuria.)

Funktio random(i..j) palauttaa satunnaisen luvun
joukosta {i,74+1,...,5} siten, etta jokaisella luvulla on
sama todennakoisyys ja eri kutsukertojen tulokset ovat
toisistaan riippumattomia. Merkinta A || B tarkoittaa
taulukoiden A ja B yhdistamista perakkain.

Olkoon C taulukko, jossa on n lukua, pienimmasta

suurimpaan xi,...,x,. Analysoidaan kutsua
RandQS(C).
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Olkoon X, satunnaismuuttuja, joka kertoo kuinka
monta kertaa alkioita x, ja x; verrattiin toisiinsa kutsun
RandQS(C) suorituksen aikana.

Tietyn suorituskerran kokonaisaikavaativuus on selvasti
verrannollinen vertailujen lukumaaraan

n r—1

22 X

r=1s=1

Tarkastellaan taman odotusarvoa

n r—1 n r—1
)RIEAES o S
r=1s=1 r=1s=1

missa on kaytetty hyvaksi odotusarvon lineaarisuutta.

Koska X,s on joko 1 tai O, saadaan

E[er] =0- (1 _prs) +1 *Prs — Drs

missa p,s on todenndkdisyys, etta alkioita =z, ja x
verrataan. Haluamme siis arvioida summaa

n r—1

S b

r=1s=1
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Maaritellaan binaaripuu T'(A) kaikille niille A, joilla
kutsun RandQS(C) suorituksen aikana tehtiin
rekursiivinen kutsu RandQS(A). Puussa on n solmua,
joihin sijoitellaan luvut z1,...,x,.

Maaritelma on rekursiivinen.
Jos |A| = 0, niin T(A) on tyhja puu.

Jos |A] =1, niin T(A) on lehti, jossa on taulukon A
ainoa alkio.

Muuten olkoon pivot, A1 ja As kuten algoritmissa. Nyt
T(A) on puu, jonka juuressa on luku pivot, vasempana
alipuuna T'(A1) ja oikeana T'(A3).

Siis puun T(A) vasemmassa alipuussa ovat juurta
pienemmat ja oikeassa juurta suuremmat taulukon
alkiot. Jarjestys z1,...,z, vastaa puun T'(C)
lapikayntia sisajarjestyksessa.
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Algoritmin ja puun T'(A) maaritelmista seuraa, etta
kutsun RandQS(A) suorituksen aikana puun juurta
verrataan tasan kerran kuhunkin muuhun puun
alkiooon. Siis X,s = 1 jos ja vain jos joko x, on alkion
xs jalkeldinen puussa T'(C) tai kaantaen.

Olkoon 7 taulukon C jarjestys, joka saadaan
luettelemalla ensin puun T'(C) juuri, sitten juuren
lapset vasemmalta oikealle, sitten lapsenlapset
vasemmalta oikealle jne.

Olkoon s < r. Siis z, on solmujen z, ja xzs lahin
yhteinen esivanhempi, jos se on jarjestyksessa
ensimmainen jolla zs < z, < z,. Tama on yhtapitavaa
sen kanssa, etta x, paatyy pivot-alkioksi aiemmalla
rekursiotasolla kuin mikaan muu alkio joukosta

{xs, Ts41,...,%r }

Siis X,s = 1 jos ensimmadinen joukosta {zs, xs41,...,%r }
valittava pivot on joko =z, tai xs. Koska pivot valitaan
satunnaisesti, taman todenndkdisyys on 2/(r — s+ 1).
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Saadaan

-

n r—

-
[

r—18—

Drs

Koska H,, ~ Inn, saadaan

Lause Algoritmi RandQS tekee odotusarvoisesti

n r—

1
Z 17“—s—|—1

r=1s=
n -1
r=1k=1
n n

2 Z_
k=1
mn-

k—l—l

r=1
2nH

O(nlogn) vertailua n-alkioisen taulukon

jarjestamisessa. [l
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Huomioita:

e Deterministisessa pikajarjestamisessa aikavaativuus
on O(nlogn) keskimaarin, kun oletetaan syotteen
eri jarjestyksen yhta todennakoisiksi. Tassa
odotusarvo on algoritmin sisaisten
"rahanheittojen” vyli; ei tarvita oletuksia
syOtteesta.

e JOs kaytettavissa tosiaan on "rahanheittoja” eli
(pseudo)satunnaisia bitteja, satunnaislukujen
generoiminen mielivaltaisesta joukosta {1,...,n}
on hieman epatriviaalia (mutta ei tassa mikaan
varsinainen ongelma).

e Tarkemmalla analyysilla voidaan osoittaa, etta
suurella todenndkoisyydelld suoritus on O(nlogn).
Toisin sanoen suuren poikkeamat ovat
epatodennakaoisia, mika usein on tarkeaa.
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Toisena johdantoesimerkkina tarkastellaan verkon
minimileikkauksen maarittamista. On jarkevaa
ratkaista ongelma yleisemmin moniverkoille G = (V, F)
missa siis £ C V x V on monijoukko (multiset, bag;
sama kaari saa esiintyd monta kertaa). Emme jatkossa
toista etuliitetta " moni”. Jatkossa n = |V| ja m = |E|.

Kaarijoukko C C E on leikkaus, jos verkko (V,E — C)
on epayhtenainen. Leikkaus C' on minimileikkaus, jos
kaikilla leikkauksilla C’ patee |C'| > |C|.

Aiemmin todetun perusteella (s. 290—291)
minimileikkausongelma palautuu
maksimivuo-ongelmaan, jos on lisaksi annettu solmut s
ja t joiden tiedetaan olevan minimileikkauksen eri
puolilla. Jos tallaisia solmuja ei tunneta, ongelma
voidaan silti ratkaista etsimadlla |V| maksimivuota
(harjoitus 12, tehtava 2). Itse asiassa ongelma voidaan
ratkaista verkkovuota kayttamalla ajassa
O(nmlog(n?/m)).

Esitamme seuraavaksi periaatetasolla yksinkertaisen
satunnaisalgoritmin ongelmalle. Ideaa tarkentamalla
saadaan satunnaisalgoritmi, joka suurella
todennakoisyydella 10ytaa minimileikkauksen ajassa
O(n?(logn)®) jollain vakiolla c¢. (Palaamme pian siihen,
mita "suurella todennakoisyydella” tarkalleen
tarkoittaa.)
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Kaaren e = (u,v) € E kutistaminen (contraction)
tarkoitaa solmujen u ja v liittamista yhdeksi uudeksi
solmuksi. Kaari (u,v) hadviaa ja muuten solmuihin « ja
v tulevat kaaret korvautuvat uuteen solmuun liittyvilla
kaarilla.

Esimerkki kutistuksesta; selvyyden vuoksi kaaret nimetty.
Kutistettavana jompi kumpi kaarista k tai [.

Jos verkko G’ on saatu kutistuksella verkosta G, ja C
on leikkaus verkossa G’, niin C on selvasti leikkaus
myOs verkossa G (kun ajatellaan kaarten "identiteetit”
sailytetyksi yllaolevan esimerkin tapaan).

Siis erityisesti kutistuksessa minimileikkauksen koko ei
pienene. Minimileikkauksen koko voi kasvaa, jos
kutistettavana on minimileikkaukseen kuuluva kaari.
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Saadaan seuraava periaatealgoritmi, joka |I0ytaa
verkossa G = (V, E) jonkin leikkauksen:

1. Valitse satunnainen kaari e € E ja kutista se.
2. Jos |V| > 2, palaa kohtaan 1.
3. Nyt F on leikkaus.

T assa siis taas oletetaan, etta kaarilla on " identiteetti”
josta pidetaan kirjaa kutistuksissa. Lopuksi V = {a,b}
joillain a, b, ja kaikki kaaret ovat solmujen a ja b valilla.
Jos naiden kaarten vastinkaaret poistetaan
alkuperaisesta verkosta, syntyy kaksi erillista
komponenttia, jotka koostuvat solmuun a paatyvista ja
solmuun b paatyvista solmuista. Siis lopuksi E todella
on leikkaus.

Olkoon C* jokin alkuperaisen verkon G minimileikkaus,
ja k= |C¥|.

Jos kutistettavaksi ei koskaan valita joukon C* kaarta,
niin lopuksi £ = C*. Tassa vaiheessa verkossa voi olla
jaljella vain kaksi solmua, silla muuten jokin
leikkauksen C* aito osajoukko olisi leikkaus. Siis
algoritmi loysi minimileikkauksen.

Analysoidaan siis todennakoOisyytta, etta kaikKi
satunnaiset valinnat osuvat joukon C* ulkopuolelle.

355



Eras minimileikkausalgoritmin suoritus. Kutistet-
tavat kaaret valittu sopivasti (d, f,a,h) niin, etta
10ytyy minimileikkaus {e,c}.
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Kiinnitetaan jokin minimileikkaus C*, |C*| = k. Talldin
verkon jokaisen solmun v asteluku on ainakin k, koska
muuten solmuun v paattyvat kaaret muodostaisivat
pienemman leikkauksen.

Lisaksi missa tahansa algoritmin suoritusvaiheessa, jos
ei viela ole kutistettu mitaan joukkoon C* kuuluvaa
kaarta, niin C* on edelleen minimileikkaus ja jokaisen
solmun asteluku on edelleen ainakin k.

Oletetaan, etta vaiheissa 1,...,7 on kutistettu vain
joukkoon C* kuulumattomia kaaria. Koska solmuja on
jaljella n — 4, niin kaaria on jaljella ainakin k(n —i)/2.
TodennakoOisyys, etta seuraava valinta osuu joukkoon
C*, on korkeintaan k/(k(n —1i)/2) =2/(n —1).

Siis todennakoisyys osua joukon C* ulkopuolelle
vaiheessa 7+ 1, jos aina ennenkin on osuttu, on ainakin
1 —2/(n—1). Todennakdisyys pysya joukon C*

ulkopuolella kaikissa vaiheissa 1,...,n — 2 on ainakin
n—3 n—3
2 —7—2
M(:-,%) = 057
i=0 n—t i—0 v °

(n—2)(n—-3)...-2-1

nn—1)...-4-3
2

n(n—1)
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Olemme siis osoittaneet, etta ainakin
todennakoisyydellda 2/(n(n — 1)) > 2/n? mitddn joukon
C™* kaarta ei valita, jolloin algoritmi palauttaa
minimileikkauksen C™*.

Tama onnistumistodennakoisyys on tietysti haviavan
pieni vahankaan suuremmilla n.

Menetellddn nyt niin, ettd toistetaan algoritmia n?/2
kertaa, ja valitaan |I0ydetyista leikkauksista pienin. Jos
ei loydetty minimileikkausta, niin kaikki suorituskerrat
epaonnistuivat, minka todennakoisyys on korkeintaan

2 n?/2 .
1 — — <e .
)

Tama todennakoisyys saadaan mielivaltaisen pieneksi
toistamalla algoritmia riittavan monta kertaa.
Palaamme pian tamantyyppisen tilanteen tarkempaan
analyysiin.
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7.2 Satunnaisalgoritmien luokittelua

Hyvalla onnella tietysti kaikki satunnaisalgoritmit
antavat hyvan ratkaisun. Algoritmeja voidaan luokitella
sen mukaan, mita vleisia toimivuustakuita niilla on:

LLas Vegas -algoritmit: vastaus on aina oikein, mutta
pienella todennakoisyydella suoritus voi kestaa
kauan

Monte Carlo -algoritmit: vastaus saa olla vaara
pienella todennakoisyydella

Satunnaiset approksimointialgoritmit: suurella
todennakoisyydella vastaus on ainakin suunnilleen
oikein

Edella esitetyista RandQS oli tyyppia Las Vegas ja
minimileikkaus tyyppia Monte Carlo.

Nimitys " Las Vegas' on melko tuore [Babai 1979].

Perinteisesti kaikenlaisia satunnaisalgoritmeja, kuten
numeerisia approksimointialgoritmeja, on nimitetty

Monte Carlo -algoritmeiksi.

Las Vegas -nimiketta kaytetaan toisinaan sellaisista
algoritmeista, jotka toimivat aina nopeasti eivatka
koskaan anna vaaraa vastausta, mutta toisinaan
vastaavat "en tieda”. Tama on oleellisesti sama kasite
kuin edella esitetty.
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