58053-7 Algoritmien suunnittelu ja analyysi (kevit 2004)
1. valikoe, ratkaisuja

Malliratkaisut ja pisteytysohje: Jyrki Kivinen
Tentin arvostelu: Jouni Siren (tehtévét 1 ja 2) ja Jyrki Kivinen (tehtavit 3 ja 4)

1. Popr-UNTIL-operaatio toimii siis seuraavasti:

Popr-UNTIL(z):
repeat
if EMPTY then y :==z
else y := Popr
untily =z

Operaatioiden todelliset kustannukset ovat kertaluokan tarkkuudella

Pusu 1
Por 1
PopP-UNTIL(z) 1+ min {k, pinon koko }

missé k on alkion z ensimmiisen esiintymén syvyys pinossa. (Sovitaan k& = pinon koko + 1 jos
alkiota ei 16ydy.) Namé ovat oleellisesti samat kuin MULTIP OP-operaatiolla varustetussa pinossa
(luennot s. 106), joten analyysikin sujuu samalla tavalla: joko kirjanpitomenetelmélld (s. 108)
tai potentiaalimenetelmilld (s. 111).

Pisteytys:

1 piste toteutuksesta

3 pistettd tasoitetun analyysin peruskésitteiston (kirjanpito tai potentiaali) kiyttémisesté
2 pistetta analyysin loppuunviemisesté

Huomautuksia: Tehtdvan tarkoitus oli testata tasoitetun analyysin ymmértamistd, joten
pelkéstid toteutuksesta ei ole saanut enempéé pisteitd. Yleensid tehtévi oli joko osattu (56
p.) tai sitten ei (0-1 p.)

2. Jos A on valmiiksi nousevassa jirjestyksessd, PARTITION palauttaa k = i ja rekursiivisissa kut-
suissa osataulukkojen koot ovat k —1—i4+1=0jaj— (k+1)+1=j—i. Jossiis T(k) on
kutsun QUICKSORT(A, i, ) aikavaativuus kun ¢ — j + 1 = k, saadaan (kun n > 1)

Tn) > Tnh—1)4cn
= ¢> k+T(0)
k=1

= CM + T(O)

= O(n?).

Téassé ¢ on PARTITION-kutsun vakiokerroin.

Pahimman tapauksen aikavaativuuden parantamiseksi voidaan valita
pivot := SELECT(A4, [n/2]),

missié n = j —i 4+ 1 ja SELECT on luennoilla esitetty mediaaninetsimisalgoritmi, ja asettaa
rekursiivisissa kutsuissa k = [n/2]. Koska SELECT toimii lineaarisessa ajassa, saadaan

T(n) = T(n/2] =1)+T([n/2])+6(n)
= 2T(n/2)+O(n),



misté seuraa T'(n) = ©(nlogn) luennoilla esitettyjen tulosten mukaan (esim.master-teoreema).

Pisteytys:

2 pistetta siitd, ettd on todettu mitd algoritmi tekee jarjestetylld syotteelld ja analysoitu aika-
vaativuus oikein

2 pistettd mediaanialgoritmin kayttémisesté ja sen lineaarinen aikavaativuuden toteamisesta

2 pistettd muokatun algoritmin aikavaativuusanalyysista

Huomautuksia: Kuten monet olivat todenneetkin, mediaanialgoritmin kéyttdminen ei ole
kaytinnossi jarkevid, koska siitd aiheutuu suuri vakiokerroin ja yksinkertaisempiakin O(nlogn)-
jirjestdmisalgoritmeja tunnetaan. Téassa esitetty kysymys kuitenkin vaatii vastauksekseen juuri
mediaania.

Tyypillinen virhe oli esittdd satunnaista tai jotain heuristisesti valittua jakoalkiota. Erityisesti
on huomattava, ettd keskiarvon kayttdminen ei ole lainkaan sama kuin mediaanin.

Toinen virhe oli, ettei ollut todettu mediaanialgoritmin lineaarisuutta.

. Ahne algoritmi kohtaan (a):

I1:=0
c:=0
valitse ¢ € {1,...,n} — I jolla s; on pienin
while ¢+ s; < L do

c:=c+s;

I.=T1uU{i}

valitse ¢ € {1,...,n} — I jolla s; on pienin
return [

(Pienimmién arvon s; etsiminen on yleisessii tapauksessa tehokkainta toteuttaa kasan avulla,
mutta tdmi ei téssi yhteydessé ole oleellista.)

Lause Ahne algoritmi palauttaa optimaalisen ratkaisun, ts. sellaisen I C {1,...,n} ettd
> icr 8i < L ja |I] on pienin mahdollinen.

Todistus Osoitetaan induktiolla, ettd I on aina jonkin optimaalisen ratkaisun osajoukko. Aluksi
I = () ja viite pétee.

Olkoon I C J jollain optimaalisella J, ja tarkastellaan tilannetta, kun algoritmi paivittda I :=
Tu{i}. Télloin siis erityisesti I U {1} on laillinen ratkaisu, joten |J| > |I| + 1.

Jos i € J, viite selvésti pysyy voimassa. Jos i ¢ J, valitaan jokin j € J — I. Alkioiden i
valintaperiaatteen nojalla s; < s;. Siis J — { s; } U's; on optimaalinen ratkaisu, jonka osajoukko
ITU{s;} on.

Siis I on aina jonkin optimiratkaisun osajoukko. Kun suoritus pdittyy, mikéén joukon I aito
ylijoukko ei ole edes laillinen ratkaisu, joten I itse on optimaalinen ratkaisu. [

Ahne algoritmi kohtaan (b):

=0
={1,...,n}
=0
b := min; s;
while ¢+ b < L do
valitse ¢ € H jolla s; on suurin
H:=H-{:i}
ifc+s;, <L
c:=c+s;
I:=TuU{i}
return [

I:
H
c:



Algoritmi ei aina tuota optimaalista ratkaisua, esim. tapauksessa n = 4, s1 = 1/2, so = 1/3,
s = 4 = 1/4 algoritmi tuottaa I = {1,2} vaikka optimaalinen olisi {1, 3,4 }.

Pisteytys: Seké (a)- ettéd (b)-kohdassa 1 piste algoritmista, 2 pistettd optimaalisuustarkastelus-
ta. Algoritmit sindnsé ovat aika ilmeisid, pdédpaino oli optimaalisuuden tai ei-optimaalisuuden
tasmallisessd toteamisessa.

Huomautuksia: Tyypillisessé vastauksessa kaikki muu oli oikein, mutta (a)-kohdan todistus
hyvin epdméaérainen. Tehtdvéssd nimenomaan pyydettiin todistuksia, ja kaikki muu olikin itse
asiassa aika ilmeistd, joten téssid nimenomaan haluttiin tdsmillinen paittelyketju (vaikka tietysti
esim. tieteellisessd artikkelissa tdmén tasoiset jutut sivuutetaan ilmeisind). Monissa vastauksissa
on oleellisesti todettu, ettd / minimoi summan ), ; s; kun |I| on kiinnitetty. Miten téstd seuraa
se mitd halutaan, eli ettd I maksimoi koon |I| kun summa . _;s; on rajoitettu? Voiko olla
olemassa J jolla |J| > |I| (vaikka jopa [J| = |I| +2) ja > ;8 < > ;cy8: < L7 Vastaus on
tietysti, ettéd ei voi, mutta tdmé ei ole mitenkéddn sen ilmeisempéd kuin se alkuperédinen viite,
jota téssé ollaan todistamassa.

Sivuhuomautus: Kohdan (b) ongelma sisiltiii osatapauksenaan NP-tdydellisen ongelman
PARTITION:

Annettu: sq1,...,s,
Kysymys: péteeko ), ;s = %Z?zl s;jollain I C{1,...,n}
Tarkan polynomisen algoritmin 16ytyminen olisi siis ei-luultavaa.
. Perusratkaisu: Muodostetaan taulukot L[1...n] ja P[1...n], missid L[k] on pisimmin alkioon
Alk] padttyvin kasvavan jonon pituus ja P[k] sen toiseksi viimeisen alkion indeksi. Siis ("reu-
noja” lukuunottamatta)
e L[i] =L[P[i]] +1 ja
e PJi] on sellainen j, ettd A[j] < A[i] (jolloin alkioon A[j] pddttyvd jono voidaan jatkaa

alkioon A[i]) ja L[j] < i on suurin mahdollinen.

Muodostetaan taulukot vasemmalta alkaen, ja pidetddn samalla muuttujissa ¢ ja k kirjaa pi-
simmén 16ydetyn jonon pituudesta ja paitepisteestd. Lopuksi luetaan pisin 16ydetty jono tau-
lukkoon S[1.../].

{:=1

for i :=1ton do
L[i]:=1
P[i]:=0

for j:=1toi—1do
if Alj] < Afi] and L[j] + 1 > L[i] then

L[i]:=L[jj]+1
Pli]:=j
if L[i] > ¢ then
¢ := LJ[i]
k:=i
for j:=1to ¢ do
Sl—j+1]:=k
k := P[k]

Aikavaativuus on selvisti O(n?).

Bonusratkaisu: Aikavaativuus on viistamitta Q(n?), jos halutaan laskea koko taulukko L[1...n].
Osa arvoista L[i] on kuitenkin ”turhia” sikéli, ettd jo arvoa L[i] laskettaessa voidaan todeta, ettd
pisin kasvava polku ei missddn tapauksessa voi kulkea alkion A[i] kautta. N&din on, mikéli jokin
j toteuttaa kaikki seuraavat kolme ehtoa:



(a) j <i,
(b) Alj] < Ald] ja
(c) L[j] > L[i].

Nimittéin ehtojen (a) ja (b) nojalla milld tahansa alkion A[i] kautta kulkevalla kasvavalla jonolla
voidaan alkioon Al[i] pééttyvi alkusegmentti korvata alkioon A[j] padttyvilld, ja ehdon (c)
nojalla nédin voidaan pidentéé jonoa.

Pidetéiéin edelleen kiinni kisittelyjéirjestyksestii vasemmalta oikealle. Siis alkion A[i] tullessa
késittelyvuoroon on jo loydetty kaikki ”tarpeelliset” jonot osataulukosta A[l...i — 1]. Edel-
lisen perusteella ”tarpeellisiksi” jonoiksi riittdéd tulkita kullakin jononpituudella k se jono, jonka
viimeinen arvo on pienin. Olkoon tdmén jonon viimeinen indeksi talletettu arvoksi R[k]. Siis
alkion A[i] tullessa kisittelyvuoroon seuraavan pitdd pited kaikilla k:

(a) jos osataulukossa A[l...i¢ — 1] on kasvava k alkion jono, niin R[k] < 1,
(b) jokin k alkion kasvava jono p#ittyy alkioon R[k] ja
(c) jos jokin k alkion kasvava jono péittyy alkiooon j < 4, niin A[j] > A[R[E]].

Sovitaan, ettéd jos k alkion kasvavia jonoja ei vield ole loydetty, niin R[k] =n + 1.

Alkion A[é] késittelyssd pitdd siis huolehtia, ettd tdmé invariantti saadaan voimaan, kun ¢ kor-
vataan arvolla ¢ 4+ 1. Siis jos jokin & alkion kasvava jono péittyy alkioon A[i], ja A[i] < A[R[k]],
pitdéd vaihtaa R[k] := i. Kuinka monella arvolla k tdmé vaihto voidaan joutua tekem#én?

Tarkastellaan jonoa A[R[1]],..., A[R[{]], missi ¢ on pisimmén 16ydetyn kasvavan jonon pituus,
eli 16ydettyjen ”tarpeellisten” jonojen viimeisid alkioita jonon pituusjirjestyksessid. Keskeinen
havainto on, ettd tdmé& jono on aidosti kasvava. Nimittéin jos jokin k alkion kasvava jono péaattyy
alkioon A[R[k]] missid R[k] < 4, niin varmasti jokin k — 1 alkion kasvava jono pé#éttyy johonkin
alkioon A[j] jolla A[j] < A[RIk]] ja j < R[k] <.

Siis on olemassa korkeintaan yksi sellainen k, ettd A[R[k]] < A[i] < A[R[k + 1]]. Nyt alkio
Al7] ei kelpaa minké##n yli k-alkioisen jonon jatkoksi, koska ndmé kaikki menevit alkion A[f]
7yli”. Pituuksia k' < k oleville jonoille A[i] kylld kelpaisi jatkoksi, mutta saatavat jonot olisivat
”turhia”, koska parempiakin on jo 16ydetty. Ainoastaan télld yhdelld k alkio A[i] voi aidosti
parantaa (k + 1)-alkioisten jonojen tilannetta (eli ”alentaa” loppupistetti).

Ottamalla tarkemmin huomioon, mita ”reunoilla” tapahtuu, saadaan seuraava algoritmi:

Al0] == —o0

Aln+1] := 400

R[0] :=0

R1]:=1

fori:=2tondo R[k]:=n+1
l:=1

for i :=2 ton do
etsi bindérihaulla k € {0,...,¢} jolla A[R[k]] < A[i] < A[R[k + 1]]
if Ai] < A[R[k + 1]] then

Rlk+1]):=14

Pli] := R[k]

ifk=/then?(:=/(+1
i := R[]

for j:=1to ¢ do
Sl —j+1] := Alf]
i:= Pli]



Edelld esitetyn perusteella bindidrihaku todella 16ytad yksikésitteisen oikean arvon k.
Bindédrihaun aikavaativuus on O(log?) = O(logn), joten koko algoritmin aikavaativuus on
O(nlogn).

Pisteytys ja huomautuksia: Selvisti tyypillisin virhe oli, etté oli ratkaistu rajoitetumpi ongel-
ma, jossa kasvavan jonon vaaditaan olevan yhtendinen; siis ¢;41 = %; + 1. Joko oli selvésti luettu
tehtava vadrin, tai muuten paddytty algoritmiin joka ratkaisee vain em. rajoitetun ongelman.
Tamé rajoitus muuttaa tehtdvéin helpoksi ohjelmointitehtaviksi, ja lisdksi jo tehtdvanannosta
olisi pitdnyt arvata, ettd oikea ratkaisu ei voi olla helppo O(n) algoritmi. Tdmén takia tdmén
rajoitetun ongelman ratkaisevista algoritmeista on saanut nolla pistetta.

Jos edellinen virhe oli véltetty, oli tyypillisesti l6ydetty jokin toimiva taulukointi-idea. Toteu-
tuksen korrektiuden mukaan téstéd on tullut 4-6 pistetta.

Jos on selvisti yritetdnyt tehdé jotain ei-yhtenéisten jonojen ongelmalle, mutta ei ole 16ydetty
taulukointi-ideaa, on saanut 1-2 pistetta.

Bonustehtévian ei ollut varteenotettavia ratkaisuyrityksid, mutta se onkin hyvin vaikea ratkaista
tenttitilanteessa.



