Hahmon etsiminen syotteesta (johdatteleva esimerkki)
Unix-komennolla
grep hahmo [ tiedosto |

voidaan etsida hahmon esiintymia tiedostosta (tai syotevirrasta):

$ grep Kisaveikot SM-tulokset.txt
$ ps aux | grep mmeikala
$ ps aux | grep ’\(mmeikala\|tteikalal)’

Tassa siis haetaan
e SM-tuloksista rivit, joilla esiintyy seura Kisaveikot
e prosessilistasta ne rivit, joilla esiintyy kayttajatunnus mmeikala, ja

e prosessilistasta ne rivit, joilla esiintyy kayttajatunnus mmeikala tai
tteikala.
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Eras idea grep-toiminnon toteuttamiseksi olisi seuraava:

1. Muodostetaan aarellinen automaatti, joka hyvaksyy tasan sellaiset
merkkijonot, joissa esiintyy hahmo.

2. Selataan syote rivi kerrallaan kayttamalla tata automaattia, ja
tulostetaan hyvaksytyt rivit.

Selausvaihe toimii nopeasti eika edellyta syotteen esiprosessointia, mika on
tassa tarkeaa.

Kysymys: Kuinka monimutkaisia hahmoja talla periaatteella voidaan
kasitella?

Esim. edella muodostettiin hahmoista mmeikala ja tteikala uusi hahmo
tai-operaattorilla ” | . Kuinka voimakkaat operaattorit voidaan siis sallia?
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Operaatiot (saannollisilla) Kielilla [Sipser s. 44—47]

Kuten muistetaan, kielet ovat merkkijonojoukkoja.

Niilla voidaan siis suorittaa normaaleja joukko-opillisia operaatioita, kuten
vhdiste, leikkaus ja komplementointi: jos A ja B ovat kielia, niin

e kieli AU B koostuu niista merkkijonoista, jotka kuuluvat ainakin toiseen
kielista A ja B,

e kieli AN B koostuu niista merkkijonoista, jotka kuuluvat seka kieleen A
etta B, ja

e kieli A koostuu niistd merkkijonoista, jotka eivit kuulu kieleen A.

(Komplementin A mairittelyssa oletetaan, ettd puhutaan jonkin tietyn
aakkoston > merkkijonoista, ja X selvida asiayhteydestad.)
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Nimenomaan merkkijonojoukoille on katevaa maaritella myos konkatenaatio
ja tahti:

e kieli Ao B koostuu merkkijonoista w, jotka voidaan esittaa muodossa
w = zy joillakin £ € A ja y € B ja

e Kieli A* koostuu merkkijonoista wi ... wg, missa k > 0 ja w; € A kaikilla z.
Intuitiivisesti

A=A uAtuA?u AU, ..,
missd A* on kielen A konkatenaatio itsensd kanssa k kertaa (Ja A° = {¢e}).
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Esimerkki Tarkastellaan aakkoston {a,...,z,0,...,9} kielid A ={aa,bb} ja
B={01,02}. Nyt
AUB = {aa,bb,01,02}
Ao B {aa01,aa02,bb01,bb02}
A* {e,aa,bb,aaaa, aabb, bbaa, bbbb,
aaaaaa, aaaabb,aabbaa, aabbbb, bbaaaa,...}.

[]

Seuraavana tavoitteenamme on osoittaa, etta saanndllisten kielten luokka
on suljettu operaatioiden U, o ja * suhteen. Toisin sanoen jos A ja B ovat
saannollisia, niin myos AUB, Ao B ja A* ovat. Tapaus AU B on melko
suoraviivainen, ja aloitamme siita.
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Lause 1.1: [Sipser Thm. 1.25] Jos kielet A ja B ovat saanndllisia, niin
myos AU B on.

Todistus: Oletetaan siis, etta A = L(M1) ja B = L(M>) aarellisilla
automaateilla My = (Q1727517q17F1) .ja My = (QQ,Z,(SQ,QQ,FQ)-
Muodostamme darellisen automaatin M, jolla L(M) = AU B.

Automaatin M pitaa siis hyvaksya w, jos ainakin toinen automaateista M; ja
M, hyvaksyy. Ongelmaa ei voi ratkaista simuloimalla automaatteja M; ja
M> perajalkeen, silla aarellinen automaatti kasittelee kunkin syotemerkin
vain kerran.

Ratkaisu on simuloida kumpaakin automaattia samanaikaisesti. Jos

|Q1| = m ja | Q2| = n, niin automaatin M tilajoukoksi valitaan m X n
taulukko, jossa rivi esittaa Mi:n ja sarake M»>:n tilaa. Vastaavasti 41 kertoo,
mille riville mennaan seuraavaksi, ja 4> mille sarakkeelle.
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Muodollisesti M = (Q, >, 6, qo, F'), missa

e Q =Q1XQ2,

e aakkosto > pysyy samana,

kun r = (r1,72) € Q1 X Q2 ja a € X, niin 6(r,a) = (s1,s2) Missa

S1 = 51(?“1,0,) ja Sy = 52(7“2,0,),

e g0 = (q1,¢2) ja

F = {(7“1,7“2) |’I“1 e F; tai r EFQ}.
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Tarkastellaan mielivaltaista merkkijonoa w = w1 ... w;. On olemassa
automaatin M; laskentaa esittava (yksikdsitteinen) tilajono

(ro,...,7r) € QY1 ja automaatin M, laskentaa esittdva (yksikasitteinen)
tilajono (so,...,sr) € QEt!, missi

1. ro =q1 ja so =¢o ja
2. ri+1 — 51(7“2',’wi+1) ja Si+1 — 52(82',’(1)2'4_1) kun = O, e, — 1.
Siis valitsemalla p; = (r;, s;) saadaan automaatin M laskentaa kuvaava

tilajono, jolla po = qo ja pi+1 = d(pi, wi41). Nyt

M hyvaksyy merkkijonon w
- (Tnasn) e F
& rp € F1 ja s, € B
& My hyvaksyy merkkijonon w ja M»> hyvaksyy merkkijonon w.

Siis L(M) = AUB. O
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Jatkossa osoitetaan myos

Lause 1.2: [Sipser Thm. 1.26] Saanndllisten kielten joukko on suljettu
konkatenaation suhteen; ts. jos kielet A ja B ovat saannodllisia, niin myos
Ao B on.

Todistaminen on kuitenkin edellista lausetta hankalampaa. Oletaan

A = L(My) ja B= L(M>), ja halutaan muodostaa M, jolla L(M) = Ao B.
Luonnollinen ajatus olisi pistaa automaatit M7 ja M»> perakkain. Tassa tulee
ongelmaksi, milloin pitaisi siirtya automaatista M7 automaattiin Mo.

Erityisesti jollain w € A o B voi olla kaksi esitysta w = uv = u/v’, missa v € A
jau € A, jave B mutta v ¢ B. Jos tdssa viela v on merkkijonon u alkuosa
(eli v = v/z jollain z), niin emme voi ilman muuta siirtya automaattiin M>
heti, kun M, paasee hyvaksyvaan tilaan.

Jotta paasemme eteenpain, yleistamme aarellista automaattia sallimalla
epadeterminismin.
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Epadeterministiset aarelliset automaatit [Sipser s. 47-54]

Tarkastellaan esimerkkina seuraavaa automaattia:

a, b
7Ty, a
I. :l ~ "'H-\_\
X e Y
= 0 == 1 == 2 v 3 I
N S A St/
Rﬂ"ﬁ-__ .--""":.?‘I

b

Tama ei noudata edelld esitettya formalismia:
e tilasta O paasee merkilla b seka tilaan O etta tilaan 1,

e tilasta 1 on e-siirtyma, jolla paasee tilaan 2 " kayttamatta” yhtaan
syotemerkkia ja

e joitain siirtymia ei ole maaritelty.

Aiottu tulkinta on, etta annetulla syotteella ” kokeillaan” kaikkia mahdollisia
siirtymavaihtoehtoja. Automaatti hyvaksyy, jos yksikin naista vaihtoehdoista
paatyy hyvaksyvaan tilaan.
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Tallaisen automaatin laskentaa voidaan havainnollistaa ryhmittamalla
vaihtoehdot puuksi:

Ifaxkl
A
d
1
e esimerkkina syote _Kg}
abbab ; f,_..f"
e vaakanuolet kuvaavat L ¥
e-siirtymia Ifoﬁ'lj- Iilj
o viimeiselld rivill3 x -
esiintyy kahteenkin ’ ) - )
kertaan hyviksyvi {oju .i 1;. :{ 2}
tila 3, joten | N B
automaatti hyviaksyy ? ¥ K*y—
merkkijonon abbab (o) (2



Kutsumme tadllaista yleisempaa automaattia epadeterministiseksi aarelliseksi
automaatiksi (nondeterministic finite automaton, NFA). Aluksi esitetty
perusversio on vastaavasti deterministinen aarellinen automaatti
(deterministic finite automaton, DFA).

NFA:lle ei ole mitaan samalla lailla ilmeista fyysista toteutusmallia kuin
DFA:lle. Se kannattaa mieltaa lahinna kuvausformalismiksi.

Naemme jatkossa, etta mille tahansa NFA:lle voidaan muodostaa DFA, joka
tunnistaa saman kielen. Siis epadeterminismi ei anna tassa mielessa lisaa
ilmaisuvoimaa.

Epadeterminismia kayttamalla esitysta voidaan kuitenkin usein selkeyttaa ja
yksinkertaistaa.
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Seuraava NFA hyvaksyy merkkijonot, joissa on 0osajonona ensin abb ja sen
jalkeen ca tai ac. Huomaa konstruktion modulaarisuus. (Juuri taman kielen
voisi tunnistaa DFA:lla helpomminkin.)

a, b, c a, b, c
et et
a \I a \I
‘I!@)' “{'I 3 T, a i b T, b ‘I'r@)' -{"r
| | | | o= | | | | |
M M e M ey
I|
.-""'; &
4 TN P TN
I e =l ) =-{ ) = . € a, b, c
W - il o C o a L H.""‘-\-\. _
}-_“"ﬁ;-"’- .'31(?;__?‘:;‘.5-"’-_ ~,
{ | ?,LI /| |
R - h“-‘-"}"’!’ .H‘--__-"I
-\"‘"-._\_\_\_ P I _-H"-\. I =, ____-"
e = e
LR a e c e
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Mille tahansa aakkostolle > merkitsemme >, = > U{e}. Muistetaan, etta
joukon A potenssijoukkoa eli kaikkien osajoukkojen joukkoa merkitaan P(A).

Muodollisesti NFA on viisikko (Q, >, 4, qo, F'), missa

1.

2.

3.

4.

5.

@ on aarellinen tilajoukko,

2~ on aarellinen aakkosto,

5:Q x . — P(Q) on siirtymafunktio,
qo € Q on alkutila ja

F C @ on hyvaksyvien tilojen joukko.

Erotukseksi DFA:sta siirtymafunktio siis antaa yhden seuraajatilan sijaan

joukon tiloja. Nama tulkitaan

mahdollisiksi” seuraajatiloiksi.
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Esimerkkiautomaattimme

a, b
' a
I. | T "a\
e b —~ a, € —— R
< o r )
= 0 = 1} = 2 ) W3 )
N N A St
'\xm .--""":’?‘I
p

formaali esitys on siis ({0,1,2,3},{a,b},6,0,{3}), missd § saadaan
taulukosta

) a b €
o/ {0} {0,1} 0
1| {2} ] {2}
21 0 {3} 0
31{2} ) 0.
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Madrittelemme nyt, ettda NFA (Q, X, 4, qo, F') hyvaksyy merkkijonon w, jos
jollain k voidaan valita jonot (y1,...,ys) € X" ja (ro,...,m) € Q"1 joilla

® W=yY1...Yn,

® 70 = qo,

e rit1 €0(ri,yi+1) KUNi=0,...,n—1 ja
o r, € F.

Edellisen sivun automaatilla ja merkkijonolla abbab voidaan valita esim.

n = 6

(y1,Y2, Y3, Y4, Ys, Y6 ) (a,b,e,b,a,b)
(7“0,7"1,7"2,’]"3,7"4,7"5,7"6) (0707172737273)7

mista nahdaan, etta automaatti hyvaksyy merkkijonon.
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