Yhteydettomien Kielioppien ja pinoautomaattien yvhteys
[Sipser s. 117—124]

Todistamme, etta yhteydettomien Kielioppien tuottamat kielet ovat tasan
samat kuin ne, jotka voidaan tunnistaa pinoautomaatilla. Aloitetaan
helpommasta suunnasta.

Lemma 2.20: [Sipser Lemma 2.21] Jos kieli on yhteydetdn, se voidaan
tunnistaa pinoautomaatilla.

Todistus: Perusidea on laatia annetun kieliopin pohjalta pinoautomaatti,
joka toteuttaa seuraavan algoritmin:

Generoi: Tuota epadeterministisesti pinoon merkkijono w € >*, jolla S = w.

Testaa: Vertaa pinon merkkijono syotteeseen merkki kerrallaan. Jos |Oytyy
ero, hylkaa. Jos pino tyhjenee samaan aikaan, kun syote loppuu, niin
hyvaksy.

Epadeterminismi on oleellista: valitsemalla generoimisvaiheessa sovellettavat
saannot epadeterministisesti varmistetaan, etta jokaisella kieleen kuuluvalla
merkkijonolla w on mahdollisuus tulla tuotetuksi.
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Toteutusta rajoittaa, etta automaatin tietorakenne on pino, josta vain
huippu on kulloinkin nakyvissa. Siksi generointi- ja testausvaihe pitaa
lomittaa: aina kun pinon huipulle saadaan paatesymboleita, kaydaan
vertaamassa niita syotteeseen ennen generoinnin jatkamista.

Saadaan tarkennettu algoritmi:

1. Alusta pinon sisalloksi S$, missa S on lahtosymboli ja $ merkitsee pinon
pohjaa.
2. Toista seuraavaa:

(a) Jos pinon huipulla on muuttujasumboli A, valitse
epadeterministisesti saanto A — w. Korvaa A merkkijonolla w.

(b) Jos pinon huipulla on paatesymboli, poista se pinosta ja vertaa
seuraavaan syotemerkkiin. Jos ne eroavat, hylkaa.

(c) Jos pinon huipulla on $, hyvaksy jos syote on loppu; muuten hylkaa.
Jaljella on enaa em. algoritmin koodaaminen pinoautomaatiksi.
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Jatkossa sallimme merkinnan

(r,u) € 6(q,a,s)
myos, kun u = u1...u; € ' (siis myds kun [ > 1). Merkinta tarkoittaa

tilassa g € (Q automaatti saa siirtya tilaan r € Q lukemalla
syotemerkin a € > ja poimimalla pinosta merkin s € [ ja painamalla

pinoon merkit w;,...,u1.

Tapaukset a = ¢ ja s = ¢ sallitaan kuten ennenkin. Muodollisesti merkinta

tarkoittaa, etta automaatissa on tilat qq,...

(Ql,ul) <
6(qi,e,e) =
6(qo,e,e) =

5(Ql—176;5) —
ja joihin ei liity muita siirtymia.

,q1—1, joilla

5(q,a,s)
{ (g2, w-1) }
{ (g3, w—2) }

{(ryu1)}
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Merkinnan (r,zyz) € 6(q,a,s) kaavioesitys:

a,s — xYz
-~
(=) -~
Y

€,6 — Yy £, — 2
(=) ==

Olkoon nyt G = (V, 3, R, S) yhteydeton kielioppi. Konstruoimme
pinoautomaatin, joka tunnistaa kielen L(G).
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Automaatin runkona on kolme tilaa gstart, Gioop J@ Qaccept- Alkutilana on gstart

Alustus hoidetaan siirtymalla

6(gstart; €,€) = (qioop, S9)-
Tilasta qoop lahtee kolmenlaisia siirtymia:
e Kaikilla joukon R saannéilla A — w tulee (qioop, w) € 6(qioop, &, A).
e Kaikilla a € X tulee (qioop; &) € 3(qioop; @, a).
e Lopetusta varten §(qioop, &, %) = (qaccept, €)-

Muita siirtymia ei ole. Selvasti automaatti toteuttaa esitetyn
epddeterministisen algoritmin kielen L(G) tunnistamiseksi. [
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Esimerkki 2.21: Soveltamalla konstruktiota kielioppiin

S — Sa|T
T — bSc|e

saadaan seuraava pinoautomaatti:

.E,E—>$< )

e, T —c

e, e— S
€,T—>E DC e,S—>a
e,S—T loop
a,a — € /\—/Q
b,b — ¢ g,e— S
% —e¢

c,c— ¢
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Kaanteinen suunta on hankalampi: meidan pitaa osata " purkaa’” mika
tahansa pinoautomaatti ja kuvata sen tunnistama kieli yhteydettomana

kielioppina.
Lemma 2.22: [Sipser Lemma 2.27] Pinoautomaatin tunnistama kieli on
yhteydeton.

Todistus: Olkoon M = (V,X,I,46,q0, F) pinoautomaatti. Tehdaan tekninen
lisaoletus, etta

1. automaatissa on tasan yksi hyvaksyva tila (merkitaan sitd qaccept),

2. ennen hyvaksymista M aina tyhjentaa pinonsa ja

3. siirtymia on vain seuraavia lajeja:

pop-siirtyma: poimii pinosta yhden merkin, ei paina mitaan
(a,s e missd ae X, jasel) ja

push-siirtyma: painaa pinoon yhden merkin, ei poimi mitaan
(a,e > s missd a € . jasel).

Ehdot 1 ja 2 saadaan helposti voimaan lisaamalla pinon loppumerkki ja
yvlimaaraiset pinontyhjennystila ja hyvaksyva tila.

Ehto 3 saadaan voimaan korvaamalla kukin siirtyma
a,s — s’ pop-push-yhdistelmalla ja kukin siirtyma
a,e — ¢ push-pop-yhdistelmalla (yksi uusi tila per korjattava siirtyma).

129



Olkoot p,q € Q tiloja ja w € X* sydtemerkkijono. Merkitddn p ~» g, jos
seuraavanlainen tapahtumaketju on mahdollinen:

e aluksi automaatti on tilassa p ja pino on tyhja,
e sSiirtymat kuluttavat syotetta merkkijonon w verran ja

e |lopuksi automaatti on tilassa g ja pino on taas tyhja.

Tama on yhtapitavaa sen kanssa, etta seuraava on mahdollista milla
tahansa n € N:

e aluksi automaatti on tilassa p ja pinossa on tasan n merkkia,

e Siirtymat kuluttavat syotetta merkkijonon w verran ja pinossa on koko
ajan ainakin n merkkia ja

e |lopuksi automaatti on tilassa ¢ ja pinossa on taas tasan n merkkia.

Ehto nimittain sanoo, etta siirtyessaan tilasta p syotteella w tilaan q
automaatti ei " kurki” pinon vanhoja sisaltoja, joten pinon alkutilanteella ei
ole merkitysta.
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Tavoitteena on maaritella Kielioppi, jossa on muuttuja A,, kaikilla p,q € @ ja

Apy = w < P~ q.
Tarkastellaan tapahtumaketjua, kun automaatti siirtyy tilasta p syotteella w
tilaan g siten, etta pino on aluksi ja lopuksi tyhja. Toinen seuraavista patee:

Pino on ainakin kerran tyhja myos alku- ja lopputilanteen valilla. Jos r on
valitila, jossa pino on tyhja, voidaan kirjoittaa w = uwv, missa

u v
p~~1r-~~4qg.
Pino ei valilla tyhjene. Talloin tapahtumaketju alkaa jonkin merkin t € I
painamisella pinoon (push-siirtyma), ja loppuu saman merkin poimimiseen
pinosta (pop-siirtyma). Jos r ja s ovat ketjun toinen ja toiseksi viimeinen
tila, niin jollain a,b € >, voidaan Kirjoittaa w = awb, missa

a,e—t v bt—e
p — Tr~>8 — (.
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Edellisen motivoimana maarittelemme kieliopin G = (V, %X, R, S) seuraavasti:
o V={Ay|pqeQ},
e > oOn sama kuin automaatin syoteaakkosto,
L S — AQO,(]accept -ja

e joukossa R on seuraavat saannot:
— Apg — AprArg Kaikilla p, g, 7 € Q,
— Apy — aA,ysb aina kun (r,t) € §(p,a,e) ja (q,e) € 6(s,b,t), ja
— A, — € kaikilla p € Q.

Osoitamme konstruktion oikeellisuuden kahdessa osassa:
Vaite A: Jos A,, = w, missd w € X*, niin p ~ q.
Vaite B: Jos p ~» ¢, missd w € *, niin Ay, = w.

Automaattia M koskevien oletusten nojalla w € L(M), jos ja vain jos

qo > Qaccept- SiiS vaitteista A ja B seuraa S = w, jos ja vain jos w € L(M), eli
haluttu tulos.
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Vaitteen A todistus: Oletetaan A4,, = w, missd w € ¥*. Osoitetaan
induktiolla johdon pituuden suhteen, etta p oA q.

Johdon pituus O ei ole mahdollinen.

Jos johdon pituus on 1, niin ehdon w € >* takia ainoa mahdollinen johto on
A,, = ¢ jollain p. Selvasti p ~ p kaikilla p.

Tehdaan induktio-oletus, etta jollain £ > 1 vaite patee, kun johdon pituus on

korkeintaan k. Tarkastellaan johtoa Ay, = w, jonka pituus on k4 1.
Jakaudutaan kahteen tapaukseen sen mukaan, onko johdon ensimmainen
saantd muotoa A,; — AprArg Vai Apg — aArsh.

Tapaus I: Ay, = AprArg = w. Siis Ay = u ja Ay = v, Missd w = uv. Koska
kummankin johdon pituus on korkeintaan k, induktio-oletuksen nojalla p S5 P
ja r ~> q. Siis p ~ q.
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Tapaus II: Ay, = aA,sb = w. Nyt w = avb, missd A,s = v. Induktio-oletuksen

nojalla r ~ s. Toisaalta (A,; — aA,b) € R, joten (r,t) € §(p,a,c) ja
(g,e) € 6(s,b,t) jollain ¢t € '. Seuraava tapahtumaketju on siis mahdollinen:

e Aluksi automaatti on tilassa p ja pino on tyhja.

e Automaatti tekee yhden siirtyman p ““=' . Nyt automaatti on tilassa
ja pinon syvyys on 1.

e Automaatti siirtyy tilasta r syotteella v tilaan s niin, etta pinossa on
koko ajan ainakin yksi merkki ja lopuksi tasan yksi merkki (nimittain t).

e Nyt automaatti on tilassa s, ja pinon sisaltdo on t. Automaatti tekee

b,t—e

siirtyman s — q.

e Lopuksi automaatti on tilassa g ja pino tyhja.

Siis p ~ ¢. O(Viite A)
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Viaitteen B todistus: Oletetaan p ~ ¢q. Osoitetaan A,, = w induktiolla
tapahtumaketjun p e q tilasiirtymien lukumaaran suhteen.

Jos ketjussa on O tilasiirtymaa, niin p = q ja w = . Maaritelman mukaan
App = €.

Oletetaan, etta vaite patee k tai vahemman siirtymia sisaltavilla ketjuilla.
Olkoon p e q, missa ketjussa on k 4 1 siirtymaa.

Tapaus I: Tapahtumaketjun aikana pino tyhjenee ainakin kerran ennen
loppua. Olkoon r tila ja v merkkijonon w alkuosa, jolla laskenta tilasta p

tyhjalla pinolla ja syoOtteella u johtaa tilaan r ja tyhjaan pinoon. Siis p A r, ja
lissiksi patee r ~» ¢, missd w = uv. Induktio-oletuksen mukaan A, = u ja
Arg = v. Koska Apy — AprArg € R, Niin Ay = AprArg = uv = w.
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Tapaus II: Tapahtumaketjussa pino ei tyhjene ennen loppua.

Siis viimeisessa siirtymassa pinosta poimitaan sama merkki ¢t € [, joka sinne
ensimmaisessa siirtymassa tyonnettiin.

Olkoot siirtymaketjun toinen tila r ja toiseksi viimeinen tila s. Siis joillain
a,b € >, patee (r,t) € §(p,a,e) ja (q,e) € §(s,b,t) ja siis Ap; — aArsb € R.

Lisaksi tilasta r paastaan tilaan s siten, etta pinossa oleva yksi merkki sailyy
ennallaan, eli r ~ s missd w = avb. Induktio-oletuksen nojalla A,s = v. Siis
Apy = aArsb = avb = w. O(Viite B ja Lemma 2.22)
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Yhdistamalla Lemmat 2.20 ja 2.22 saadaan

Lause 2.23: [Sipser Thm. 2.20] Kieli on yhteydeton, jos ja vain jos se
voidaan tunnistaa pinoautomaatilla.

Huomaa, etta tasta ei seuraa, etta osaisimme milla tahansa yhteydettomalla
kKielella A ja merkkijonolla w ratkaista tehokkaasti, pateekd w € A.
Pinoautomaatin toiminnassa epadeterminismi on oleellista, ja vastauksen
saamiseksi voidaan joutua kokeilemaan hyvin suurta maaraa erilaisia
laskentoja. Kuten sivulla 112 mainittiin, tehokkaat jasennysalgoritmit
tekevat lisaoletuksia kieliopista.

Tilanne on siis tassa suhteessa erilainen kuin saanndllisten kielten ja
aarellisten automaattien tapauksessa.

Voimme kuitenkin todeta seuraavan tuloksen (jonka voi todistaa
helpomminkin):

Korollaari 2.24: Saanndlliset kielet ovat yhteydettomia.

Todistus: Jos Kieli voidaan tunnistaa aarellisella automaatilla, se voidaan
tietysti tunnistaa pinoautomaatilla. [
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