Edella esitetyt kielten A+, ja HALT+\ ratkeamattomuustodistukset ovat
esimerkkeja palautuksesta (reduction).

Intuitiivisesti ongelman A palauttaminen ongelmaan B tarkoittaa, etta
e Oletetaan, etta meilla on proseduuri Pg, joka ratkaisee ongelman B.

e Muodostetaan proseduuri P4, joka ratkaisee ongelman A kayttden
aliruutiinina proseduuria Pg.

Kun ongelma A on palautettu ongelmaan B, voidaan tehda paatelmia
kahteen suuntaan:

1. Jos proseduuri P todella on olemassa, olemme saaneet toimivan
proseduurin myos ongelmalle A.

2. Jos ongelma A tiedetaan ratkeamattomaksi, niin proseduuria Pg €i VoI
olla olemassa, joten myos B on ratkeamaton.

Kaytannon tietojenkasittelyssa palautusten soveltaminen suuntaan 1 on
keskeista (aliohjelmakirjastot).

Ratkeamattomuustulosten todistukset ovat usein epasuoria ja perustuvat
suunnan 2 kayttoon.
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Jos ongelma A voidaan palauttaa ongelmaan B, merkitsemme
A< B.

Kaytamme merkintaa tassa epamuodollisesti ilman tarkkaa matemaattista
maaritelmaa. Tarkka maaritelma voidaan tehda eri tavoilla, jolloin puhutaan
esim. kuvauspalautuksesta A <y B [Sipser luku 5.3] tai Turing-palautuksesta
A <+ B [Sipser luku 6.3]. Intuitiivinen tulkinta on joka tapauksessa, etta

ongelma A voidaan ratkaista ongelman B avulla,
joten jossain mielessa
B on ainakin yhta vaikea kuin A.

Kun halutaan tietaa, onko jokin ongelma X ratkeava, voidaan siis yrittaa
kahdensuuntaisia palautuksia:

e Jos A< X, missa A on ratkeamaton, niin X on ratkeamaton.

e Jos X < B, missa B on ratkeava, niin X on ratkeava.

Edella lauseen 4.16 todistuksessa X = A+m jJa A = D. Vastaavasti
korollaarissa 4.18 X = HALT+nm ja A = A+m. Sama idea toistuu jatkossa.
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Edella todettiin aarellisten automaattien ja yhteydettomien kielten
tyhjyysongelmat Epra jJa Ecgg ratkeaviksi. Kuitenkin

Lause 4.19: [Sipser Thm. 5.2] Turingin koneiden tyhjyysongelma
Etvm ={{(M) | M on Turingin kone ja L(M) =0}
on ratkeamaton.

Todistus: Tehdaan palautus hyvaksymisongelmasta A+yn. Osoitamme, etta
mista tahansa Turingin koneesta M ja merkkijonosta w voidaan muodostaa
Turingin kone M, jolla on seuraava ominaisuus:

Lony = { (5) Jom & HOD

Jos E+wm olisi ratkeava, kieli A+yp voitaisiin ratkaista algoritmilla, joka
syotteella ( M, w) toimii seuraavasti:

1. Muodosta edella mainitun lainen kone M;.
2. Jos ( M1) € E1wm, niin hylkaa. Muuten hyvaksy.

Koska todellisuudessa A+p ei ole ratkeava, myos E+yp on ratkeamaton.
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Kone M7 toimii syOtteella x seuraavasti:
1. Jos x #= w, niin hylkaa.

2. Muuten simuloi konetta M syotteella x. Jos M hyvaksyisi, niin hyvaksy.
Jos M hylkaisi, niin hylkaa.

Nyt koneella M; on haluttu ominaisuus

Lomy = { (yh oo £ HAD

Huomaa, etta konetta M; rakennettaessa ei tarvitse tietaa, kumpi
vaihtoehto patee.

Jos nyt R olisi ratkaisija ongelmalle E+m, niin ongelma A+wm voitaisiin
ratkaista koneella, joka syotteelld ( M,w ) toimii seuraavasti:

1. Muodosta syotteesta ( M,w) edella kuvattu kone Mj.
2. Simuloi konetta R syotteella ( M1 ). Jos R hyvaksyisi, niin hylkaa. Jos R
hylkaisi, niin hyvaksy.

Kone M; saadaan koneesta M lisaamalla suunnilleen |x| tilaa, jotka
tarkastavat syotteen z. Siis annetusta ( M,w) osataan helposti muodostaa
(My). O
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Kielen E+pm ratkeamattomuus on erikoistapaus Ricen lauseesta.

Kieli A on semanttinen ominaisuus, jos se voidaan esittaa muodossa
A={(M)|L(M) €S}

jollain joukolla kielia S C P(X*). Esim. E+m on semanttinen ominaisuus;

siind S = {0} (joukko, jonka ainoa alkio on tyhja kieli).

Siis jos A on semanttinen ominaisuus, kysymyksen " pdteekd (M) € A"
vastaus riippuu vain koneen M hyvaksymasta kielesta. Kaantaen kieli A ei
ole semanttinen ominaisuus, jos joillain My ja M» patee L(M1) = L(M>),
mutta (M1)€ A ja (Ma) € A.

Semanttinen ominaisuus A on triviaali, jos joko kaikilla M patee (M) € A tai
kaikilla M patee (M) ¢ A.

Lause 4.20 (Rice): [Sipser Problem 5.28] Jokainen ei-triviaali semanttinen
ongelma on ratkeamaton.

Todistus sivuutetaan, mutta perustuu oleellisesti samaan ideaan kuin
lauseen 4.19 todistus. U
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Lause 4.21: Turingin koneiden epatyhjyysongelma

Erm={(M)|L(M)#0}
on Turing-tunnistettava.

Todistus: Kieli ETM voidaan tunnistaa epadeterministisella Turingin
koneella, joka syoOtteella ( M) toimii seuraavasti:

1. Valitse epadeterministisesti merkkijono w.

2. Simuloi konetta M syotteella w. Jos M hyvaksyisi, niin hyvaksy. Jos M
hylkaisi, niin hylkaa.
[]

Korollaari 4.22: Turingin koneiden tyhjyysongelma E+p €i ole
Turing-tunnistettava.

Todistus: Tvyhjyysongelman komplementti voidaan esittaa muodossa
Erm = EFtm U B,

missa B koostuu merkkijonoista, jotka eivat ole muotoa ( M ) millekaan M.
Emme ole tarkemmin madadritelleet koodausta (-), mutta minimivaatimus
jarkevalle koodaukselle on, etta B on ratkeava. Siis Ev+p ON
Turing-tunnistettava. Koska E+pm ei ole ratkeava, se ei ole edes
Turing-tunnistettava (vrt. korollaari 4.17). O
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Lause 4.23: [Sipser Thm. 5.4] Turingin koneiden ekvivalenssiongelma
EQ+y = { (M1, M) | M1 ja M, ovat Turingin koneita ja L(M1) = L(M>) }

on ratkeamaton

Todistus: Tehdadn vastaoletus, etta EQ—+y, on ratkeava. Olkoon My jokin
Turingin kone, jolla L(My) = (. Nyt Etm voidaan ratkaista Turingin
koneella, joka syotteella ( M) toimii seuraavasti:

1. Muodosta w = (M, My).

2. Jos w € EQ+p, niin hyvaksy; muuten hylkaa.

Mutta E+pm ONn ratkeamaton; ristiriita. U
Itse asiassa patee voimakkaammin

Lause 4.24: [Sipser Thm. 5.30] Kumpikaan kielista EQ+py ja EQ—+y\ €i ole
Turing-tunnistettava.

Todistus: melko suoraviivainen, mutta sivuutetaan. U
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Todetaan lopuksi ilman todistusta, etta esim. seuraavat yhteydettomiin
Kielioppeihin liittyvat ongelmat ovat ratkeamattomia:

e onko G moniselitteinen,

e pateekd L(G1) NL(G2) =0,
e pateekd L(G) = X* ja

e pateekd L(G1) = L(G2).

Tasmallisemmin esim. viimeinen kohta tarkoittaa, etta kieli

EQCFG = { <G1,G2> | Gl ja GQ ovat CFG:ita ja L(Gl) = L(GQ)}

on ratkeamaton.
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5. Laskettavuus, kieliopit, logiikka

Lopuksi tarkastelemme Turingin koneeseen (tai yleisemmin algoritmeihin)
perustuvaa laskettavuuden kasitetta suhteessa kahteen muuhun tarkeaan
tiedonkasittelyformalismiin:

Kieliopit: Turing-tunnistettavat Kielet liitetaan saannollisten ja
yhteydettomien kanssa Chomskyn hierarkiaan.

Logiikka: Ratkeamattomuus on laheisessa yhteydessa formaalista logiikasta
tuttuun epataydellisyyteen.

Tavoitteena on vetaa yhteen kurssin teemoja ja asettaa niita laajempaan

yhteyteen. Teknisiin yksityiskohtiin ei juuri Kiinniteta huomiota (eika niita
Kysyta kokeessa).
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Chomskyn hierarkia

Rajoittamaton kielioppi on nelikko G = (V, %X, R, S), missa

1.
2.
3.

4.

V' on aarellinen muuttujien joukko,
> on paatesymbolien joukko, jolla XNV = 0,

R on aarellinen joukko sdantdja muotoa u — v, missd u € (Z U V)T ja
ve(XZUV)*ja

S € V on lahtosymboli.

Tama laajentaa yhteydettomia kielioppeja siten, etta saannon u — v vasen
puoli v saa olla mika tahansa epatyhja merkkijono, ei pelkastaan yksi
muuttujasymboli.

Kuten yhteydettomien kielioppien tapauksessa, merkitsemme w=-w’, ja
sanomme etta w johtaa suoraan merkkijonon w’, jos voidaan Kkirjoittaa
w = zuy ja w = zvy, Missa (u — v) € R. JOS wog= w1 =...= Wy_1 = Whn,

sanomme etta wo johtaa merkkijonon w,, ja merkitsemme wq = Wy, .
Kieliopin tuottama kieli on L(G) = {w ex |53 w }
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Esimerkki 5.1: Kieli

A={a'b'c'|ieN}
tunnetusti ei ole yhteydeton. Se voidaan kuitenkin tuottaa
rajoittamattomalla kieliopilla

S — aAbc|abc|e
A — aAbC | abC
Cb — bC
Cc — cc,

missa on kaytetty samoja merkintakonventioita kuin yhteydettomille
kieliopeille.

Esim. merkkijonolle aaabbbccc saadaan johto

S=aAbc=aaAbCbc=-aaabCbCbc=-aaabCbb(Cc
= aaabbCbCc=-aaabbbCCc=aaabbbCcc=-aaabbbccc.

L]
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Kielioppien ja Turingin koneiden yhteys on seuraava.

Lause 5.2: Kieli on Turing-tunnistettava, jos ja vain jos jokin rajoittamaton
kielioppi tuottaa sen.

Todistushahmotelma: Kun on annettu rajoittamaton Kkielioppi G, kieli
L(G) voidaan luetella seuraavasti:

1. Kay lapi kaikki yhden pituiset johdot S = w; ja tulosta kaikki
paatemerkkijonot w € >_*.

2. Kay lapi kaikki kahden pituiset johdot S = w1 = w> ja tulosta kaikKi
paatemerkkijonot wo, € 2-*.

3. Kay lapi kaikki kolmen pituiset johdot S = w1 = w> = w3 ja tulosta kaikki
paatemerkkijonot wsz € >*.

Siis L(G) on Turing-tunnistettava (lause 3.9).
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Mielenkiintoisempi suunta on muodostaa annetulle Turingin koneelle
M — (Q) Za I_757 QOaC]accept,Qreject) klellOppl G — (V, Z7R7 S), .jO”a L(G) — L(M)

Perusidea on tulkita Turingin koneen tilanteet

ULUTL - - . UpqULVD . . . Un, u,v; €M, g€ Q

merkkijonoiksi. Tata varten valitaan kieliopin muuttujiksi V =Q U (I — X),
jolloin tilanteet ovat suoraan aakkoston V U > merkkijonoja.

Turingin koneen laskennan esittamiseksi liitetaan kielioppiin saantoja
seuraavasti:

e Jos 6(r,a) = (s,b,R), lisataan saantd ra — bs.

e Jos §(r,a) = (s,b,L), lisatdaan saantd cra — scb kaikilla c € I".

Nyt Turingin koneen laskenta-askelta uqv - u'¢’v’ vastaa kieliopin suora johto

uqu = u'q'v’.

LLaskennan alun ja lopun vaatimat yksityiskohdat sivuutetaan (ks. esim.
Sudkamp: Languages and Machines, tai Laskennan teoria luennot). [
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Y hteydettomien kielioppien ohella toinen tarkea erikoistapaus on
yhteysherkat (context-sensitive) kieliopit. Tallaisessa Kkieliopissa kaikilla
saannodilla u — v pitaa olla |u| < |v|. Poikkeuksena sallitaan kuitenkin saanto
S — e edellyttaen, etta S ei esiinny minkaan saannon oikealla puolella. Kieli
A on yhteysherkka, jos A = L(G) jollain yhteysherkalla G.

Esimerkki 5.3: Yhteydettoman Kieliopin saannoissa v — v patee aina
lu| = 1. Poistamalla e-saannodt (kuten Chomskyn normaalimuodon
yhteydessa) yhteydeton kielioppi saadaan yhteysherkkaan muotoon. Siis
yhteydettomat kielet ovat yhteysherkkia.

Toisaalta esimerkki 5.1 itse asiassa osoittaa kielen {a‘bic’|i e N}
yhteysherkaksi. Siis kaikki yhteysherkat kielet eivat ole yhteydettomia. [

Nimitys " yhteysherkka” tulee siita, etta tallaisen kieliopin saannot voidaan
muuntaa muotoon zAy — xwy, Missd A€V, z,ye (VUuX) jawe (VuX)T.
Siis saantda A — w saadaan soveltaa vain " kontekstissa" = __ y.
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Lause 5.4: Yhteysherkat kielet ovat ratkeavia.

Todistushahmotelma: Erikoistapausta S = ¢ lukuunottamatta missa
tahansa yhteysherkan Kieliopin johdossa

S=wi=wr=...=w,

patee
1 <fwi| <fwo| <o < Hwnl.

Siis erityisesti jos kysytdan jostakin merkkijonosta w, pateekd S = w, niin
riittaa tarkastella johtoja, joiden valivaiheiden w; pituudet |w;| ovat
korkeintaan |w|. Koska tallaisia vdlivaiheita on adrellinen maara, voidaan
esim. kayda lapi kaikki niiden jarjestykset ja katsoa, muodostuuko laillinen
johto. [

Tarkemmin voidaan osoittaa, etta kieli on yhteysherkka, jos ja vain jos se
voidaan tunnistaa lineaarisesti rajoitetulla automaatilla (linear-bounded
automaton, LBA). Tallainen automaatti on epadeterministinen Turingin
kone, joka ei kayta nauhatilaa enempaa kuin syotteen pituuden verran, ts. ei
koskaan Kirjoita mitaan tyhjamerkin paalle.
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Yleisia, yhteysherkki

a, vyhteydettomia ja oikealle lineaarisia kielioppeja

kutsutaan vastaavasti tyypin 0, 1, 2 ja 3 kieliopeiksi. Saadaan seuraava

Chomskyn hierarkia:

tyvyppi kieli Kielioppi automaatti
0 tunnistettava rajoittamaton Turingin kone
1 yhteysherkka yhteysherkka lin. rajoitettu
2 yhteydeton yhteydeton pinoautom.
3 saannollinen  oikealle lineaarinen aarellinen autom.

(Oikealle lineaarista

Kieliopeista ks. harjoitus 6.) Ylempi taso sisaltaa myos

kaikkien alempien tasojen kielet. Lisaksi tiedamme, etta

e Kkaikki kielet eivat ole edes tunnistettavia,

e tasot ovat erillisia (esim. on olemassa yhteysherkkia ei-yhteydettomia

kielid) ja

e yvhteysherkat C ratkeavat C tunnistettavat.
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kaikki kielet

EQ+m ATm

tunnistettavat

ATm
ratkeavat
( \ . . . D) .
yhteysherkit Chomskyn hierarkia ja eraiden Kiel-
{aibidueN} ten sijainti sen suhteen
4 N

{ alb’ |ieN }
saanndlliset

[aien)

i yhteydettomat
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Laskettavuus ja logiikka

Matematiikassa ja logiikassa todistus on keskeinen kasite. Yleisesti todistus
on argumentti, jolla lukija vakuutetaan jonkin vaitteen patevyydesta.

Jotta todistukset todella olisivat vakuuttavia, niiden pitaa perustua
yhteisesti hyvaksyttyihin tasmallisiin saantoihin.

Airitapaus tismallisyydestd on formaali todistus. Talldin todistamisessa
sallitut saannot on kirjattu niin yksityiskohtaisesti, etta annetun todistuksen
oikeellisuus voidaan tarkistaa vaikka tietokoneella.

Taysin formaalit todistukset ovat yleensa hyvin hankalia. Kaytannon
matematiikassa tyydytaan miltei aina vahaisempaan tasmallisyyden
asteeseen. Formaaliin todistamiseen liittyvat kysymykset ovat kuitenkin
keskeisia matematiikan perusteiden tarkastelussa.

Tarkastelemme seuraavassa logiikan formalisointia laskettavuuden
nakokulmasta. Varoitus: yksityiskohdat sivuutetaan.
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Tyypillinen tapa formalisoida paattelya on maaritella aksioomia ja
paattelysaantoja.

Aksioomat ovat vaittamia, joita voidaan todistuksessa pitaa annettuina.
Tyypillinen esimerkki aksioomasta on

(Vz) (Vy) (V2) (((z = y) A (y = 2)) — (= = 2)),

joka esittaa yhtasuuruusrelaation transitiivisuuden.

Paattelysaannot esitetaan tyypillisesti muodossa

Y1, %n
¢

Tama saanto tarkoittaa, etta jos vaittamat «,...,¢, on jo saatu
todistetuksi, voidaan edelleen paatella ¢. Perusesimerkki
paattelysaanndosta on modus ponens

Y, Y—¢
5 .
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Vaittaman ¢ todistus annetuista aksioomista ja paattelysaanndista on jono
Y1, ...,%n, Missa

® Y = ¢ Ja
e kaikilla 1 <1 <n patee

— ); on aksiooma tai
— on olemassa paattelysaanto

01,...,0
Vi
.jO”a {917'“79]{:} g {¢17"'7¢i—1}-
Oletetaan jatkossa, etta aksioomien ja paattelysaantdjen joukot (sopivasti

koodattuna) ovat ratkeavia. Tama on edella esitetyn motivaation valossa
luonteva (mutta ei pakollinen) rajoitus.

Huomaa, etta aksioomia ja paattelysaantdja voi silti olla aareton maara.
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Jos aksioomien ja paattelysaantojen joukot ovat ratkeavia, myOs kaikkien
todistusten joukko

P={(Y1,...,Yn) | ¥1,...,9%, On todistus kaavalle 1, }
on selvasti ratkeava.

Tasta seuraa edelleen, etta todistuvien vaitteiden joukko

T = {<¢> ‘ on olemassa wla T awn—ly JOIIIa <¢17 v o 7¢n—17¢> S P}
on Turing-tunnistettava. Kieli T' voidaan luetella esim. seuraavasti:

1. Alusta n:= 1.

2. Etsi leksikografisessa jarjestyksessa ensimmainen ¢, jolla

<¢17'°'7¢n—17¢> E P
3. Tulosta (¢). Aseta ¥, ;= ¢ ja n:=n -+ 1. Palaa kohtaan 2.
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Sen sijaan todistuvien vaittamien joukko T’ ei valttamatta ole ratkeava.
Lyhyenkin vaittaman ¢ todistuksessa voi tarvita valivaiheina pitkia vaittamia
;. Talloin yllaoleva luettelija ei tuota kielta T' leksikografisessa
jarjestyksessa.

Onko T todella ratkeava vai ei riippuu siita, mita nimenomaisia aksioomia ja
paattelysaantdja tarkastellaan.

Esim. luonnollisten lukujen Peanon aksioomien tapauksessa 1’ ei ole
ratkeava.

Toisaalta jos jarjestelma on taydellinen (complete) ja ristiriidaton
(consistent), eli kaikilla ¢ patee joko (¢) € T tai (—¢) € T mutta ei
molemmat, niin T on ratkeava. Kysymys " pateekd (¢ ) € T voidaan nadet
ratkaista seuraavasti:

1. Simuloi edellaesitettya kielen T luettelijaa,
kunnes se tulostaisi (¢) tai (—¢).

2. Jos tulostettavana on (¢), niin hyvdksy.
Jos tulostettavana on (—¢), niin hylkaa.

(Asiat esitetadan tarkemmin kurssilla Matemaattinen logiikka.)
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Todetaan viela seuraava kokonaislukujen aritmetiikkaan liittyva keskeinen
ratkeamattomuustulos:

Lause 5.5: Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisee, onko annetulla
kokonaislukukertoimisella polynomilla nollakohtia kokonaislukujen joukossa.
Ts. kieli

{{(p) | p(x1,...,z,) Oon kokonaislukukertoiminen polynomi
ja on olemassa az,...,a, € Z joilla p(a1,...,a,) =0}

ei ole ratkeava.
Tasta seuraa yleisemmin, etta ei ole olemassa menetelmaa testata, onko
jokin kokonaislukuja koskeva vaittama tosi. Huomaa, etta tama on eri asia

kuin testata toteutuvuutta jossain formaalissa jarjestelmassa (esim. Peanon
aksioomat).
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