582206 Laskennan mallit

luennot syksylla 2006, periodit I-II
Jyrki Kivinen

tietojenkasittelytieteen aineopintokurssi, 6 op, paadaineopiskelijoille
pakollinen

esitietoina Tietorakenteet (ja sen esitiedot)

mahdollinen jatkokurssi Laskennan vaativuus (valinnainen
aineopintokurssi, 4 op, periodi IV)



Annettava opetus, kurssin suorittaminen

e luentoja 2 tuntia viikossa

e harjoituksia 2 tuntia viikossa alkaen 11.9.; tarkemmin seuraavilla
kalvoilla

e kaksi kurssikoetta (kummankin periodin tenttiviikolla)

e kurssikirja Sipser: Introduction to the Theory of Computation,
suunnilleen luvut 1-5.

e (ei luentoja eika harjoituksia tenttiviikoilla eika valiviikolla)

e Huom. Kkurssin arvioitu tyomaara on 160 tuntia (eli syksyn aikana
keskimaarin yli 10 tuntia viikossa)

e maksimipisteet harjoituksista 6 + 2 (ks. seur. sivu), tenteista 26 4+ 26,
yhteensa 60; hyvdksymisraja n. 30, arvosanan 5/5 raja n. 51



Laskuharjoitukset

Paritonnumeroisilla harjoituskerroilla (viikosta 37 alkaen joka toinen
kerta) kasitellaan kotitehtavia:

e laitoksen " perinteinen” harjoitusmuoto: opiskelijat ratkaisevat tehtavat
etukateen, laskaritilaisuudessa ratkaisut Kirjataan kalvolle ja esitetaan
ryhmatyona

e 4 tehtavaa per viikko, yhteensa siis 24 tehtavaa

e kotitehtavien tekeminen on pakollista: ainakin 6 tehtavaa vaaditaan

e tehdyista kotitehtadvistd saatavat pisteet (max. 6):

tehtévié‘ alle6 6 8 10 13 15 17 20
pisteita | hylatty 0 1 2 3 4 5 6




Parillisnumeroisilla harjoituskerroilla (viikosta 38 alkaen joka toinen kerta)
kasitellaan perustehtavia ja yhteistehtavia:

Perustehtavat ovat suoria sovelluksia luennoilla esitetyille tekniikoille.
Tarkoitus on, etta kukin opiskelija ratkaisee ne etukateen ja ne
kasitellaan laskaritilaisuudessa melko lyhyesti (ellei ilmene
keskustelunaihetta).

Y hteistehtavien tarkoituksena on harjoitella laskarinpitajan avustuksella
ongelmanratkaisua. Tehtaviin on syyta tutustua etukateen ja varmistaa,
etta muistaa asiaan liityvat maaritelmat jne., mutta varsinainen
ratkaisun miettiminen on tarkoitus jattaa laskaritilaisuuteen.

Parillisnumeroisista harjoituskerroista saa pisteita osallistumiskertojen
mukaan: yksi osallistuminen 1 piste, kaksi tai useampia osallistumisia 2
pistetta.

(Laskarisysteemistad, kuten kurssista muutenkin, otetaan mielelldaan
palautetta vastaan.)



Sisalto

0. Johdanto: yleiskatsaus, esitietojen kertaus

1. Saanndlliset kielet: aarelliset automaatit, saanndlliset lausekkeet

2. Yhteydettomat kielet: pinoautomaatit, yhteydettomat kieliopit

3. Ratkeavuus: Turingin koneet, ratkeavat ja ratkeamattomat ongelmat
Kurssin peruskysymykset ovat

e mitka periaatteelliset seikat rajoittavat automaattista laskentaa (ja siis
erityisesti nykyisia tietokoneita) ja

e mMiten tallaiset asiat voidaan esittaa tasmallisesti.

Naihin ei toki anneta mitaan kovin yksiselitteisia vastauksia.



Tavoitteet
Kurssin jalkeen opiskelija
x tuntee automaattien ja kielioppien tarkeimmat luokat ja niiden yhteydet,

+ o0saa muodostaa automaatteja ja kielioppeja annetuille yksinkertaisille
kielille,

-+ o0saa soveltaa kurssilla esitettyja muunnoksia automaatti- ja
kielioppiformalismien valilla,

«* ymmartaa Churchin-Turingin teesin ja sen seuraukset,
* tuntee keskeisimmat ratkeamattomuustulokset ja niiden seuraukset,
-+ o0saa laatia yksinkertaisia ratkeamattomuustodistuksia ja

X 0Saa formalisoida laskentaan liittyvia ongelmia ja esittaa formalismeihin
perustuvia tasmallisia argumentteja.



0. Johdanto

Erasta suosittua maaritelmaa mukaillen tietojenkasittelytiede tutkii,
1. millaiset tietojenkasittelytehtavat on mahdollista automatisoida ja
2. miten tama automatisointi tulisi suorittaa.

Tietojenkasittelytieteen peruskursseilla keskitytaan yleensa konstruktiiviseen
puoleen eli kysymykseen 2. Talla kurssilla tarkastellaan kysymysta 1.

Osoittautuu (yllattaen? odotetusti?), etta tosiaan on olemassa tehtavia,
joita ei periaatteessakaan voi automatisoida. Tama tarkoittaa paljon
enemman kuin pelkdstadn, etta automatisointia ei (viela?) osata tehda.
Tallaisten vaittamien perusteleminen edellyttaa tietysti, etta kasitteet
maaritellaan huolellisesti.



Laskettavuuden teoria

Edellisella sivulla mainittu automatisointi tarkoittaa taman kurssin kannalta
algoritmin esittamista. Intuitiivisesti algoritmi kuvaa
tietojenkasittelyprosessin niin tasmallisesti, etta se voidaan taman kuvauksen
perusteella suorittaa mekaanisesti (ilman "luovaa ajattelua”).

Mekaanisen laskennan tarkemmaksi maarittelemiseksi, eli algoritmikasitteen
matemaattiseksi formalisoimiseksi, on kaksi lahestymistapaa:

1. Lahdetaan liikkeelle tyhjasta ja mietitaan, mita voidaan pitaa
mekaanisena laskentana.

2. Otetaan lahtokohdaksi nykyiset tietokoneet, jotka selvasti suorittavat
mekaanista laskemista, ja pelkistetaan pois epaolennaisuudet.



Koska mekaaninen laskenta on keskeista matematiikan perusteiden
tarkastelussa, matemaatikot ja loogikot miettivat asiaa paljon 1930-luvulla.
He sovelsivat luonnollisesti lahestymistapaa 1.

Jos taas halutaan soveltaa tuloksia kaytannon tietojenkasittelyyn,
lahestymistapa 2 tuntuisi lupaavammalta.

Onneksi osoittautuu, etta lahestymistavat 1 ja 2 johtavat samaan
algoritmikasitteen formalisointiin.

Siis matemattista logiikkaa ja tietokoneita koskevilla periaatteellisilla
rajoituksilla on syvallinen yhteys.

Laskettavuuden teoria tarkastelee naita rajoituksia, eli sita millaisille
ongelmille on olemassa ratkaisualgoritmi.



Laskennan vaativuus

Laskettavuuden teoriassa algoritmeja tarkastellaan olettaen, etta

kaytettavissa on mielivaltaisen paljon resursseja (laskenta-aikaa, muistia, ...).

Laskennan vaativuusteoriassa kysytaan, millaisille ongelmille on olemassa
tehokas algoritmi. Yleisimmin tama tarkoittaa, etta laskenta-ajan pitaisi
skaalautua kohtuullisesti (esim. polynomisesti) syotteen koon suhteen.

Jos tehokasta algoritmia ei ole, joudutaan miettimaan korvikkeita:
satunnaisalgoritmit, approksimointialgoritmit, rajoittuminen helppoihin
erikoistapauksiin, ...

(Talla kurssilla ei juuri kasitella laskennan vaativuuskysymyksia.)
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Automaattiteoria

Kun on saatu valmiiksi abstrakti malli tietokoneelle, voidaan kysya, mika
muuttuu, jos mallista jatetaan jokin piirre pois. Rajoitettujen mallien
tarkasteleminen auttaa ymmartamaan vleisempia malleja.

Aidrellinen automaatti on hyvin yksinkertainen (abstrakti) laskentalaite, jolla
kuitenkin voi tehda mielenkiintoisia asioita. Teoreettisen mielenkiinnon
lisaksi se on hyodyllinen kaytannossa ohjelmointi- ja mallinnustekniikkana.

Yhteydettomat Kieliopit ovat hieman aarellisia automaatteja
ilmaisuvoimaisempi mekanismi, jolla on tarkeita sovelluksia esim.
ohjelmointikielissa.

Kurssilla aloitamme aarellisista automaateista, jotka yksinkertaisuutensa
takia ovat hyva paikka harjoitella tarvittavia ajattelutapoja. Etenemme
sitten yhteydettOmien kielioppien kautta yleiseen laskettavuuteen.
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Matemaattisia perustietoja [Sipser luku 0.2]

Logiikan, joukko-opin ja verkkojen peruskasitteet edellytetaan tutuiksi
kursseilta Johdatus diskreettiin matematiikkaan ja Tietorakenteet. Naista
asioista tulisi muistaa ainakin sen verran, etta kurssikirjan Exercises 0.1—0.9
(s. 25—26) eivat aiheuta vaikeuksia. Kurssilla tehddan jonkin verran
induktiotodistuksia, mutta ne eivat ole keskeisessa roolissa.

Jatkossa ajattelemme yleensa, etta algoritmin (tms.) sydtteena on jokin
merkkijono. Tata varten tarvitsemme ensin aakkoston, joka voi olla mika
tahansa aarellinen joukko.

Esimerkkeja tyypillisista aakkostoista:

>, = {0,1}
>, = {a,b,c,...,z}
M = {A,C,G T}
> = {HiiriVasen, HiiriKeski, HiiriOikea,
ShiftHiiriVasen, ShiftHiirikeski, ShiftHiiriOikea }
s = {Renault, Ferrari,McLaren, muu }

Kuten yleensdkin, |-| tarkoittaa alkioiden lukumaaraa; siis ylla |IM1]| = 4.
12



Aakkoston > merkkijono on mika tahansa aarellinen jono joukon 2= alkioita
(eli merkkeja eli symboleita). Esim. 00010 on aakkoston 3>; merkkijono.
Merkkijonon z pituutta merkitaan |z|; siis |00010| = 5. Symbolilla ¢
merkitaan minka tahansa aakkoston tyhjaa merkkijonoa, jonka pituus on
nolla.

Merkkijonon w = wiws . ..w, kddnteismerkkijono on w® = w,w,_1...w1.
Merkkijono v on merkkijonon w 0sajono, jos v esiintyy yhtenaisena osana
merkkijonossa w. Siis acad on merkkijonon abracadabra 0sajono, mutta rcd
ei ole. Merkkijonojen v =wv1...v, jJa w = w1 ...w,, Konkatenaatio on

VW = V1...VpW1...Wn. SiiS v on merkkijonon w 0sajono, jos w = xwvy joillakin
merkkijonoilla x ja y. Merkkijonon w konkatenaatiota itsensa kanssa k
kertaa merkitaan w”. Siis |w¥| = k|w|.

Leksikografisessa jarjestyksessa merkkijonot ovat pituuden mukaan
kasvavassa jarjestyksessa, ja samanpituiset jonot aakkosjarjestyksessa. Siis
binaariaakkoston 221 merkkijonojen leksikografinen jarjestys on

£,0,1,00,01,10,11,000,001,010,011,100,101,....

Mita tahansa joukkoa annetun aakkoston merkkijonoja sanotaan
(formaaliksi) kieleksi.
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1. Saannolliset Kielet

Aarellinen automaatti on hyvin yksinkertainen laskennan malli (eli abstrakti
laskentalaite). Saannolliset kielet on se luokka laskentaongelmia, jonka nadin
yvksinkertaisella laitteella pystyy ratkaisemaan. Nailla tekniikoilla on
sovelluksia esim. merkkijonoalgoritmeissa.

Taman luvun jalkeen opiskelija

e 0OSaa selittaa aarelliset automaatit, saannolliset lausekkeet ja niiden
suhteen,

e 0Saa muodostaa vksinkertaisia aarellisia automaatteja ja saanndallisia
lausekkeita,

e 0OSaa tehda muunnoksia determinististen ja epadeterminististen
aarellisten automaattien ja saannollisten lausekkeiden valilla ja

e 0OSaa osoittaa kielen ei-saannolliseksi esim. pumppauslemmalla.
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Aarellinen automaatti: johdattelua [Sipser s. 31-34]

Havainnollistamme aarellista automaattia tilanteessa, jossa
kahviautomaatista voi ostaa kahvin 50 sentilla.

Laite hyvaksyy 10 ja 20 sentin kolikoita. Kahvia saa vain maksamalla tasan
50 senttia. Laitteessa on kuitenkin rahanpalautuspainike, jolla saa takaisin
kaikki sinne laittamansa rahat.

Muodostamme aarellisen automaatin, jonka syotteena on jono aakkoston
{10,20,P } symboleja. Namad esittavat koneeseen laitettuja 10 ja 20 sentin
kolikoita ja palautusnpainikkeen painalluksia.

Automaatin taytyy muistaa sen verran, etta se tietaa, milloin sen saama
rahamaara viimeisen rahanpalautuksen jalkeen on tasan 50 senttia. Taman
se tekee siirtymalla syotteen maaraamalla tavalla tilasta toiseen. (Tiloja on
aarellinen maara, mista mallin nimi.)
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Saamme seuraavanlaisen aarellisen automaatin:

10
20
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Automaatilla on
tiloja (7 kappaletta), jotka on esitetty ympyroina ja nimetty O, 10,
20, 30, 40, 50 ja Y,
siirtymia, jotka on esitetty tilojen valisina kaarina;
aakkosto, jonka symboleilla siirtymat on merkitty;
alkutila (tila 0), joka on merkitty tyhjasta tulevalla kaarella; ja
hyvaksyva tila (tila 50), joka on rengastettu.
Tilojen nimet on tassa valittu kuvaaviksi (ne kertovat, paljonko rahaa

koneessa on), mutta automaatin toimintaan nimet eivat vaikuta. Tilassa Y
rahaa on liikaa. Tilassa 50 rahaa on tasan oikea maara.

Kaikissa tiloissa palautuspainike nollaa rahat. Kolikon laittaminen koneeseen
taas " kasvattaa laskuria’” vastaavalla maaralla. Tilassa Y kone pyOrii
silmukassa seka 10 etta 20 sentin syotteella, kunnes tulee P.
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Aarellinen automaatti: formaali maaritelma [Sipser s. 35-43]
Airellinen automaatti on viisikko (Q, X, 6, qo, F'), missa

1. @@ on aarellinen tilajoukko; sen alkioita sanotaan tiloiksi,

2. 2 on aarellinen aakkosto,

3. 0: Q X > — @ on siirtymafunktio,

4. qo € @ on alkutila ja

5. I C @ on hyvadksyvien tilojen joukko (joita toisinaan kutsutaan myos
lopputiloiksi).

Siirtymafunktio on tassa kaikkein kiinnostavinta. Jos tiloilla ¢ ja ¢’ ja
symbolilla a € > patee §(q,a) = ¢/, niin intuitiivisesti tama tarkoittaa, etta
jos ollaan tilassa ¢ ja seuraavaksi tulee merkki a, niin siirrytaan tilaan ¢'.
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Esimerkki Tarkastellaan darellista automaattia M; = (Q, X, , gqo, F'), missa

1. Q: {QO7Q17qQ}1
2. = =1{0,1},

3. § saadaan taulukosta

6 | 0O 1
qo | 91 9o
qg1 | 91 Q2
g2 | 91 Qo

(siis esim. 6(q1,0) = ¢1 ja 6(q1,1) = ¢q2),

4. alkutila on qo ja

5. F={q}.
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Edellisen sivun automaatti M; voidaan esittaa havainnollisemmin
tilakaaviona

Automaatin toiminta syotteella 1001101 voidaan kuvata siirtymajonona

1 0 0 1 1 0 1
qo — qo — q1 — q1 — g2 — qo — g1 — Q2.

Syotemerkkien loppuessa automaatti on hyvaksyvassa tilassa q», ja
sanomme, etta se hyvaksyy merkkijonon 1001101.

Toisaalta syotteen 00100 automaatti hylkaa: qo 5 q1 A q1 N q> 9 q1 A q1 ja

paadymme ei-hyvaksyvaan tilaan q;.
20



Formalisoimme nyt edella kuvatun laskennan.

Jos M = (Q, X, 6, qo, F) on aarellinen automaatti ja w =w;...w, ON n
merkkia pitka aakkoston > merkkijono, niin automaatti M hyvaksyy
merkkijonon w, jos on olemassa n + 1 tilan jono (ro,r1,...,7,) € Q", jolla

® o — qo,
o ri+1=q(’r@-,wi+1) kun 0<:<n-—1 ja
o r, € F.

Siis laskenta alkaa alkutilasta, noudatta syotemerkkien mukaisia siirtymia ja
paatyy hyvaksyvaan tilaan.

Jos M ei hyvaksy, se hylkaa merkkijonon w.
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Automaatin M tunnistama kieli L(M) on kaikkien niiden merkkijonojen
joukko, jotka M hyvaksyy. Esim. edellista automaattia M; tarkastelemalla
voidaan todeta, etta se hyvaksyy tasan ne merkkijonot, jotka loppuvat 01;
Siis

L(Mi) ={wi...w,01 | n>0w €{0,1} kaikilla 4.}

Sanomme, etta kieli A on saanndllinen, jos jokin aarellinen automaatti
tunnistaa sen, ts. A = L(M) jollain M.

Aarellinen automaatti on hyvin rajoittunut laskennan malli. Esim. niinkin
yksinkertainen kieli kuin {0"1™ | n € N}, (eli merkkijonot joissa on ensin jono
nollia ja sitten saman verran ykkosida) ei ole saanndllinen. (Tahan palataan.)

Airelliseen automaattiin voidaan helposti lisitd muutakin tulostusta kuin
pelkka hyvaksyminen tai hylkaaminen. Tama ei kuitenkaan taman kurssin
kannalta toisi mitaan oleellista uutta asiaan.
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Hahmon etsiminen syotteesta (jondatteleva esimerkki)
Unix-komennolla
grep hahmo [ tiedosto |

voidaan etsid hahmon esiintymia tiedostosta (tai syotevirrasta):

$ grep Kisaveikot SM-tulokset.txt
$ ps aux | grep mmeikala
$ ps aux | grep ’\(mmeikala\|tteikalal)’

Tassa siis haetaan
e SM-tuloksista rivit, joilla esiintyy seura Kisaveikot
e prosessilistasta ne rivit, joilla esiintyy kayttajatunnus mmeikala, ja

e prosessilistasta ne rivit, joilla esiintyy kayttajatunnus mmeikala tai
tteikala.
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Eras idea grep-toiminnon toteuttamiseksi olisi seuraava:

1. Muodostetaan aarellinen automaatti, joka hyvaksyy tasan sellaiset
merkkijonot, joissa esiintyy hahmo.

2. Selataan syote rivi kerrallaan kayttamalla tata automaattia, ja
tulostetaan hyvaksytyt rivit.

Selausvaihe toimii nopeasti eika edellyta syotteen esiprosessointia, mika on
tassa tarkeaa.

Kysymys: Kuinka monimutkaisia hahmoja talla periaatteella voidaan
kasitella?

Esim. edella muodostettiin hahmoista mmeikala ja tteikala uusi hahmo
tai-operaattorilla " | . Kuinka voimakkaat operaattorit voidaan siis sallia?
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Operaatiot (saannollisilla) Kielilla [Sipser s. 44—47]

Kuten muistetaan, Kielet ovat merkkijonojoukkoja.

Niilla voidaan siis suorittaa normaaleja joukko-opillisia operaatioita, kuten
vhdiste, leikkaus ja komplementointi: jos A ja B ovat kielia, niin

e kieli AU B koostuu niista merkkijonoista, jotka kuuluvat ainakin toiseen
kielista A ja B,

e kieli AN B koostuu niista merkkijonoista, jotka kuuluvat seka kieleen A
etta B, ja

e kieli A koostuu niistd merkkijonoista, jotka eivat kuulu kieleen A.

(Komplementin A maarittelyssa oletetaan, ettd puhutaan jonkin tietyn
aakkoston >~ merkkijonoista, ja X selvida asiayhteydesta.)
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Nimenomaan merkkijonojoukoille on katevaa maaritella myos konkatenaatio
ja tahti:

e Kkieli Ao B koostuu merkkijonoista w, jotka voidaan esittaa muodossa
w = zxy joillakin x € A ja y € B ja

e Kkieli A* koostuu merkkijonoista w1 ...wg, missa k > 0 ja w; € A kaikilla 7.
Intuitiivisesti

A=A uAtuA?uAdu. ..,
missd A* on kielen A konkatenaatio itsensd kanssa k kertaa (Ja A° = {e}).
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Esimerkki Tarkastellaan aakkoston {a,...,z,0,...,9} kielid A= {aa,bb} ja
B={01,02}. Nyt

AUB = {aa,bb,01,02}
AoB = {aa0l,aa02,bb01,bb02}
A* = {e,aa,bb,aaaa,aabb,bbaa, bbbb,

aaaaaa,aaaabb,aabbaa, aabbbb, bbaaaa,...}.
[]
Seuraavana tavoitteenamme on osoittaa, etta saannollisten kielten luokka
on suljettu operaatioiden U, o ja * suhteen. Toisin sanoen jos A ja B ovat

saanndllisia, niin myos AUB, Ao B ja A* ovat. Tapaus AU B on melko
suoraviivainen, ja aloitamme siita.
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Lause 1.1: [Sipser Thm. 1.25] Jos kielet A ja B ovat saanndllisia, niin
myos AU B on.

Todistus: Oletetaan siis, etta A = L(M1) ja B = L(M>) aarellisilla
automaateilla Ml — (Q1727517Q17F1) ja M2 — (QQ) 2752aQQ7F2)'
Muodostamme darellisen automaatin M, jolla L(M) = AU B.

Automaatin M pitaa siis hyvaksya w, jos ainakin toinen automaateista M; ja
M> hyvaksyy. Ongelmaa ei voi ratkaista simuloimalla automaatteja My ja
Mo> perajalkeen, silla aarellinen automaatti kasittelee kunkin syotemerkin
vain kerran.

Ratkaisu on simuloida kumpaakin automaattia samanaikaisesti. Jos

Q1] = m ja |Q2| = n, niin automaatin M tilajoukoksi valitaan m x n
taulukko, jossa rivi esittaa Mi:n ja sarake M»>:n tilaa. Vastaavasti d1 kertoo,
mille riville mennaan seuraavaksi, ja d» mille sarakkeelle.

28



Muodollisesti M = (Q, >, 6, qo, F'), missa

e Q =Q1 %X Q2,
e aakkosto > pysyy samana,

e kun r = (r1,m7) € Q1 X Q2 ja a € X, niin 6(r,a) = (s1, s2) Missa

S1 = 51(7“1,@) ja So, = 52(7“2,&),
* g0 = (q1,¢2) Ja

° F={(7“1,7°2)|?“1 c Fi tai ?“QEFQ}.
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Tarkastellaan mielivaltaista merkkijonoa w = w1 ... w,. On olemassa
automaatin M; laskentaa esittava (yksikasitteinen) tilajono

(ro,...,7) € Q5T ja automaatin M, laskentaa esittdva (yksikdsitteinen)
tilajono (so,...,sr) € Q5T miss3

1. 7o = q1 ja so =¢2 ja
2. Ti+1 — 51(r¢,wi+1) ja Si+1 = 52(S¢,wi_|_1) kun ¢z = O, NN 1.
Siis valitsemalla p; = (r;, s;) saadaan automaatin M laskentaa kuvaava

tilajono, jolla po = qo ja pi+1 = 6(pi, wi+1). Nyt

M hyvaksyy merkkijonon w
< (rp,sp) € F
& r, € Fy ja s, € B
< My hyvaksyy merkkijonon w ja M» hyvaksyy merkkijonon w.

Siis L(M) = AUB. O
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Jatkossa osoitetaan myos

Lause 1.2: [Sipser Thm. 1.26] Saanndllisten kielten joukko on suljettu
konkatenaation suhteen; ts. jos Kkielet A ja B ovat saanndllisia, niin myos
Ao B on.

Todistaminen on kuitenkin edellista lausetta hankalampaa. Oletaan

A= L(Mi) ja B= L(M>), ja halutaan muodostaa M, jolla L(M) = Ao B.
Luonnollinen ajatus olisi pistaa automaatit M; ja M»> perakkain. Tassa tulee
ongelmaksi, milloin pitaisi siirtya automaatista M; automaattiin M.

Erityisesti jollain w € A o B voi olla kaksi esitysta w = uwv = ¢/v/, missa v € A
jad € A, jave B mutta v ¢ B. Jos tassa viela v on merkkijonon u alkuosa
(eli v = v/x jollain x), niin emme voi ilman muuta siirtya automaattiin M>
heti, kun M, paasee hyvaksyvaan tilaan.

Jotta paasemme eteenpain, vleistamme aarellista automaattia sallimalla
epadeterminismin.
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Epadeterministiset aarelliset automaatit [Sipser s. 47-54]

Tarkastellaan esimerkkina seuraavaa automaattia:

a, b

O
o) MM

Tama ei noudata edelld esitettya formalismia:
e tilasta O paasee merkilla b seka tilaan O etta tilaan 1,

e tilasta 1 on e-siirtyma, jolla paasee tilaan 2 " kayttamatta” yhtaan
syotemerkkia ja

e joitain siirtymia ei ole maaritelty.

Aiottu tulkinta on, etta annetulla syotteella " kokeillaan” kaikkia mahdollisia
siirtymavaihtoehtoja. Automaatti hyvaksyy, jos yksikin naista vaihtoehdoista
paatyy hyvaksyvaan tilaan.
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Tallaisen automaatin laskentaa voidaan havainnollistaa ryhmittamalla

vaihtoehdot puuksi:

esimerkkina syote
abbab

vaakanuolet kuvaavat
g-siirtymia

viimeisella rivilla
esiintyy kahteenkin
kertaan hyvaksyva
tila 3, joten
automaatti hyvaksyy
merkkijonon abbab
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Kutsumme tallaista yleisempaa automaattia epadeterministiseksi aarelliseksi
automaatiksi (nondeterministic finite automaton, NFA). Aluksi esitetty
perusversio on vastaavasti deterministinen aarellinen automaatti
(deterministic finite automaton, DFA).

NFA:lle ei ole mitaan samalla lailla ilmeista fyysista toteutusmallia kuin
DFA:lle. Se kannattaa mieltaa lahinna kuvausformalismiksi.

Naemme jatkossa, etta mille tahansa NFA:lle voidaan muodostaa DFA, joka
tunnistaa saman kielen. Siis epadeterminismi ei anna tassa mielessa lisaa
ilmaisuvoimaa.

Epadeterminismia kayttamalla esitysta voidaan kuitenkin usein selkeyttaa ja
yksinkertaistaa.
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Seuraava NFA hyvaksyy merkkijonot, joissa on osajonona ensin abb ja sen
jalkeen ca tai ac. Huomaa konstruktion modulaarisuus. (Juuri taman kielen
voisi tunnistaa DFA:lla helpomminkin.)

35



Mille tahansa aakkostolle > merkitsemme >, = 3> U{e}. Muistetaan, etta
joukon A potenssijoukkoa eli kaikkien osajoukkojen joukkoa merkitaan P(A).

Muodollisesti NFA on viisikko (Q, >, 6, qo, F'), missa
1. @ on aarellinen tilajoukko,
2. 2 on aarellinen aakkosto,
3. 0: Q x . — P(Q) on siirtymafunktio,
4. go € @@ on alkutila ja
5. FF C @ on hyvaksyvien tilojen joukko.

Erotukseksi DFA:sta siirtymafunktio siis antaa yhden seuraajatilan sijaan
joukon tiloja. Nama tulkitaan "mahdollisiksi” seuraajatiloiksi.
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Esimerkkiautomaattimme

a, b

oL
(o) MM

formaali esitys on siis ({0,1,2,3},{a,b},6,0,{3}), missid § saadaan
taulukosta

) a b g€
o|{0} {O,1} 0
1] {2} 0 {2}
2 0 {3} 0
31{2} 0 0.
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Maarittelemme nyt, etta epadeterministinen aarellinen automaatti
(Q, 2, 0,q0, ) hyvaksyy merkkijonon w, jos jollain n voidaan valita jonot
(y1,---,yn) € X" ja (ro,...,mn) € Q" t1, joilla

e W =1Y1...Yn,

® 70 = qo,

® 7,11 € 5(ri,yi+1) kun ¢+ =20,...,n—1 ja

o r, € F.

Edellisen sivun automaatilla ja merkkijonolla abbab voidaan valita esim.

n —= 6
(y1,92,93,94,Y5,¥6) = (a,b,e,b,a,b)
(7"0,7"1,7"2,7‘3,7"4,7"5,7"6) — (070)172737273)7

mista nahdaan, etta automaatti hyvaksyy merkkijonon.
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NFA:Nn muuntaminen DFA:KSi

Lause 1.3: [Sipser Thm. 1.39] Mille tahansa NFA:lle on olemassa DFA,
joka tunnistaa saman kielen.

Todistus: On siis annettu epadet. automaatti N = (Q, X, 6, qo, F), ja
halutaan muodostaa det. automaatti M = (Q', %, ¢, q;, F’), jolla
L(M) = L(N).

NFA:lla on kullakin laskennan hetkella joukko mahdollisia tiloja. Toisaalta
DFA on kullakin laskennan hetkella jossain yksikasitteisessa tilassa. Tama
perusongelma ratkaistaan valitsemalla Q' = P(Q). Automaatin M tila
annetulla hetkella tulkitaan automaatin N mahdollisten tilojen joukoksi.
Huomaa, ettd |Q'| = 2/9l.

Jos r € Q on mahdollinen tila nykyhetkella, seuraavaksi luetaan merkki a, ja
s € 6(s,a), niin s on erdas mahdollinen tila seuraavalla hetkella. Siis jos
0'(R,a) = S (missa siis R, S C @), niin joukossa S pitdaa olla kaikki ne tilat,
jotka voivat seurata jotain joukon R tilaa merkilla a.
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Esitetaan sama formaalisti olettaen ensin, etta automaatissa N ei ole
e-siirtymia (eli 6(r,e) = 0 kaikilla r € Q). Siis M = (Q', %, ¢, g5, F'), missa

1. Q' =P@),
2. jos Re @ ja ae€ X, niin
§'(R,a) = | Jd(r,a)

= {s€eQ]|se€d(r,a)jollainreR,}

3. o ={qo} ja

4. FF={ReQ |RNF#0}.
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Jos automaatissa N on e-siirtymia, maaritellaan kaikilla R C @ joukko E(R)
koostumaan niista tiloista, joihin paasee jostain tilasta r € R tekemalla nolla
tai useampia e-siirtymia. (Siis aina R C E(R).)

Siirtymafunktion maaritelma muutetaan muotoon

§'(R,a) = | ] E(5(r,a)).

reR
Alkutilaksi asetetaan

oo = E({d0}).
Konstruktion perusteella on selvaa, etta L(M) = L(N). [
Koska DFA:n muuntaminen NFA:ksi on triviaalia, saadaan

Korollaari 1.4: [Sipser Cor. 1.40] Kieli on saanndéllinen, jos ja vain jos se
voidaan tunnistaa epadeterministisella aarellisella automaatilla. [
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Saannollisten Kkielten sulkeumaominaisuudet

Osoitamme nyt, etta saannollisten kielten joukko on suljettu yhdisteen,
konkatenaation ja tahtioperaation suhteen. Toisin sanoen jos A ja B ovat
saanndllisia, niin myos AUB, Ao B ja A* ovat.

Kieli on maaritelman mukaan saanndllinen, jos se voidaan tunnistaa
deterministiselld darellisella automaatilla. Todistimme juuri (korollaari 1.4),
etta voimme yhta hyvin kayttaa epadeterministisia automaatteja. Katsotaan
ensin, miten tama yksinkertaistaa jo esitetyn tapauksen AU B (lause 1.1)
todistusta.

Lause 1.5: [Sipser Thm. 1.45] Jos A ja B ovat saanndllisia, niin AU B on.

Todistus: Oletetaan siis annetuksi NFA:t Ny ja N, joilla A = L(N7) ja
B = L(N>). Muodostetaan NFA N, jolla L(N) = AU B.
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Konstruktion periaate on seuraava:

o0 Yo
. O O

O
o ©
w O
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Muodollisemmin olkoon N1 = (Q1,2,61,q91,F1) ja No = (Q2, 2,02, q2, F»).
Voidaan tietysti olettaa, ettd Q1 N Q> = 0. Nyt N1 = (Q, X, 4, qo, '), missa

1. g0 € Q1 U Q2 on uusi tila,

2. Q={q}UQ1UQ2,

3. § toteuttaa

6(¢g,a) = 61(q,a) Kun g € Q1 ja a € X,
6(g,a) = 62(q,a) Kun g € Q2 ja a € X,
5(q07€) — {Q1>C12}

5(go,b) = 0 kun b # .

Selvasti N tunnistaa kielen AU B. [
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Sovelletaan samaa ideaa konkatenaatioon.
Lause 1.6: [Sipser Thm. 1.47] Jos A ja B ovat saanndllisia, myos Ao B on.

Todistus: Periaatepiirros on nyt seuraava:
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Muodollisesti olkoon taas A = L(N;1) ja B = L(N»), missa
N1 =(Q1,2,01,q1, F1), No = (Q2,2,82,q2, F5) ja Q1 N Q> = 0. Muodostetaan
N = (Q,,6,q0, F), missa

1. Q@ =Q1UQ>,
2. g0 = q1,
3. F=F5 ja

4. kun g € Q ja a € >, niin 6(g,a) on seuraava:

6(q,a) = 0d1(q,a) kun ¢ € Q1 — F1
5(g,a) = d61(q,a) kun g € F1 ja a # ¢
6(q,e) = 01(g,e)U{q} kun g € Fy
6(qg,a) = 62(q,a) kun g € Q2.

Selvasti L(N) = Ao B. O
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Viela viimeiseksi tahtioperaatio:
Lause 1.7: [Sipser Thm 1.49] Jos A on saanndllinen, niin A* on.

Todistus: Oletetaan taas A = L(N1), ja muodostetaan N jolla L(N) = A*.
Periaate:

o0 Yo
. O O

(Huomaa, etta alkutilan vaihtaminen hyvaksyvaksi ei valttamatta toimisi.)
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Olkoon siis N1 = (Q1,2,01,q1,F1). Nyt N =(Q, %, 9, qo, F'), missa
1. go € Q1 on uusi tila,
2. Q=0Q1U{qo},
3. F=F1U{qo} ja

4. 6 maaritellaan

6(gq0,e) = {a¢1}
6(qo,a) = 0 kun a # ¢

6(g,a) = 61(q,a) kun g € Q1 — I
0(g,a) = 061(q,a) Kun g € F1 ja a #* ¢
6(g,e) = d1(g,e)U{aq1} kun g € F1.

Selvisti L(N) = A*. O
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Saannolliset lausekkeet [Sipser luku 1.3]

Kiinnitetaan jokin aakkosto 2. Sadaanndllinen lauseke on kaava, jonka
"arvona” on jokin aakkoston > kieli. Kun R on saannollinen lauseke, sen
"arvoa' eli sen esittamaa kielta merkitaan L(R). Perusajatuksena on
muodostaa uusia kielia edella esitettyjen operaatioiden U, o ja * avulla.

Esimerkki Saanndllisen lausekkeen a(b U c)* esittamaan kieleen kuuluvat ne
merkkijonot, joiden alussa on a ja sen jalkeen nolla tai useampia b- ja
c-merkkeja. Siis

L(a(buc)’) = {ajo({bc})
= {a,ab,ac,abb,abc,acb,acc,abbb,...}.

Osoitamme jatkossa, etta tdlla tavoin voidaan esittaa (tai kuvata) tasan ne
kKielet, jotka voidaan tunnistaa aarellisella automaatilla, eli saanndlliset Kielet
(mista nimi).
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Maarittelemme saannolliset lausekkeet seuraavasti:
1. @ ja e ovat saanndllisia lausekkeita, ja L(0) =0 ja L(e) ={e}.
2. a on saanndllinen lauseke kaikilla a € X, ja L(a) ={a}.

3. Jos Ry ja Ro, ovat saanndllisia lausekkeita, niin myods (R1 U R») ja
(R1 o R2) ovat, ja L((R1UR2)) = L(R1) UL(R>2) ja
L((R10 R2)) = L(R1) o L(Ry).

4. Jos R on saanndllinen lauseke, niin myos (R*) on, ja L((R*)) = (L(R))*;
ja

5. ei ole muita saanndllisia lausekkeita, kuin mita edellaolevasta seuraa.

Siis saannollinen lauseke muodostetaan lahtemalla liikkeelle
peruslausekkeista 0, € ja a, a € X, ja soveltamalla yhdistetta,
konkatenaatiota ja tahtea aarellinen maara kertoja.
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Yksinkertaistamme saannollisten lausekkeiden Kirjoitusasua seuraavilla
konventioilla:

e Konkatenaatio jatetaan merkitsematta; esim. ao b o a Kirjoitetaan aba.

e Operaatiot evaluoidaan presedenssijarjestyksessa " tahti, konkatenaatio,
yvhdiste" ja turhat sulut jatetaan pois. Siis a U bc* tarkoittaa

(aU (bo(c))).
e Jos > ={ai,...,a;}, niin lauseketta a3 U...Ua; merkitadan lyhyesti 3.

e Lausekkeen R konkatenaatiota itsensa kanssa k kertaa

Ro...oR
k kertaa

merkitaan RF.

e Lauseke RR* lyhennetdin R™T: siis R* =c¢URT.
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Jos sekaannuksen vaaraa ei ole, samastamme saannollisen lausekkeen ja sen
esittaman kielen (eli kirjoitamme R vaikka tarkoitammekin L(R)).

Esimerkkeja:

e > * koostuu kaikista aakkoston X merkkijonoista ja X1 kaikista
aakkoston > ei-tyhjista merkkijonoista.

e 1> * esittaa kaikkia ykkosella alkavia merkkijonoja.

e (O(OUL)*1)U(1(0U1)*0) esittaa kaikkia aakkoston {0,1}
merkkijonoja, joiden viimeinen merkki on eri kuin ensimmainen.

e R) =0 kaikilla R, ja 0* = e.

Operaatioilla U ja o on neutraalialkiot 0 ja : kaikilla R patee

RUP=0QUR=R
Roe=¢c¢0R=R.
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Saannodllisia lausekkeita kaytetaan erilaisissa tekstinkasittelytyokaluissa kuten
Unixin grep.

Saannolliset lausekkeet ovat myos tarkea formalismi ohjelmointikielten
syntaktisten perusalkioiden esittamisessa. Esim. jossain ohjelmointikielessa
sallitut tunnukset voisivat olla muotoa

Kirjain(Kkirjain U numero U alaviiva)*

Y

kokonaislukuvakiot muotoa

(e U4 U —)numero™
ja liukulukuvakiot muotoa

(e U4+ U =)(numero*.numero™ U numero™.numero*)

Y

missa " Kirjain” tarkoittaa aU...Uz ja "numero’ tarkoittaa OuU...U9. Tata
voidaan kayttaa hyvaksi kaantamisen ensimmaisessa vaiheessa
muodostamalla sita varten darellinen automaatti (kuten seuraavaksi
nahdaan).
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Aarellisten automaattien ja saannollisten kielten
ekvivalenssi

Osoitamme seuraavan keskeisen tuloksen:

Lause 1.8: [Sipser Thm. 1.54] Kieli on saanndllinen, jos ja vain jos jokin
saanndllinen lauseke esittaa sita.

Siis saannollisilla lausekkeilla voidaan esittaa tasan ne kielet, jotka voidaan
tunnistaa aarellisilla automaateilla.

Todistuksen helpompi suunta on seuraava:

Lemma 1.9: [Sipser Lemma 1.55] Saanndllisen lausekkeen kuvaama Kieli
voidaan tunnistaa aarellisella automaatilla.
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Todistus: Ennen yksityiskohtiin menemista tarkastellaan yleisesti tallaisen
todistuksen luonnetta. Saannollisen lausekeen maaritelma on induktiivinen
(eli rekursiivinen).

Vertaa induktiiviseen luonnollisen luvun maaritelmaan:

1. O on luonnollinen luku ja

2. jos n on luonnollinen luku, niin n 4+ 1 on luonnollinen luku.
Luonnollisten lukujen induktioperiaatteesta seuraa, etta jos

1. luvulla O on ominaisuus P ja

2. jos luvulla n on ominaisuus P niin luvulla n 4+ 1 on ominaisuus P

niin kaikilla luonnollisilla luvuilla on ominaisuus P.

Todistamme lemman suorittamalla analogisen "induktion saannollisten
lausekkeiden yli" .

55



Haluamme siis osoittaa, etta kaikilla saanndllisilla lausekkeilla R kieli L(R)
on saannollinen. Teemme taman osoittamalla, etta

1. L(D) ja L(e) ovat saanndllisia,
2. L(a) on saanndllinen kaikilla a € X,

3. jos L(R1) ja L(R2) ovat saanndllisia, niin L(R1 U R») ja L(R1 o Ry) ovat
saanndllisia ja

4. jos L(R) on saanndllinen, niin L(R*) on saanndllinen.

Kohdat (1) ja (2) ovat ilmeisia: on helppoa muodostaa aarellinen
automaatti tunnistamaan kieli 0, kieli {e} ja kieli {a}, missd a € %.

Koska L(R1 URy) = L(R1) UL(R2) ja L(R10Rz) = L(R1) o L(R2), niin
kohta (3) seuraa lauseista 1.5 ja 1.6. Samoin kohta (4) seuraa lauseesta
1.7. O
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Osoitetaan nyt kaantén, etta mille tahansa aarelliselle automaatille M
voidaan muodostaa saanndllinen lauseke R, jolle L(R) = L(M).

Jos M on automaatti

niin selvasti voidaan valita R = (ab*c) Ud.

Jotta voisimme hyodyntaa tata havaintoa osana monimutkaisemman
automaatin analysoimista, otamme kayttoon yleistetyt NFA:t (generalized
NFA, GNFA), joissa kaareen voi liittya yksittdisen symbolin tai
symbolijoukon sijasta kokonainen saannollinen lauseke.
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Ajatuksena on esim., etta edella esitetysta automaatista

voidaan eliminoida tila g> ja saada ekvivalentti GNFA

(ab*c)Ud
e

Meidan pitaa nyt sopia tarkemmin, mita GNFA tarkalleen on.
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GNFA on siis kuten NFA, mutta kuhunkin kaareen voi liittya mielivaltainen
saannollinen lauseke. Siirtyminen kaarta pitkin " kuluttaa” syotteesta jonkin
osamerkkijonon, joka kuuluu kyseisen saannollisen lausekkeen kuvaamaan
kKieleen.

Yksinkertaisuuden vuoksi sovimme, etta GNFA noudattaa seuraavia
rajoitteita:

1. Siina on tasan yksi hyvaksyva tila ja yksi alkutila, ja nama eivat ole
sama tila.

2. Alkutilaan ei tule siirtymia.
3. Hyvaksyvasta tilasta ei lahde siirtymia.

4. Muuten minka tahansa kahden tilan valilla on siirtyma, johon liittyy
tasan yksi saannollinen lauseke.
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Muodollisesti GNFA on siis viisikko (Q, 2, 6, gstart, Gaccept), MiSsa
1. @@ on aarellinen tilajoukko,
2. > on aakkosto,

3. § on funktio (Q — { qaccept }) X (@ — { gstart }) — R, missa R on aakkoston
2_ saannollisten lausekkeiden joukko ja

4. gstart € Q, Qaccept € Q ja Gstart 7& Jaccept-
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GNFA (Q, X, 9, gstart, gaccept) hyvaksyy merkkijonon w € 3*, jos on olemassa
esitys w = w1 ... wg, Missa w; € 2* kaikilla 1 <1 < k, ja tilajono
(qo,--.,qx) € Q1 joilla

1. qo = gstart,

2. w; € L(R;) kaikilla 1 <7<k, missa R; = 6(gi_1,q;) ja

3. qx = Qaccept-
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Mista tahansa NFA:sta voidaan helposti muodostaa saman Kielen tunnistava
GNFA:

1. Lisaa uudet tilat {dstart Ja daccept-

2. Lisaa e-siirtymat tilasta gstart Vanhaan alkutilaan ja vanhoista
hyvaksyvista tiloista tilaan gaccept-

3. Kaikilla alkuperaisilla tiloilla ¢q1 ja g» aseta §(q1,q2) = a1 U...Ua,, Missa
{ai,...,an} on niiden merkkien joukko, joilla vanhassa automaatissa on
siirtyma tilasta ¢; tilaan go».

4. Niilla g1 ja g¢o, joilla §(q1,g2) ei viela tullut maaritellyksi, aseta
6(q1,q2) = 0.
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Korkean tason algoritmi NFA:ta M vastaavan saannollisen lausekkeen
muodostamiseksi on nyt seuraava:

1. Olkoon automaatin M tilojen lukumaara k. Muodosta k + 2-tilainen
GNFA Gg42, joka tunnistaa saman kielen.

2. Toistakun:=k+2,k+1,...,3: muodosta GNFA:sta GG; saman kielen
tunnistava GNFA G;_1, jossa on yksi tila vahemman.

3. Paattele kaksitilaisesta GNFA:sta G», mika saannollinen lauseke esittaa
sen tunnistamaa kielta.
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Oleellisin kohta on tietysti yhden tilan eliminoiminen GNFA:sta. Se perustuu
muunnokseen

(RlRERg) U R4
5 5
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Kootaan nyt edellaesitetty yhteen.

Lemma 1.10: [Sipser Lemma 1.60] Jos kieli on saanndllinen, se voidaan
esittaa saanndollisella lausekkeella.

Todistus: Olkoon A saanndllinen kieli. Siis jokin aarellinen automaatti M
tunnistaa sen. Muodostetaan edella selitettyyn tapaan GNFA &, joka sekin
tunnistaa kielen A.

Seuraavaksi lasketaan G/ = Pienenna(G), joka on 2-tilainen GNFA ja
tunnistaa saman kielen kuin G. (Palaamme tahan pian.) Nyt G’ koostuu
pelkastaan tiloista gstart Ja gaccept S€KA niiden valisesta siirtymasta.
Automaatin G’ hyvaksyma kieli on maaritelman mukaan sama kuin L(R),
missa R = 6(gstart, Gaccept). Siis R on haluttu saannodllinen lauseke, joka
esittaa automaatin M tunnistamaa kielta.
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Proseduuri Pienenna(G) toimii seuraavasti:

Olkoon G = (Q, X, 6, gstart, Gaccept)- JOS automaatissa G on kaksi tilaa, palauta
se sellaisenaan.

Muuten valitse mielivaltainen gpois € @ — { gstart, Gaccept }- Muodosta
G' = (Q — { gpois } » =, 9, gstart, Qaccept), Missa kaikilla

§'(qi, qj) = R1R5R3 U Ra,

missa R1 = 6(q;, qDois)1 Ry = 5(QDOiS7QDOiS)1 R3 = 5(oni57%) ja Rq = (g, Qj)-
Suorita rekursiivinen kutsu Pienenna(G’) ja palauta sen palauttama arvo.

Selvasti Pienennada(G) palauttaa 2-tilaisen GNFA:n. Pitda enaa osoittaa, etta
edella muodostettu G’ tunnistaa saman kielen kuin G; tasta seuraa
induktiolla, ettd myos Pienenna(G) tunnistaa.
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Vaitamme siis, etta G ja G’ hyvaksyvat tasan samat merkkijonot. Olkoon
ensin w merkkijono, jonka G hyvaksyy, ja tata hyvaksyntaa vastaava tilajono

Qstart, 41, - - -, 4k—1, Qaccept-

JOS gpois €1 esiinny tassd jonossa, se osoittaa samalla, etta myos G’ hyvaksyy.
Tama seuraa siitd, etta 6'(qi, q;) kaikilla g;, ¢; esittaa ainakin yhta laaja kieli
kuin 5(qi,qj).

Oletetaan toisaalta, etta gpois esiintyy tilajonossa. Tarkastellaan jotain sen
perattaisten esiintymien jonoa gi, gpois; - - - » @pois, ¢j- Siirtymafunktion ¢’
maaritelmasta seuraa, etta automaatin G tahan siirtymaketjuun
"kuluttama" patka merkkijonoa w voidaan automaatissa G’ kayttaa suoraan
siirtymaan q; — gq;.

Samoin on helppo nahda, ettda G hyvaksyy merkkijonon w, jos G’ hyvaksyy.
[]

Tama paattaa myos lauseen 1.8 todistuksen. Olemme siis kahdesta taysin
eri lahtokohdasta (automaatit, lausekkeet) padtyneet samaan saanndllisten
kielten luokkaan. Seuraavaksi tarkastelemme, mita jaa taman luokan
ulkopuolelle.
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Ei-saannollisia Kielia [Sipser luku 1.4]

Osoitamme, etta joitain kielia ei voi tunnistaa aarellisella automaatilla.
Tulos ei sinansa ole erityisen yllattava, koska aarellinen automaatti on
aarimmaisen yksinkertainen laskennan malli. Ei kuitenkaan ole ilmeista,
miten annetusta kielesta osoitetaan, etta mikaan aarellinen automaatti ei
tunnista sita. Tata ei valttamatta nae suoraan: esim. Kkieli

C={we{0,1}"|w sisdltaa yhta monta nollaa ja ykkosta }
ei ole saanndllinen (kuten pian naemme), mutta
D={we{0,1}" | w:ssa esiintyy 01 ja 10 yhtda monta kertaa}

itse asiassa on saannodllinen (HT).

Tarkastelemme ensin konkreettista esimerkkia ja johdamme sitten yleisen
saannon, joilla voidaan tietyissa tapauksissa todeta kielen ei-saanndllisyys.
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Vaite: Kielta
B={0"1"|neN}
el voi tunnistaa korkeintaan 12-tilaisella aarellisella automaatilla.

Todistus: Tehdaan vastaoletus, etta B = L(M) deterministisella darellisella
automaatilla M = (Q,X,9,q1, F'), missa |Q| < 12. Siis erityisesti M hyvaksyy
merkkijonon s = 000000111111 = 0°1°. Merkitddn s = s1...s12. Olkoon
r1,...,7r13 vastaava tilajono, ts. r1 = qi1 ja r;401 = 8(ri,8:) kun i =1,...,12.

Keskeinen havainto: koska |Q| < 12 ja r; € Q kaikilla ¢, niin jonossa ri1,...,713
ainakin yksi tila esiintyy useamman kerran (" kyyhkyslakkaperiaate™).
Olkoon r; = r;, missa ¢ < j.
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Merkkijonolla s;...s;—1 automaatti tekee silmukan tilasta r; takaisin tilaan
ry —Tj.

Merkitaan
r = 81...S8_1
Yy = Si...8j-1
zZ = S§j...812.

Siis s = zyz on alkuperainen hyvaksytty merkkijono, mutta automaatti
hyvaksyy myds merkkijonot zy%z = zz, xy?z = xyyz, xy>z = xyyyz jne.
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On kolme mahdollisuutta:
1. i< j<6: nyty=0i—t1,
2. 1< 6 <j: nyty=06"T11/-96
3. 6 <i<j: nyty= 171
Kaikissa tapauksissa nyz el kuulu kieleen B:
e tapauksessa 1 siina on liikaa nollia,
e tapauksessa 2 se on muotoa 0...01...10...01...1 ja
e tapauksessa 3 siina on liikaa ykkosia.

Koska M hyvaksyy merkkijonon zy?z, tdma on ristiriita oletuksen B = L(M)
kanssa. [

IImeisesti sama todistusrunko toimii muillakin tilojen lukumaarilla kuin 12.
(Esitamme kohta tasmallisen todistuksen.)

Siis kielta B ei voi tunnistaa p-tilaisella deterministisella aarellisella
automaatilla millaan p, eli kieli B ei ole saanndllinen.
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Edellisen todistuksen perusidea oli osoittaa, etta jos M on 12-tilainen
automaatti, niin kielella L(M) on pumppauspituus 12:

Maaritelma 1.11: Kielella A on aarellinen pumppausominaisuus, jos on
olemassa sellainen p, etta mika tahansa s € A, jolla |s| > p, voidaan esittaa
muodossa s = xyz, Missa

1. zy'z€ A kuni=0,1,2,...,
2. |yl >0 ja

3. |zy| < p.

Talloin p on (eras) kielen A pumppauspituus.

Siis £ = € ja z = ¢ ovat sallittuja, mutta ehto 2 sulkee pois mahdollisuuden
y = ¢ (muuten pumpattavuus olisi triviaalia).

Kun Kielella on aarellinen pumppausominaisuus, milla tahansa riittavan
pitkalla merkkijonolla s on " keskiosa"” y, jota " pumppaamalla” saadaan
uusia kieleen kuuluvia merkkijonoja zy?z, zy3z, .. ..
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Lause 1.12 (Pumppauslemma): [Sipser Thm. 1.70] Jokaisella
saannollisella kielella on aarellinen pumppausominaisuus.

Ennen pumppauslemman todistusta naytamme esimerkkina, miten siita
johdetaan em. kielen B ei-saannollisyys.

Esimerkki 1.13: Kieli
B={0"1"|ne N}
el ole saanndllinen.

Vaitteen todistamiseksi tehdaan vastaoletus, etta B on saanndllinen. Siis
kielella B on jokin pumppauspituus p.

Merkitadn k = [p/2] (missd [z] = min{n & N|n >z}). Valitaan s = 0F1*.

Koska |s| > p, voidaan kirjoittaa s = zyz, missd y # ¢ ja xzy'z € B kaikilla
1 € N.

Tama on ristiriita kielen B maaritelman kanssa (vrt. kohdat 1-3 sivulla 71).
]
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Pumppauslemman todistus: Olkoon A saannollinen kieli ja
M = (Q,x,9,q1, F) sen tunnistava DFA. Valitaan p = |Q|.

Olkoon nyt n >pjas=s1...5, € A. Olkoon ry,...,r,4+1 tilajono, jonka
kautta M hyvdksyy merkkijonon s. Siis r1 = q1, ri+1 = d(ri, s;) kun
1=1,...,n, ja rp41 € F.

Kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla jonossa rq,...,r,41 esiintyy jokin tila
kahteen kertaan. Olkoon r; =7, missa j <[ <p—+ 1. Jaetaan s osiin
s = xyz, Missa

r = S1...55-1
Yy = S5...81-1
Z = S81...8n.

Koska |yl =1—j>1ja |zy| =1—-1 < p, tama tayttad pumppausmadritelman
ehdot 2 ja 3.

Automaatti M tekee merkkijonolla y silmukan tilasta r; takaisin samaan
tilaan. Silmukkaa voidaan toistaa nolla tai useampia kertoja‘ ilman, etta
lopputulos muuttuu. Siis M hyvaksyy kaikki merkkijonot zy'z, z € N. [
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Esimerkki 1.14: [Sipser Ex. 1.74] Kieli

C={we{0,1}"|w sisdltaa yhta monta nollaa ja ykkosta }

ei ole saannollinen.

Vastaoletus: C on saanndllinen, jolloin silla on pumppauspituus p. Valitaan
s = 0P1P. Olkoon s = zyz € C' kuten pumppausmaaritelmassa. Siis y #= € ja
lxy| < p, joten y koostuu yhdesta tai useammasta nollasta. Koska zyz € C,
niin xyyz sisaltaa nollia enemman kuin ykkosia, joten zyyz € C'; ristiriita. [

Vaihtoehtoinen todistus: Tehdaan vastaoletus, etta C on saanndllinen. Kieli
0*1* on saanndllinen, joten kieli (0*1*) N C on saanndllinen (harjoitus 2).
Tama on ristiriita, koska (0*1*) N C on sama kuin esimerkin 1.13
ei-saanndllinen kieli B. [

Huomautus 1: Pumppauslemma ei siis ole ainoa tapa todistaa Kieli
ei-saannolliseksi. On olemassa myos ei-saanndllisia kielia, joilla on aarellinen
pumppausominaisuus, joten niiden ei-saannollisyys pitaa todistaa muuta
kautta.
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Huomautus 2: Miten valitaan sopiva s? Jos olisi valittu s = (01)?, ei olisi
saatu ristiriitaa, koska tata s voidaan pumpata (esim. x = ¢, y = 01,
z = (01)r~1).

Yksi lahestymistapa on miettia, mitka olisivat hankalia tapauksia, jos kielta
yritettaisiin tunnistaa aarellisella automaatilla.

Jos haluamme paattaa, pateeko s € C, ja saamme kayda merkkijonon s lapi
vain Kerran, niin intuitiivisesti meidan taytyy pitaa kirjaa siita, mika on tahan
mennessa nahtyjen nollien ja ykkosten lukumaaran ero. Tama on
mahdotonta aarellisella automaatilla, koska p-tilaisessa automaatissa ei voi
esittaa yli p:n menevia laskurin arvoja.

Merkkijono s = OP1P on valittu siten, etta se aiheuttaa " laskurin ylivuodon”
mahdollisimman nopeasti.
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Esimerkki 1.15: [Sipser Ex. 1.75] Kieli F ={ww |w € {0,1}"} ei ole
saannollinen.

Vastaoletus: Kieli F' on saanndllinen. Siis silla on pumppauspituus p.
Valitaan s = 0P10P1 € F.

Olkoon s = xyz, missa |y| > 0 ja |xy| < p (pumppausehdot 2 ja 3). Siis
y = OF jollain k > 0. Nyt xyyz = 0PT*10r1, joten pumppausehto 1 ei toteudu;
ristiriita. [

Edellisia esimerkkeja yhdistaa idea, etta aarellinen automaatti ei osaa todeta
kahta asiaa yhtasuuriksi. Samaan intuitioon liittyy edella esitetty " laskurin
ylivuoto” -idea.

Tassa kuitenkaan esim. valinta s = 0OPQOP ei sellaisenaan toimisi. Tarvitaan

pieni trikki, jolla jako " alkupuoliskoon”™ ja "loppupuoliskoon’” tehdaan
selvaksi.
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Esimerkki 1.16: [Sipser Ex. 1.76] Kieli D = {1" |n € N} ei ole
saanndllinen.

Kieli siis koostuu ykkosjonoista, joiden pituudet ovat

0°=0, 1°=1, 2°=4, 3°=9, 4°=16,
Havaitaan, etta perattaisten pituuksien valiset aukot kasvavat. Tarkemmin
alkioiden r ja r + 1 pituuksien vali on

r? —(r—1)2=2r—1.

Tehdaan nyt vastaoletus: kieli D on saanndllinen. Olkoon pumppauspituus
p. Valitaan mika tahansa s € D, jolla |s| > p, ja talle pumppausominaisuuden
mukainen esitys s = zyz. Olkoon |y| =k > 1 ja |zz| = [1. Nyt merkkijonot
zry'z Kuuluvat kieleen D, ja niiden pituudet muodostavat aritmeettisesti
kasvavan jonon

I, 1+k 142k [+ 3k

Tama on ristiriita sen kanssa, etta kielessa D voi olla korkeintaan (k4 1)/2
perattaista merkkijonoa, joiden pituuksien erotus on korkeintaan k. [
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Esimerkki 1.17: [Sipser Ex. 1.77] Kieli E = {017 |i>j} ei ole
saanndllinen.

Vastaoletus: Oletetaan, etta £ on saanndllinen. Olkoon silla
pumppauspituus p.

Valitaan s = 0PT11? ¢ E. Olkoon s = zyz pumppausehdon mukaisesti. Taas
ehtojen |y| > 0 ja |zy| < p takia y = OF jollain k> 1. Nyt
xy®z = xz = OPT1-F1P ¢ E; ristiriita. O

‘Tassa siis "pumpattiin alaspain” eli imettiin s:sta viimeinenkin y pois.

Siis monet melko yksinkertaisetkin tunnistustehtavat vaativat enemman
laskentavoimaa, kuin aarelliset automaatit tarjoavat. Ryhdymme seuraavaksi
tarkastelemaan laajempaa yhteydettomien eli kontekstittomien kielten
luokkaa.
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2. Yhteydettomat kielet

Yhteydettomat eli kontekstittomat kielet (context-free language, CFL) ovat
saannollisia kielia laajempi luokka formaaleja kielia. Ne voidaan esittaa
yhteydettomilla kieliopeilla (context-free grammar, CFG). Tdsmalleen
taman Kieliluokan tunnistamiseen kykenevaksi laskentalaitteeksi osoittautuu
pinoautomaatti (push-down automaton, PDA).

Taman luvun jalkeen opiskelija

e 0Saa maaritella kontekstittoman Kieliopin ja pinoautomaatin seka
selittaa niiden valisen suhteen,

e 0Saa muodostaa kieliopin yksinkertaiselle kontekstittomalle kielelle ja

e tuntee joitain perusesimerkkeja ei-yhteydettomista kielista ja osaa
vksinkertaisissa tapauksissa osoittaa taman ominaisuuden.
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Yhteydettomat Kieliopit [Sipser luku 2.1]

Johdantoesimerkkind tarkastelemme kielta L = {a”b™a™ |n > 0,m > 0}, joka

on yhteydeton (mutta ei saanndllinen).

saannot eli produktiot

Ll

W n

e

Vastaavan Kieliopin ytimena on

aSa
aBa
bB
b.

Kieliopin muuttujat eli valikkeet (variable, nonterminal symbol) ovat S ja B.
Naista S on erityisasemassa lahtosymbolina. Paatemerkit eli -symbolit
(terminal) ovat a ja b. Kieliopista saadaan esim. merkkijonolle aabbaa € L

seuraava johto (derivation):

S = aSa = aaBaa = aabBaa = aabbaa.

Johdossa siis aloitetaan lahtosymbolista ja korvataan muuttujat yksi
kerrallaan vastaavan produktion oikealla puolella olevalla merkkijonolla.
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Merkkijonon aabbaa johtoa

S = aSa = aaBaa = aabBaa = aabbaa

vastaa seuraava jasennyspuu (parse tree):

S

Lehtind on johdetun merkkijonon merkit esijarjestyksessa ("' vasemmalta
oikealle™ ), juurena lahtosymboli ja sisdasolmuina valikkeitda. Kunkin valikkeen
lapset vastaavat valikeeseen liittyvan saannon oikeaa puolta.
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Muodollisesti yhteydeton eli kontekstiton kielioppi (context-free grammar,
CFG) on nelikko (V, X, R,S), missa

1.

2.

4.

V' on aarellinen muuttujien eli valikesymbolien joukko,
> on darellinen paatesymbolien joukko, jolla XNV = 0,

R on aarellinen joukko saantdja eli produktioita muotoa A — w, missa
AeVijawe (VUX)*, ja

S € V on lahtosymboli.

Jos r = uAv ja y = uwv, missa (A — w) € R, niin x johtaa suoraan eli tuottaa
suoraan (yields, derives directly) merkkijonon y. Tata merkitaan x = y.

Jos on olemassa merkkijonot wo,...,w; € (V UX)*, joilla

r=wWo=>W1=...=2Wp =Y,

niin « johtaa eli tuottaa (derives) merkkijonon y. T&td merkitddn z = y. Jos

t4l16in k& > 0, voidaan merkitid = = y.
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Merkkijono w € (V U X)* on lausejohdos (sentential form), jos S = w. Jos
lisaksi w sisaltaa vain paatesymboleja, se on lause.

Kieliopin G tuottama eli kuvaama kieli on sen lauseiden joukko
L(G)Z{wEZ*|S:*>w}.
Kieli on yhteydeton, jos jokin yhteydeton kielioppi tuottaa sen.

Jos w € L(G) ja
S=wi=...=o>w, =w,

tata ketjua sanotaan merkkijonon w johdoksi (derivation), ja sen pituus on
n. Tyypillisesti lauseella on useita eri johtoja; palaamme tahan pian.

Johdosta voidaan muodostaa jasennyspuu ilmeisella tavalla: Kirjoitetaan
ensin juureksi lahtosymboli, ja sitten laajennetaan solmuja soveltamalla
johdon mukaisia saantdja.
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Merkintakonventioita

Yhteydettomia Kielioppeja kaytetaan mm. luonnollisten ja ohjelmointikielten
syntaksin kuvaamiseen, jolloin niista voi tulla hyvin laajoja.

Merkintojen yksinkertaistamiseksi Kieliopista riittaa listata pelkka
saantojoukko:

e Mmuuttujia ovat ne, jotka ovat jonkin saanndon vasempana puolena,
e lahtosymboli on listassa ensimmaisen saannon vasen puoli ja

e muut symbolit ovat paatesymboleita.

Samaan muuttujaan liittyvat saannot
A—wi, A—wy, ..., A—w,
voidaan tiivistaa muotoon

A—>w1|w2||wn
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Esimerkki 2.1: Yhteydeton kielioppi

S—SS|(9)]e

(jonka paatesymbolit ovat siis " (" ja ")") tuotaa kaikki oikein muodostetut
sulkulausekkeet. [

Esimerkki 2.2: Akkoston {a,b} palindromien joukko
{we{a,b} | w=w®} voidaan tuottaa yhteydettomalla kieliopilla

S —e|alblaSa]|bSb.
Vastaavasti kieli { ww™ | w € {a,b}"} voidaan tuottaa yhteydettomalla
kieliopilla
S —e|aSa|bSb.
Sen sijaan kieli {ww |w € {a,b}"} ei ole yhteydetdn, kuten jatkossa
naemme. [

Huomautus: " Yhteydeton” viittaa siihen, etta saantoa A — w voidaan
soveltaa riippumatta siita, missa "yhteydessa’ A esiintyy. Yleisemmissa
yhteysherkissa kieliopeissa sallitaan saannot muotoa vwAv — vwwv, jolloin A
saadaan muuttaa w:ksi vain " kontekstissa” u_ wv.
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Esimerkki 2.3: Luonnollinen kieli on ollut tarkea motivaatio
kielioppiformalismien kehittamiselle. Leikkikaluesimerkki:

(sentence)

(noun-phrase
(proper-noun
(common-noun

(determiner

)

)

)

)
(verb-phrase)
(verb)
(adverb)
(direct-object-phrase)
(adjective-list)
(adjective)

—

A

l

l

(noun-phrase)(verb-phrase)

| (noun-phrase)(verb)(direct-object-phrase)
(proper-noun) | (determiner)({common-noun)
John | Jill

car | hamburger

a | the

(verb)(adverb) | (verb)

drives | eats

slowly | frequently
(adjective-list)(proper-noun)

| (determiner)(adjective-list)(common-noun)
e | (adjective)(adjective-list)

big | juicy | brown

Tassa siis (sentence) jne. ovat muuttujasymboleja ja John jne.

paatesymboleja.
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Edellisesta kieliopista saadaan esim. seuraavanlaisia johtoja:

(sentence)

R 2 20 2 R R R

(noun-phrase)(verb)(direct-object-phrase)
(proper—-noun)(verb)(direct-object-phrase)

John (verb)(direct-object-phrase)

John eats (direct-object-phrase)

John eats (determiner)(adjective-list)(common-noun)
John eats a (adjective-list)(common-noun)

John eats a (adjective)(adjective-1list)(common-noun)
John eats a big (adjective-1list)(common-noun)

John eats a big (adjective) (adjective-list)(common-noun)
John eats a big juicy (adjective-list)(common-noun)
John eats a big juicy (common-noun)

John eats a big juicy hamburger

Tama on esimerkki vasemmasta johdosta (leftmost derivation), mihin

palataan pian.
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Edellista johtoa vastaava jasennyspuu:

(sentence)

//\

(verb) (direct-object-phrase)

(noun-phrase)

(proper-noun)

John

eats

T

(determiner) /iiiiEE}Yg\}iif\ (common-noun)
(adjective) (adJectlve list)
adJecpizi\\\adJectlve list)
a juicy £ hamburger
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Esimerkki 2.4: Toinen seka historiallisesti etta nykykaytannon kannalta
tarkea yvhteydettomien kielioppien sovellus on ohjelmointikielten syntaksin
kuvaaminen. Talloin kaytetadan usein ns. Backus-Naur-muotoa (BNF), joka
on suunnilleen sama kuin yhteydeton kielioppi.

Kielioppi toimii paitsi ohjelmoijan muistilistana myos kdaantajan (tarkemmin
jasentajan) laatimisen lahtokohtana.

Tarkastellaan esimerkkina pienta Pascal-kielen osaa:

(lause) — (ehtolause) | (koottu-lause) | (sijoitus) | (kutsu)
(ehtolause) — if(ehto)then(lause)else(lause)
(ehto) — x=0
(koottu-lause) — begin(lausejono)end
(lausejono) — (lause) | (lause) ; (lausejono)
(sijoitus) — x:= 0
(kutsu) — a|b]c
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Esimerkkijohto: Vastaava ohjelmanpatka:

(lause)

R I R R

(ehtolause) if x=0 then
if (ehto) then (lause) else (lause) a

if x=0 then (lause) else (lause) else begin
if x=0 then (kutsu) else (lause) §:= 03
if x=0 then a else (lause) end

if x=0 then a else (koottu-lause)

if x=0 then a else begin (lausejono) end

if x=0 then a else begin (lause) ; (lausejono) end

if x=0 then a else begin (sijoitus) ; (lausejono) end
if x=0 then a else begin x:=0 ; (lausejono) end

if x=0 then a else begin x:=0 ; (lause) end

if x=0 then a else begin x:=0 ; (kutsu) end

if x=0 then a else begin x:=0 ; b end
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Viela jasennyspuu samalle lauseelle:

(lause)

(ehtolause)

/\

(lause)

(lausejono)

) T

(kutsu)

(ehto)
(lause)
(sijoitus)
if =0 then a else beginz:=o0

(koottu-lause)

(lausejono)

(lause)

/
/

; b end
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Yhteydettomien kielten sulkeumaominaisuuksista

Yhteydettomien kielten luokka on suljettu yhdisteen, konkatenaation ja
tahtioperaation suhteen:

Lause 2.5: Jos A ja B ovat yhteydettomia kielia, niin mydos AU B, Ao B ja
A* ovat.

Todistus: suoraviivainen harjoitustehtava. [
Tasta seuraa erityisesti
Korollaari 2.6: Kaikki saannodlliset kielet ovat yhteydettomia. [

Tulemme jatkossa todistaneeksi taman korollaarin my0s toista kautta
osoittamalla, etta aarellisia automaatteja voimakkaammat pinoautomaatit
tunnistavat kuitenkin vain yhteydettomia kielia.

Jatkossa osoittautuu myas, etta yhteydettomien kielten luokka ei ole
suljettu leikkauksen ja komplementin suhteen, ts. AN B ja A eivat
valttamatta ole yhteydettomia.
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Moniselitteisyys [Sipser s. 107—108]

Kontekstittoman kielen lauseella on tyypillisesti useita johtoja. Esim.
kieliopissa

S — AB
A — a
B — Db

merkkijono ab voidaan johtaa kahdella eri tavalla: S = AB = aB = ab ja
S = AB = Ab = ab. Intuitiivisesti naissa johdoissa on vain kaytetty samoja
saantoja eri jarjestyksessa. Johdot myoOs vastaavat samaa jasennyspuuta.

Tallaisen triviaalin monijohtoisuuden poissulkemiseksi tarkastelemme

vasempia johtoja (leftmost derivation). Vasemmassa johdossa sovelletaan
aina produktiota merkkijonon vasemmanpuoleisimpaan muuttujaan. Siis em.
Kieliopissa merkkijonon ab ainoa vasen johto on

S = AB = aB = ab.

Kielioppi on moniselitteinen (ambiguous), jos siina jollain lauseella on
useampi kuin yksi vasemmanpuoleinen johto. Muuten kielioppi on
yksiselitteinen. Tahanastiset esimerkkimme ovat kaikki olleet yksiselitteisia.
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Vasen johto S = AB = aB = ab esittaa jasennyspuun kasvattamista
vasemmalta alkaen:

S S S S

AN N N
N R

a

Samaan jasennyspuuhun paastaan myos johdolla S = AB = Ab = ab:

S S S S
NN N
R B B

b a b
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Esimerkki 2.7: Muuttujien z, y ja z aritmeettiset lausekkeet voidaan
kuvata Kieliopilla

(lauseke) — (lauseke) + (lauseke) | (Lauseke) x (lauseke) | ( (lauseke) ) | x|y | 2.

Kielioppi on moniselitteinen, silla lauseella x 4+ y x z on kaksi vasenta johtoa
ja jasennyspuuta:

Jdauseke,

(lauseke) 4 (lauseke)
T _|_ (1auseke> lauseke) lauseke)
x + (lauseke) x (lauseke)
x + y * (Lauseke)

x4+ y*z

(lauseke)

lauseke

z

(lauseke

$4e il

lauseke
(lauseke) (lauseke) * (lauseke) < |
(lauseke) 4+ (lauseke) * (lauseke) auseke, dauseke)
x + (lauseke) * (lauseke) lauseke)
x + y * (lauseke)

x4+ yx*z.

Jdauseke)

$4e il
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Sama Kieli voidaan tuottaa seuraavalla yksiselitteisella kieliopilla

(lauseke) — (lauseke) + (termi) | (termi)
(termi) — (termi) * (tekija) | (tekijé&)
(tekijd) — ( (lauseke) ) |z |y 2.

Lauseen x 4 y x z yksikasitteiset vasen johto ja jasennyspuu ovat

(lauseke) =- (lauseke) -+ (termi) lauseke,
= (termi) 4 (termi)
. Jdauseke) termi,
= (tekiji) + (termi)
= x -+ <termi> termi, termi, tekijéa
= x + (termi) * (tekiji) teriis | (boRiia
= x4 (tekij&) = (tekij&)
= x+ y* (tekiji) 4
= x+yx*xz
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Aritmeettisen lausekkeen jasennyspuun avulla voidaan helposti laskea
lausekkeen arvo, kun muuttujien arvot tunnetaan. Yleisemmin kaantaja voi
jasennyspuun avulla generoida koodia lausekkeen evaluoimiseksi. Tata
sovellusta silmalla pitaen edellisen sivun Kielioppi noudattaa koulusta tuttua
presedenssisaantoa, jonka mukaan kertolaskut lasketaan ennen
yhteenlaskuja.

Jasennyspuun hyodyntamiseksi pitaa tietysti ensinna osata muodostaa
annetulle merkkijonolle jasennyspuu (eli yhtapitavasti johto) annetussa
Kieliopissa, tai todeta, etta merkkijono ei kuulu kieleen. Palaamme jatkossa
lyhyesti tahan yhteydettoman kieliopin jasennysongelmaan. Todetaan tassa
vaiheessa, etta ongelma on ei-triviaali, ja tehokkaat jasennysmenetelmat
jaavat taman kurssin ulkopuolelle.

Todetaan viela, etta joillekin yhteydettomille kielille ei ole olemassa
yksiselitteista kielioppia. Esimerkki tallaisesta luonnostaan moniselitteisesta
(inherently ambiguous) kielesta on {a‘bick|i=j tai j =k} (todistus
sivuutetaan).
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Chomskyn normaalimuoto [Sipser s. 108-111]

Kielioppeja algoritmisesti kasiteltaessa on hyva, jos ne ovat "siisteja’ .

Maaritelma 2.8: Yhteydeton kielioppi (V,X, R,S) on Chomskyn
normaalimuodossa, jos joukon R jokainen saanto on jotain seuraavista
muodoista:

1. A— BC, missa A,B,C €V ja B#SjaC#S5,
2. A—a, missa A€V jaae X, tai
3. §S—e.

Normaalimuodosta seuraa erityisesti, ettd jos S = w ja |w| =n > 0, niin
johdon pituus on tasan 2n — 1.

Lause 2.9: [Sipser Thm. 2.9] Mika tahansa yhteydetdn Kieli voidaan
tuottaa Chomskyn normaalimuodossa olevalla yhteydettomalla kieliopilla.

Tehdaan todistus kahdessa vaiheessa. Tarkastellaan ensin e-saantdjen
poistamista.
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Lemma 2.10: Mika tahansa yhteydeton Kkieli voidaan tuottaa
vhteydettomalla kieliopilla, jossa

1. Iahtosymboli ei esiinny minkaan saannon oikealla puolella ja
2. Kkieliopissa ei ole saantdoa A — ¢ millaan A, joka ei ole lahtosymboli.

Todistus: Olkoon G = (V, %X, R,S) yhteydetdon kielioppi. Muodostamme
ehdot toteuttavan kieliopin G' = (V', X, R/, Sp), jolla L(G") = L(G).

Otetaan kayttoon uusi lahtosymboli Sg € V' ja asetetaan V! =V U {Sp }.
Laitetaan joukkoon R’ saantd Sg — S. Jos € € L(G), lisataan myds saantd
So — . Muuttujalle Spo ei tule muita saantoja, eika se tule minkaan saanndn
oikealle puolelle.
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Maaritellaan nyt nollautuvien muuttujien joukko
NuII:{AEV|A:*>5}.
Joukko Null voidaan helposti laskea iteratiivisella algoritmilla.

Perusidea on, etta jos B € Null, niin saantd A — uwBv korvataan saannoilla

A — uwv | uBwv.

Vastaavasti jos B, C € Null, niin saantd A — uBvCw korvataan saannagilla

A — wow | wwCw | uBvw | uBvCw,

jne. Taman jalkeen e-saannot ovat jaaneet turhiksi ja voidaan poistaa.
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Kaydaan siis lapi kaikki joukon R saannot A — w. Kirjoitetaan w muotoon
w — U1A1’LL2A2 . ukAkuk+1,

missa kukin A; on nollautuva muuttuja ja toisaalta mikaan w; ei sisalla
nollautuvia muuttujia. Jos w ei sisalla nollautuvia muuttujia, niin £k = 0.
Lisdtdan nyt joukkoon R’ kaikki 2F s3antoa

A — urx1u2x2 . . URTEUKL1,

missa x; on joko A; tai e, paitsi ei saantdéa A — £ mikali se esiintyy.

On helppo nahda, etta saatu kielioppi toteuttaa vaaditut ehdot. [
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Esimerkki 2.11: Sovelletaan konstruktiota kielioppiin

S — BSB|A
A — aA]aa
B — DbB|e.

Nyt Null = { B }. Siis saannosta S — BSB saadaan
S—S|SB|BS|BSB,
Jja saannosta B — bB saadaan
B — b | bB.

Lisataan viela alkusymboli, ja otetaan mukaan kaikki vanhat saannot
lukuunottamatta e-saantoja. Nyt S 73 g, joten kieliopiksi tulee

S
S|SB|BS|BSB|A
aA | aa

b|bB.

L]

W U R
Ll
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Seuraava vaihe on poistaa yksikkosaannot eli saannot muotoa A — B, missa
A BeV.

Lemma 2.12: Mika tahansa yhteydetdn kieli voidaan tuottaa
vhteydettomalla kieliopilla, jossa ei ole yksikkosaantoja.

Todistus: Kaikilla A € V olkoon Unit(A) niiden muutujien joukko, jotka

voidaan johtaa A:sta pelkilla yksikkosaannadilla, A itse mukaanlukien. Joukot
Unit(A) on helppo laskea iteratiivisesti.

Kieliopin muuttujat ja paatesymbolit pidetaan ennallaan, samoin
lahtosymboli. Saantoihin laitetaan A — w kaikilla A € V ja w € (VUX)*, joilla

1. B € Unit(A),
2. B — w on saantO alkuperaisessa Kkieliopissa ja

3. w ei ole muuttujasymboli.
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Ehtojen 1 ja 2 perusteella on selvaa, etta uusien saantdjen joukkoon ei tule
mitaan, mita siella ei saisi olla. Jos B € Unit(A) ja B = w, niin A = w, joten
A — w voidaan lisata.

Ainoa ongelma nayttaisi olevan, etta ehdon 3 nojalla pudotetaan pois
muotoa B — C olevat saannot. Kuitenkin jos B € Unit(A) ja B — C on
saanto, niin C € Unit(A), joten vuorostaan muotoa C — w olevat saannot
tuovat mukaan uudet saanndt A — w. Siis uudet saanndt tuottavat samat

merkkijonot kuin vanhat. O
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Esimerkki 2.13: Jatketaan edellisen esimerkin lopputuloksesta
So — S
S — S|SB|BS|BSB|A
A — aAlaa
B — b|bB.

Nyt Unit(So) = {So0,S, A}, Unit(S) ={S5,A}, ja Unit(X) = { X } muuten.
Siis muuttujalle Sp tulee omien alkuperaisten lisaksi kaikki muuttujien S ja A
ei-yksikkosaannot:

So— SB| BS| BSB|aA| aa.
Samoin S:lle lisataan A:n saannot:

S—SB|BS|BSB|aA|aa.
Ottamalla viela kaikki vanhat ei-yksikkOsaannot saadaan Kielioppi
— SB|BS|BSB|aA|aa
SB|BS|BSB|aA]|aa
aA | aa
b | bB.

[l

W e R

Ll
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Lauseen 2.9 todistus: Olkoon G = (V, X, R, S) yhteydeton kielioppi.
Muodostamme Chomskyn normaalimuodossa olevan kieliopin, joka tuottaa
saman kielen. Lemmojen 2.10 ja 2.11 nojalla voimme olettaa kieliopista G,

etta

1. S ei esiinny minkaan saannon oikealla puolella,
2. A—e¢ R kaikilla AeV —{S}, ja
3. yvksikkOsaantoja ei ole.

Siis saantd A — u1...ug, missa u; € VU 2, voi rikkoa normaalimuotoa
kahdella tavalla:

1. joko kK = 2 ja jokin u; on paatesymboli tai
2. k> 3.
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Otetaan jokaista paatesymbolia a € > kohti kayttoon uusi muuttuja X, ja
lisataan saantdo X, — a.

Korvataan jokainen normaalimuotoa rikkova saantd A — wius saanndlla
A — UUs, missa U, = X, joS ur = a € 2 ja U, = up, jJOoS up € V.

Saantd A — w1 ...uk, missa k > 3, korvataan k — 1 uudella saannolla

A — UiA>
A, — U>Ajz

Ao — Up_2Ar1
A1 — Up1Ug

missa Ao, ..., Air_1 ovat uusia muuttujia ja U, kuten edella. [
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Esimerkki 2.14: Jatketaan edellista esimerkkia

So
S
A
B

Kielioppi tulee muotoon

—

Ll

cie bbbl

SB|BS|BSB|aA|aa
SB|BS|BSB|aA|aa
aA | aa
b|bB.

SB

SB| BS | BAs | XaA | XaXa
SB

XaA | XaXa

b | XpB

d

b.
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Y hteydettoman Kieliopin jasennysongelma

Yhteydettoman kieliopin jasennysongelmalla tarkoitetaan laskentaongelmaa
Annettu: yhteydeton kielioppi G, merkkijono w
Kysymys: padteekd w € L(G).
Ongelma voidaan periaatteessa ratkaista seuraavasti:
1. Muodosta Chomskyn normaalimuodossa oleva G’, jolla L(G'") = L(G).
2. Jos w = ¢ ja G’ sisaltaa saannon S — ¢, vastaa kylla.

3. Muuten luettele kaikki pituudeltaan 2|w| — 1 olevat kieliopin G’ johdot.
Jos jokin naista on johto merkkijonolle w, vastaa kylla;
muuten vastaa ei.

Ratkaisu perustuu havaintoon, etta Chomskyn normaalimuodossa yhden
padatemerkin tuottaminen vaatii tasan kaksi askelta. Koska pituutta 2|z| — 1
olevia johtoja voi olla paljon, menetelma on kaytannossa liian tehoton.
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Ohjelmointikielen kaantaminen

Vaiheet periaatteellisella tasolla:

1. Selaaminen (scanning, lexical analysis)

e jakaa syoOtteen tekstialkioiksi (token); esim. muuttujanimi,
liukulukuvakio

e tekniikka DFA tai vastaava

2. jasentaminen (parsing)
e Mmuodostaa tekstialkioille jasennyspuun
e perustuu yhteydettomaan Kielioppiin

3. semanttinen analyysi: tyypitys jne.

4. koodin tuottaminen ja optimointi

Kaytannossa vaiheet menevat ajallisesti limittain;
esim. missaan vaiheessa koneen muistissa ei ole ohjelman koko
jasennyspuuta.
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Ohjelmointikielen jasentamiseen on useita tekniikoita. Lahtokohtana on
tyypillisesti ohjelmointikielen yhteydeton Kielioppi.

Tehokkaat jasennysmenetelmat edellyttavat, etta kielioppi on jossain
rajoitetussa muodossa (tarkeimmat LL(k) ja LR(k)). Emme talla kurssilla
puutu naihin menetelmiin.

Milla tahansa yhteydettomalla kieliopilla G kysymys " pateekd w € L(G)?"
voidaan ratkaista ajassa O(|w|®) CYK-algoritmilla (Cocke, Younger,
Kasami). Esitamme algoritmin lyhyesti (huom. kurssikirjassa sivulla 267).
Voidaan olettaa, etta G = (V, X, R, S) on Chomskyn normaalimuodossa.
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Olkoon w = wi ... w, € 2". Perusajatus on muodostaa kaikilla 1 <:<j53<n
joukko

table(i, j) = {AEV|A:*>wZ-...wj}.
Keskeinen havainto: jos A = w;...w;, niin joko
1. 1 =7 ja A= w;, tai
2. i<jja A= BC = w;...w,.
Tapauksessa 1 patee A — w; € R.

Tapauksessa 2 patee A — BC € R, ja lisdksi B = w;...w; ja C = Wh41 - - - Wy
jollain ¢+ <k <j5—1.
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Taulukko table annetulle w voidaan siis muodostaa seuraavasti:

alusta table(i,j) := 0 kaikilla 1 <i < j <n.
for : :=1 to n do
for AcV do
If A— w; € R then table(i,i) := table(i, ;) U{ A}
for [ :=2 to n do
% laske joukot table(i,j) missa | = |w; ... wj|=j—i+ 1
fori:: =1ton—-[+1do
ji=i+1—1
for k:=:¢to 5j—1do
for A—- BC € R do
if B € table(i, k) and C € table(k+ 1,5)
then table(s,j) ;= table(i,j) U{ A}
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Joukot table(i, j) kaikille 1 <7 < 5 <mn voidaan siis annetulle w = w1 ...

muodostaa ajassa O(n3), kun kieliopin koko ajatellaan vakioksi.
Nyt
1. jos n =20, niin w e L(G), jos ja vain jos S — e € R, ja

2. josn>1, niin w e L(G), jos ja vain jos S € table(1,n).

Korollaari 2.15: [Sipser Thm. 7.16] Milla tahansa yhteydettomalla kielella

L kysymys " pateekd = € L?" voidaan ratkaista ajassa O(|z|3). O
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Pinoautomaatit (pushdown automaton, PDA) [Sipser luku 2.2]

Pinoautomaatti on aarellinen automaatti, johon on lisatty rajoittamaton
maara muistia pinon (stack) muodossa. Osoitamme jatkossa, etta kielen voi
tunnistaa pinoautomaatilla, jos ja vain jos se on yhteydeton.

Esimerkki 2.16: Kielen {0"1" | n € N} voi hyvdksya pinon avulla
seuraavaan tapaan:

1: JOS seuraava merkki on 0 niin
Push(0)
mene kohtaan 1

muuten

Pop
mene kohtaan 2

2: jos seuraava merkki on 1 niin
Pop
mene kohtaan 2

Automaatti hyvaksyy, jos pino on tyhja kun merkkijono loppuu. [
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Ryhdymme nyt formalisoimaan pinoautomaattia. Kuten aarellisessa
automaatissa, pinoautomaatissa on

e aarellinen tilajoukko @,
e syOteaakkosto %,
e siirtymafunktio 9,
e alkutila g0 € Q ja
e hyvaksyvat tilat F C Q.

Lisaksi siina on pinoaakkosto [, jonka alkioita voidaan tallentaa pinoon.

Tarkastelemme alusta alkaen epadeterministisia pinoautomaatteja.
Siirtymafunktio on nyt funktio §: Q@ x . x I'. — P(Q x ') (muistetaan, etta
>.=3>U{e} ja P tarkoittaa potenssijoukkoa).

Perustulkinta: jos (¢/,c) € 6(q,a,b), niin tilassa g voidaan lukea syotemerkki a,
poimia pinon paalta merkki b ja siirtya tilaan ¢’. Samalla pinoon painetaan c.
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Lisatulkinta siirtymalle (¢/,c) € 6(q,a,b):

e jOS a = ¢, niin seuraavaa syotemerkkia ei lueta;

e jOoS b= ¢, niin pinosta ei poimita (eikd lueta) mitaan; ja

e JOS ¢ = g, niin pinoon ei paineta mitaan.
Muodollisesti pinoautomaatti M = (Q,X, I, 4, qo, F') hyvaksyy merkkijonon
w € 2%, jos jollain m € N on olemassa

e Wi EX,, ..., Wy €2, joillaw=wi...wn;

o tilat ro € @, ..., rm €Q ja

e merkkijonot sp e ', ..., s, € I'* (" pinon sisallot” ),

missa
e 79 = qo ja so = ¢ (aluksi pino tyhja)
e kaikilla : =0,...,m — 1 voidaan kirjoittaa s; = at ja s;3+1 = bt, missa

(rit1,b) € 6(ri,wit1,a), ja

e r, € F.
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Tuttuun tapaan automaatti hylkaa merkkijonot, joita se ei hyvaksy.
Automaatin tunnistama Kkieli koostuu sen hyvaksymista merkkijonoista.

Esimerkki 2.17: [Sipser Ex. 2.14] Kieli {0™"1™ | n € N} voidaan tunnistaa
pinoautomaatilla My = (Q, %, 17, 6,q1, F), missa Q = {q1,92,43,44 },
>={0,1}, r={0,%}, F=1{qi1,q9a} ja § on seuraava:

syote: 0 1 €
pino: || 0] $ € 0 $|e| O $ €
q1 {(q2,%)}
q2 {(q2,0) } | {(g3,e)}
a3 {(g3,e)} {(ga,e) }
qa

Siis esim. 0(q3,¢,%) = { (qa,¢) }.

Koska formalismissa ei ole sisaanrakennettua pinon tyhjyystestia, pinon
pohjan merkiksi laitetaan $. Sama tekniikka toistuu jatkossa.
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Esitetddn sama havainnollisemmin tilakaaviona. Merkintd ¢ =—= ¢/

tarkoittaa (¢’,c) € 6(q,a,b).
@ g,e—9%
0,e -0

1,0 — ¢

% —e¢

L]
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Esimerkki 2.18: [Sipser Ex. 2.18] Kieli { ww® |w € {0,1}"} voidaan
tunnistaa seuraavalla periaatteella:

1. Syotteen ensimmaisen puolikkaan ajan paina merkkeja pinoon.

2. SyOtteen toisen puolikkaan ajan poimi merkkeja pinosta ja vertaa juuri
luettuun.

Syotteen keskikohta arvataan epadeterministisesti. Itse asiassa tata Kkielta ei
edes ole mahdollista tunnistaa PDA:n deterministisella variantilla.

ge—$ 0,6 — 0
l,e—1

€, — €

(X0 2
e,%$—e Ll—e

L]
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Esimerkki 2.19: Seuraava PDA hyvaksyy ne merkkijonot, joissa on yhta
monta nollaa kuin ykkosta.

Pinoaakkosto on ' = { A, B,$}. Pinossa pidetdan kirjaa tahan mennessa
luettujen nollien ja ykkosten maarien erosta. Esim. AAA$ tarkoittaa, etta
nollia on ollut kolme enemman, ja BBBBBS$, etta ykkosia on ollut viisi
enemman.

g,e — A
0,A— A
0,$—% 0,B—e¢
1,A—e¢

m g,e— 9%

N &
1.B B e,$—e¢
1,$—9%

e,e > B
[]
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Yhteydettomien Kielioppien ja pinoautomaattien yvhteys
[Sipser s. 117—124]

Todistamme, etta yhteydettomien Kielioppien tuottamat kielet ovat tasan
samat kuin ne, jotka voidaan tunnistaa pinoautomaatilla. Aloitetaan
helpommasta suunnasta.

Lemma 2.20: [Sipser Lemma 2.21] Jos kieli on yhteydetdn, se voidaan
tunnistaa pinoautomaatilla.

Todistus: Perusidea on laatia annetun kieliopin pohjalta pinoautomaatti,
joka toteuttaa seuraavan algoritmin:

Generoi: Tuota epadeterministisesti pinoon merkkijono w € >*, jolla S = w.

Testaa: Vertaa pinon merkkijono syotteeseen merkki kerrallaan. Jos |Oytyy
ero, hylkaa. Jos pino tyhjenee samaan aikaan, kun syote loppuu, niin
hyvaksy.

Epadeterminismi on oleellista: valitsemalla generoimisvaiheessa sovellettavat
saannot epadeterministisesti varmistetaan, etta jokaisella kieleen kuuluvalla
merkkijonolla w on mahdollisuus tulla tuotetuksi.
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Toteutusta rajoittaa, etta automaatin tietorakenne on pino, josta vain
huippu on kulloinkin nakyvissa. Siksi generointi- ja testausvaihe pitaa
lomittaa: aina kun pinon huipulle saadaan paatesymboleita, kaydaan
vertaamassa niita syotteeseen ennen generoinnin jatkamista.

Saadaan tarkennettu algoritmi:

1. Alusta pinon sisalloksi S$, missa S on lahtosymboli ja $ merkitsee pinon
pohjaa.
2. Toista seuraavaa:

(a) Jos pinon huipulla on muuttujasumboli A, valitse
epadeterministisesti saanto A — w. Korvaa A merkkijonolla w.

(b) Jos pinon huipulla on paatesymboli, poista se pinosta ja vertaa
seuraavaan syotemerkkiin. Jos ne eroavat, hylkaa.

(c) Jos pinon huipulla on $, hyvaksy jos syote on loppu; muuten hylkaa.
Jaljella on enaa em. algoritmin koodaaminen pinoautomaatiksi.

124



Jatkossa sallimme merkinnan

(r,u) € 6(q,a,s)
myos, kun u = u1...u; € ' (siis myds kun [ > 1). Merkinta tarkoittaa

tilassa g € (Q automaatti saa siirtya tilaan r € Q lukemalla
syotemerkin a € > ja poimimalla pinosta merkin s € [ ja painamalla

pinoon merkit w;,...,u1.

Tapaukset a = ¢ ja s = ¢ sallitaan kuten ennenkin. Muodollisesti merkinta

tarkoittaa, etta automaatissa on tilat qq,...

(Ql,ul) <
6(qi,e,e) =
6(qo,e,e) =

5(Ql—176;5) —
ja joihin ei liity muita siirtymia.

,q1—1, joilla

5(q,a,s)
{ (g2, w-1) }
{ (g3, w—2) }

{(ryu1)}
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Merkinnan (r,zyz) € 6(q,a,s) kaavioesitys:

a,s — xYz
-~
(=) -~
Y

€,6 — Yy £, > T
(=) ==

Olkoon nyt G = (V, 3, R, S) yhteydeton kielioppi. Konstruoimme
pinoautomaatin, joka tunnistaa kielen L(G).
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Automaatin runkona on kolme tilaa gstart, Gioop J@ Qaccept- Alkutilana on gstart

Alustus hoidetaan siirtymalla

6(gstart; €,€) = (qioop, S9)-
Tilasta qoop lahtee kolmenlaisia siirtymia:
e Kaikilla joukon R saannéilla A — w tulee (qioop, w) € 6(qioop, &, A).
e Kaikilla a € X tulee (qioop; &) € 3(qioop; @, a).
e Lopetusta varten §(qioop, &, %) = (qaccept, €)-

Muita siirtymia ei ole. Selvasti automaatti toteuttaa esitetyn
epddeterministisen algoritmin kielen L(G) tunnistamiseksi. [
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Esimerkki 2.21: Soveltamalla konstruktiota kielioppiin

S — Sa|T
T — bSc|e

saadaan seuraava pinoautomaatti:

.E,E—>$< )

e, T —c

e, e— S
€,T—>E DC e,S—>a
e,S—T loop
a,a — € /\—/Q
b,b — ¢ g,e— S
% —e¢

c,c— ¢
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Kaanteinen suunta on hankalampi: meidan pitaa osata " purkaa’” mika
tahansa pinoautomaatti ja kuvata sen tunnistama kieli yhteydettomana

kielioppina.
Lemma 2.22: [Sipser Lemma 2.27] Pinoautomaatin tunnistama kieli on
yhteydeton.

Todistus: Olkoon M = (Q,>,I,4,qo, F') pinoautomaatti. Tehdaan tekninen
lisaoletus, etta

1. automaatissa on tasan yksi hyvaksyva tila (merkitaan sitd qaccept),

2. ennen hyvaksymista M aina tyhjentaa pinonsa ja

3. siirtymia on vain seuraavia lajeja:

pop-siirtyma: poimii pinosta yhden merkin, ei paina mitaan
(a,s e missd ae X, jasel) ja

push-siirtyma: painaa pinoon yhden merkin, ei poimi mitaan
(a,e > s missd a € . jasel).

Ehdot 1 ja 2 saadaan helposti voimaan lisaamalla pinon loppumerkki ja
yvlimaaraiset pinontyhjennystila ja hyvaksyva tila.

Ehto 3 saadaan voimaan korvaamalla kukin siirtyma
a,s — s’ pop-push-yhdistelmalla ja kukin siirtyma
a,e — ¢ push-pop-yhdistelmalla (yksi uusi tila per korjattava siirtyma).
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Olkoot p,q € Q tiloja ja w € X* sydtemerkkijono. Merkitddn p ~» g, jos
seuraavanlainen tapahtumaketju on mahdollinen:

e aluksi automaatti on tilassa p ja pino on tyhja,
e sSiirtymat kuluttavat syotetta merkkijonon w verran ja

e |lopuksi automaatti on tilassa g ja pino on taas tyhja.

Tama on yhtapitavaa sen kanssa, etta seuraava on mahdollista milla
tahansa n € N:

e aluksi automaatti on tilassa p ja pinossa on tasan n merkkia,

e Siirtymat kuluttavat syotetta merkkijonon w verran ja pinossa on koko
ajan ainakin n merkkia ja

e |lopuksi automaatti on tilassa ¢ ja pinossa on taas tasan n merkkia.

Ehto nimittain sanoo, etta siirtyessaan tilasta p syotteella w tilaan q
automaatti ei " kurki” pinon vanhoja sisaltoja, joten pinon alkutilanteella ei
ole merkitysta.
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Tavoitteena on maaritella Kielioppi, jossa on muuttuja A,, kaikilla p,q € @ ja

Apy = w < P~ q.
Tarkastellaan tapahtumaketjua, kun automaatti siirtyy tilasta p syotteella w
tilaan g siten, etta pino on aluksi ja lopuksi tyhja. Toinen seuraavista patee:

Pino on ainakin kerran tyhja myos alku- ja lopputilanteen valilla. Jos r on
valitila, jossa pino on tyhja, voidaan kirjoittaa w = uwv, missa

u v
p~~1r-~~4qg.
Pino ei valilla tyhjene. Talloin tapahtumaketju alkaa jonkin merkin t € I
painamisella pinoon (push-siirtyma), ja loppuu saman merkin poimimiseen
pinosta (pop-siirtyma). Jos r ja s ovat ketjun toinen ja toiseksi viimeinen
tila, niin jollain a,b € >, voidaan Kirjoittaa w = awb, missa

a,e—t v bt—e
p — Tr~>8 — (.
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Edellisen motivoimana maarittelemme kieliopin G = (V, %X, R, S) seuraavasti:
o V={Ay|pqeQ},
e > oOn sama kuin automaatin syoteaakkosto,
L S — AQO,(]accept -ja

e joukossa R on seuraavat saannot:
— Apg — AprArg Kaikilla p, g, 7 € Q,
— Apy — aA,ysb aina kun (r,t) € §(p,a,e) ja (q,e) € 6(s,b,t), ja
— A, — € kaikilla p € Q.

Osoitamme konstruktion oikeellisuuden kahdessa osassa:
Vaite A: Jos A,, = w, missd w € X*, niin p ~ q.
Vaite B: Jos p ~» ¢, missd w € *, niin Ay, = w.

Automaattia M koskevien oletusten nojalla w € L(M), jos ja vain jos

qo > Qaccept- SiiS vaitteista A ja B seuraa S = w, jos ja vain jos w € L(M), eli
haluttu tulos.
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Vaitteen A todistus: Oletetaan A4,, = w, missd w € ¥*. Osoitetaan
induktiolla johdon pituuden suhteen, etta p oA q.

Johdon pituus O ei ole mahdollinen.

Jos johdon pituus on 1, niin ehdon w € >* takia ainoa mahdollinen johto on
A,, = ¢ jollain p. Selvasti p ~ p kaikilla p.

Tehdaan induktio-oletus, etta jollain £ > 1 vaite patee, kun johdon pituus on

korkeintaan k. Tarkastellaan johtoa Ay, = w, jonka pituus on k4 1.
Jakaudutaan kahteen tapaukseen sen mukaan, onko johdon ensimmainen
saantd muotoa A,; — AprArg Vai Apg — aArsh.

Tapaus I: Ay, = AprArg = w. Siis Ay = u ja Ay = v, Missd w = uv. Koska
kummankin johdon pituus on korkeintaan k, induktio-oletuksen nojalla p S5 P
ja r ~> q. Siis p ~ q.
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Tapaus II: Ay, = aA,sb = w. Nyt w = avb, missd A,s = v. Induktio-oletuksen

nojalla r ~ s. Toisaalta (A,; — aA,b) € R, joten (r,t) € §(p,a,c) ja
(g,e) € 6(s,b,t) jollain ¢t € '. Seuraava tapahtumaketju on siis mahdollinen:

e Aluksi automaatti on tilassa p ja pino on tyhja.

e Automaatti tekee yhden siirtyman p ““=' . Nyt automaatti on tilassa
ja pinon syvyys on 1.

e Automaatti siirtyy tilasta r syotteella v tilaan s niin, etta pinossa on
koko ajan ainakin yksi merkki ja lopuksi tasan yksi merkki (nimittain t).

e Nyt automaatti on tilassa s, ja pinon sisaltdo on t. Automaatti tekee

b,t—e

siirtyman s — q.

e Lopuksi automaatti on tilassa g ja pino tyhja.

Siis p ~ ¢. O(Viite A)
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Viaitteen B todistus: Oletetaan p ~ ¢q. Osoitetaan A,, = w induktiolla
tapahtumaketjun p e q tilasiirtymien lukumaaran suhteen.

Jos ketjussa on O tilasiirtymaa, niin p = q ja w = . Maaritelman mukaan
App = €.

Oletetaan, etta vaite patee k tai vahemman siirtymia sisaltavilla ketjuilla.
Olkoon p e q, missa ketjussa on k 4 1 siirtymaa.

Tapaus I: Tapahtumaketjun aikana pino tyhjenee ainakin kerran ennen
loppua. Olkoon r tila ja v merkkijonon w alkuosa, jolla laskenta tilasta p

tyhjalla pinolla ja syoOtteella u johtaa tilaan r ja tyhjaan pinoon. Siis p A r, ja
lissiksi patee r ~» ¢, missd w = uv. Induktio-oletuksen mukaan A, = u ja
Arg = v. Koska Apy — AprArg € R, Niin Ay = AprArg = uv = w.
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Tapaus II: Tapahtumaketjussa pino ei tyhjene ennen loppua.

Siis viimeisessa siirtymassa pinosta poimitaan sama merkki ¢t € [, joka sinne
ensimmaisessa siirtymassa tyonnettiin.

Olkoot siirtymaketjun toinen tila r ja toiseksi viimeinen tila s. Siis joillain
a,b € >, patee (r,t) € §(p,a,e) ja (q,e) € §(s,b,t) ja siis Ap; — aArsb € R.

Lisaksi tilasta r paastaan tilaan s siten, etta pinossa oleva yksi merkki sailyy
ennallaan, eli r ~ s missd w = avb. Induktio-oletuksen nojalla A,s = v. Siis
Apy = aArsb = avb = w. O(Viite B ja Lemma 2.22)
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Yhdistamalla Lemmat 2.20 ja 2.22 saadaan

Lause 2.23: [Sipser Thm. 2.20] Kieli on yhteydeton, jos ja vain jos se
voidaan tunnistaa pinoautomaatilla.

Huomaa, etta tasta ei seuraa, etta osaisimme milla tahansa yhteydettomalla
kKielella A ja merkkijonolla w ratkaista tehokkaasti, pateekd w € A.
Pinoautomaatin toiminnassa epadeterminismi on oleellista, ja vastauksen
saamiseksi voidaan joutua kokeilemaan hyvin suurta maaraa erilaisia
laskentoja. Kuten sivulla 112 mainittiin, tehokkaat jasennysalgoritmit
tekevat lisaoletuksia kieliopista.

Tilanne on siis tassa suhteessa erilainen kuin saanndllisten kielten ja
aarellisten automaattien tapauksessa.

Voimme kuitenkin todeta seuraavan tuloksen (jonka voi todistaa
helpomminkin):

Korollaari 2.24: Saanndlliset kielet ovat yhteydettomia.

Todistus: Jos Kieli voidaan tunnistaa aarellisella automaatilla, se voidaan
tietysti tunnistaa pinoautomaatilla. [
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Ei-yhteydettomat kielet [Sipser luku 2.3]

Y hteydettomille kielille patee samantapainen pumppauslemma Kkuin
saanndllisille Kkielille. Siina kuitenkin pumpataan kahta osamerkkijonoa

samaan tahtiin.

Lause 2.25 (Yhteydettomien kielten pumppauslemma): [Sipser
Thm. 2.34] Jos A on yhteydeton kieli, niin sille on olemassa pumppauspituus

p € N, jolle seuraava patee:
jos seAjals|>p
niin voidaan Kirjoitaa s = uvxryz, Missa
1. w'zy'z € A kaikilla i € N,
2. |vy| >0 ja
3. |vzy| <p.
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Toisin kuin saannollisten kielten tapauksessa, pumppauslemma on helpoin
ymmartaa kieliopin ja jasennyspuiden avulla, ei automaattien. Idea on
seuraava:

Jos s kielen A merkkijono, silla on jasennyspuu sopivassa Kielen A kieliopissa.

Jos lisaksi s on kovin pitka, jasennyspuussa on oltava ainakin yksi pitka
haara.

Kun jasennyspuun haara on riittavan pitka, ainakin yhden muuttujan R on
pakko esiintyd ainakin kaksi kertaa (kyyhkyslakkaperiaate).

Jos asiaa ajatellaan johtojen kannalta, niin
S = uRz = wRyz = uvzyz,

missa sekd R = vRy ettd R = z, ja u,v,z,y,z € X*. Niitd uudelleen
yvhdistelemalla saadaan johdot

S = uRz = uxz
S = uRz = uvRyz = uwvv Ryyz = UVVTYYZ.
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Sama kuvana:
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Lauseen 2.25 todistus: Edella esitetysta ideasta tasmennetaan ensin, mita
on " pitka".

Olkoon G = (V, X, R, S) yhteydeton Kielioppi, jolla A = L(G). Olkoon b
suurin minkaan saannon oikealla puolella olevien symbolien maara. Siis
jasennyspuun millaan solmulla ei ole yli b lasta. Jos jasennyspuun Syvyys on
h, siind on korkeintaan b" lehted. (Syvyys on kaarten lukumaira pisimmall3
polulla juuresta lehteen.)

Valitaan nyt p = blVI*1 ja oletetaan s € A ja |s| > p. Olkoon 7 merkkijonon s
jasennyspuu; jos niita on useita, valitaan vahiten solmuja sisaltava.

Valitaan puusta 7 pisin polku juuresta lehteen. Edellisen perusteella polulla
on enemman kuin |V| kaarta ja siis ainakin |V| 4 2 symbolia. Nd&ista tasan
yksi on pdatesymboli, joten viimeisten |V| 4 2 symbolin joukossa ainakin yKksi
muuttuja esiintyy ainakin kaksi kertaa. Olkoon R tallainen.
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Nyt siis

S = uwRz = wRyz = wvayz,
joten edelld esitetyn padittelyn mukaisesti uvizy’z € A kaikilla i € N el

ehto (1) patee.
Jos ehto (2) ei olisi voimassa, niin v =y = ¢ eli em. johto on muotoa

S = uRz = uRz = UVTYZ.

Tassa on "turha” valivaihe R;@ R. Tama on ristiriita, koska 7 oletettiin
pienimmaksi mahdolliseksi.

Koska muuttujan R kaksi esiintymaa ovat polun |V|+ 2 alimman solmun

joukossa ja polku oli puun pisin, niin ylempaan R:n esiintymaan juurtuva puu
sisiltdd korkeintaan bV lehted. Siis |vay| < bIVI+1 = p eli ehto (3) patee. O
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Pumppauslemmaa sovelletaan samaan tapaan kuin saannollisilla kielilla.

Esimerkki 2.26: [Sipser Ex. 2.36] Kieli B={a"b"c" |n € N} ei ole
yhteydeton.

Vastaoletus: B on yhteydeton ja silla on pumppauspituus p. Olkoon
s = aPbPcP. Siis |s| > p; olkoon s = wvzyz mMissa |vy| > 0 ja wv'zy'z € B kaikilla
¢ € N. Tarkastellaan kahta vaihtoehtoa:

1. Jos merkkijono vy sisaltaa kaikkia kolmea merkkia a, b ja ¢, niin v tai y
sisdltaa ainakin kahta eri merkkid. Siis uv?zxy?z sisaltdad merkkeja
vaarassa jarjestyksessa.

2. Jos merkkijono vy ei sisdlla jotakin merkkid, niin ww?zy?z sisaltaa
puuttuvaa/puuttuvia merkkia vahemman kuin mukana olevia.

Kummassakin tapauksessa uwv?xy?z € B; ristiriita. O
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Korollaari 2.27: YhteydettOomien Kielten luokka ei ole suljettu leikkauksen
eika komplementin suhteen.

Todistus: Olkoon
Br ={a"b"c" | m,ne N} ja By = {a"b"c" |m,ne N}.

Kielet B1 ja B> ovat yhteydettomia, mutta niiden leikkaus on edellisen
esimerkin ei-yhteydeton kieli B. Siis yhteydettomien kielten luokka ei ole
suljettu leikkauksen suhteen.

Tehdaan nyt vastaoletus, etta yhteydettomien kielten luokka on suljettu

komplementin suhteen. Koska AN B = AU B ja yhteydettdmien kielten
luokka on suljettu yhdisteen suhteen, luokka on suljettu myos leikkauksen
suhteen: ristiriita. U
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Esimerkki 2.28: [Sipser Ex. 2.37] Kieli C = {a'b/c* |0 <i<j <k} eiole
yhteydeton.

Vastaoletus: C' on yhteydeton ja silla on pumppauspituus p. Valitaan taas
s = aPbPcP ja oletetaan s = wvxryz kuten pumppauslemmassa. Koska
lvey| < p, niin vy ei voi sisaltaa seka a:ta etta c:ta. Kaksi tapausta:

1. Merkkijono vy ei sisalla yhtaan a:ta. Nyt uxz sisaltaa b:ta tai c:ta
vahemman kuin a:ta; ristiriita.

2. Merkkijono vy sisaltaa ainakin yhden a:n mutta ei yhtaan c:ta. Nyt
uwv?xy?z sisaltda a:ta enemman kuin c:ta; ristiriita.
[]

Samanlainen paattely osoittaa, etta Kieli
{we {a,b,c}’ | w sisdltaa yhtd monta a:ta, b:td ja c:td}

ei ole yhteydeton.

145



Esimerkki 2.29: [Sipser Ex. 2.38] Kieli D = {ww €|w € {0,1}"} ei ole
yhteydeton.

Vastaoletus: D on yhteydeton ja silla on pumppauspituus p. Valitaan
s = OP1PQP1P € D. Koska |s| > p, voidaan kirjoittaa s = uvzyz kuten
pumppauslemmassa.

Jos vzxy sisdltyy kokonaan merkkijonon s alkupuoliskoon, niin uxz = 0170717,
missa ¢ + j = 2p — |vy| < 2p. Siis merkkijonon uzz alkupuolisko loppuu 0:aan,
joten uxz ei ole muotoa ww; ristiriita. Samoin nahdaan, etta vxy ei VoI
kokonaan sisaltya loppupuoliskoon.

Jaljelle jaa mahdollisuus, etta jonon 0P1P0P1P = wvxyz keskikohta osuu
patkaan uxz. Nyt uxz = 0P1'071P, missa ¢« < p tai 7 < p. Taaskaan uxz ei ole
muotoa ww; ristiriita. [

Taman esimerkin perusteella voimme paatella, etta yhteydettomalla
kieliopilla ei voi esittaa sellaisia ohjelmointikielten rajoituksia kuin " muuttuja
pitaa maaritella ennen kayttoa”.
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Kurssi tahan asti: saanndlliset ja yhteydettomat kielet

saanndlliset vhteydettomat kaikki Kielet

{an} {anbn} {anbncn}
] ] ]
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Kurssi lahti liikkeelle yksinkertaisista laskennan malleista: mita niilla voidaan
esittaa, millaisia ilmidita havaitaan.

Laskennan formalisointi

e perustuu joukko-oppiin ja logiikkaan, mahdollistaa matemaattisen
tasmalliset paattelyt

e edellyttaa idealisointia (mielivaltaisen pitkat syotteet jne.)

e tarkea erityisseikka: epadeterminismi

Proseduraalisuus ja deklaratiivisuus

e Saman asian maarittely proseduraalisesti automaatilla tai
deklaratiivisesti kieliopilla

e tarkeat ekvivalenssitulokset:

A tunnistettavissa DFA:lla <« A esitettavissa saann. lausekkeena
A tunnistettavissa PDA:lla < A tuotettavissa CFG:lla

e Siirrytaan tarpeen mukaan proseduraalisesta deklaratiiviseen esitykseen
tai toisin pain
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Ylarajat ongelmien vaikeudelle: esim. mika tahansa saannollinen kieli
voidaan tuottaa CFG:lla

e todistukset tyypillisesti konstruktiivisia (esim. CFG — PDA)
e crikoistapaus konstruktiosta: simulaatio (esim. NFA — DFA)

e konstruktion oikeellisuus todistetaan induktiolla (jos ei muuten selva)

Alarajat ongelmien vaikeudelle: esim. kieli {0"1" | n € N} on "vaikeampi"
kuin mihin aarellinen automaatti pystyy

e |lahtokohtana formalisoitu laskentamalli

e todistetaan voimakas aputulos (esim. pumppauslemma) laskentamallin
maaritelman perusteella

e sovelletaan aputulosta esimerkkitapauksiin (usein epasuora todistus),
laskentamallin yksityiskohdista ei enaa tarvitse valittaa

e teknisesti vaikeita (my0os alan ammattilaisille)
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Hierarkia: esim. saannolliset kielet ovat yhteydettomien kielten aito
aliluokka

e Simulaatio: saannolliset kielet ovat yhteydettomia

e erottelu: kieli {0"1™ | n € N} on yhteydetdn (yldraja), mutta ei
saannodllinen (alaraja)

Siirrymme nyt tarkastelemaan Turingin konetta:
e edella esitellyt ilmiot toistuvat
e tekniset yksityiskohdat monimutkaisempia

e tulokset kiinnostavia, koska Turingin kone on malli " oikealle”
tietokoneelle (tai mille tahansa nykytietamyksen valossa mahdolliselle
laskentalaitteelle)
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3. Turingin koneet

Turingin kone on alkuaan matemaattisen logiikan tarpeisiin kehitelty
laskennan malli. Tarkoituksena oli vangita mahdollisimman laajasti, millaisia
asioita voidaan (periaatteessa) laskea " mekaanisesti”. Malli on sittemmin
osoittautunut sopivaksi myos " oikeiden” tietokoneiden ymmartamiseen.

Taman luvun jalkeen opiskelija

e 0OSaa esittaa yksinkertaisia algoritmeja tasmallisesti kayttaen Turingin
konetta ja sen muunnelmia,

e hieman monimutkaisemmille algoritmeille osaa kuvata periaatetasolla
toteutuksen Turingin koneella ja

e tuntee Churchin-Turingin teesin ja osaa sen avulla selittaa Turingin
koneen yhteyden yleiseen algoritmin kasitteeseen.

Turingin koneen rajoituksia tarkastellaan lahemmin seuraavassa luvussa.
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Turingin kone [Sipser luku 3.1]

Turingin kone (Turing machine, TM) on automaatti, jossa on rajoittamaton
maara muistia. Toisin kuin pinoautomaatissa, muistialkioita voi kasitella
mielivaltaisessa jarjestyksessa.

Turingin koneen peruskomponentit ovat
1. aarellinen joukko tiloja (state), kuten DFA:ssa ja PDA:ssa,

2. rajoittamattoman pituinen nauha (tape), joka aluksi sisaltaa syotteen ja
laskennan aikana toimii apumuistina ja

3. liikuteltava nauhapaa (tape head, read/write head), joka osoittaa
seuraavaksi vuorossa olevaa symbolia nauhalla.

Turingin koneen yksityiskohdat voidaan maaritella monella eri tavalla, ja
laskentavoimaltaa samaan lopputulokseen voidaan paatya myos aivan
toisennakoisista lahtokohdista. Otamme tassa perustaksi mahdollisimman
yksinkertaisen mallin.
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Kuten muutkin kasittelemamme automaatit, Turingin kone saa syotteena
merkkijonon, jonka sitten hyvaksyy tai hylkaa:

1. Aluksi syote on nauhan alussa, ja nauhan loppu sisaltaa pelkkia
tyhjamerkkeja — (blank). Nauhapada osoittaa nauhan alkuun.

2. Yhdessa laskenta-askelessa
e kone lukee nauhapaan alla olevan symbolin,
e Vvalitsee seuraavan tilan,
e Kirjoittaa nauhapaan kohdalle uuden symbolin (vanha havida) ja
e Siirtaa nauhapaata vasemmalle tai oikealle.

3. Tilojen joukossa on hylkaava ja hyvaksyva lopputila, joihin paatyminen
lopettaa laskennan valittomasti.

Jos laskenta ei koskaan paady hyvaksyvaan tai hylkaavaan tilaan, se on
silmukassa.
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Tarkastellaan esimerkkina kielen A = {a"b"c"” | n € N} tunnistamista
Turingin koneella. Periaate on seuraava:

1. Kelaa nauhaa oikealle, kunnes Ioytyy joko (yliviivaamaton) a, . tai
(mahdollisesti yliviivattu) b tai c. Jos Ioytyi muuta kuin a, siirry
kohtaan 5. Muuten viivaa yli 10ytynyt a.

2. Kelaa nauhaa oikealle, kunnes |0ytyy joko (yliviivaamaton) b, .. tai
(mahdollisesti yliviivattu) c. Jos Ioytyi .. tai ¢, niin hylkaa. Muuten
viivaa vli loytynyt b.

3. Kelaa nauhaa oikealle, kunnes |Ooytyy joko ¢ tai ... Jos loytyi .., niin
hylkaa. Muuten viivaa yli 10ytynyt c.

4. Kelaa nauha alkuun ja siirry kohtaan 1.

5. Jos nauhalla on jaljella yliviivaamattomia a-, b- tai c-symboleita, niin
hylkaa, muuten hyvaksy.

Huomaa, etta tahan ei pinoautomaatti pysty (kieli A ei ole yhteydeton).
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Tasmallisemmin Turingin kone on seitsikko (Q, %, I, d, qo, Gaccept; Greject), MIiSSA
1. @ on aarellinen tilajoukko,
2. 2 on syOteaakkosto, joka ei sisalla tyhjamerkkia .,
3. [ on nauha-aakkosto, jolle . €l ja 2 C I,
4

L0 Q' XTI —=QxTI x{L,R} on siirtymafunktio, missa
Q =Q— {Qaccept, Qreject },

d

qo € @ on alkutila,
6. Qaccept € Q ON hyvaksyva tila ja

7. Qreject c Q on hylkaava tlla, JOIIa qre_ject # daccept-

Perustulkinta: jos 6(q,a) = (¢’,b, D), niin tilasta ¢ symbolilla a kone siirtyy
tilaan ¢/, kirjoitaa symbolin b (joka korvaa vanhan symbolin a) ja siirtaa
nauhapadata yhden askelen suuntaan D (missa L = vasen ja R = oikea).
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Esitetaan kielen A = {a"b"c" | n € N} tunnistava kone tdssa formalismissa.
SyoOteaakkosto on siis X~ = {a,b,c}. Nauha-aakkostoksi valitsemme
r=4{a,b,c, -, X, Y}, missa X ja Y esittavat yliviivattuja b- ja c-symboleja.
Yliviivatut a:t esitetaan tyhjalla ., mika helpottaa nauhan alkukohdan
kasittelya.

Siirtymafunktio voidaan esittaa kaaviona, jossa

e g a=hD, q tarkoittaa 6(q,a) = (¢’,b, D) ja

o ¢ 22T, ¢ tarkoittaa §(q,z) = (¢, 2, D) kun z € {a,b,¢,d}.

Kaaviota voidaan yksinkertaistaa jattamalla pois tila greject ja Siihen johtavat
siirtymat, mutta tassa nain ei ole tehty. (Kaavio seuraavalla sivulla.)
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a,b,c, X, Y - L

a,b,c —R
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Turingin koneen tilanne (configuration) koostuu kolmesta komponentista:
1. koneen tila,
2. nauhan sisalto ja
3. nauhapaan sijainti.

Koodaamme tilanteen merkkijonoksi ugv, missa g € Q, u =u1...u, € '" ja
v=1v1...v, € [* joillain m,n € N. Tulkinta:

1. kone on tilassa g,
2. nauhan sisalto on w1 ... umv1...Vp— — — ... ja
3. nauhapaa osoittaa symbolia v1.

Koneen alkutilanne syoOtteella w on gow.

Koneen lopputilanteita eli pysahtymistilanteita (halting configuration) ovat
[ hyva ksyvat tilanteet UGacceptV _]a

kaikilla uw,v € ['*.
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Jos tilanteesta ugv kone menisi seuraavaksi tilanteeseen u/¢’v’, niin tilanne
ugv johtaa suoraan (yields) tilanteen u/qv/, mita merkitaan

uqu - u/'q'v’.

Esitetaan siirtymafunktion semantiikka tata formalismia kayttaen. Olkoot
u,v el *jaa,bcel.

e Jos 6(q,a) = (¢',b,R), niin ugav - ubq'v.

e Edellisen erikoistapaus: jos 6(q, —) = (¢, b, R), niin ug F ubq’ (silla ug on
sama tilanne kuin ug ).

e Jos 6(q,a) = (¢',b,L), niin ucqgav F uqg'cbv.

e Jos 6(q,a) = (¢',b,L), niin gav F ¢’bv (ts. jos nauhapaa yrittaisi siirtya
alkukohdasta vasemmalle, se jaa paikalleen).
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Esimerkkina sivun 157 koneen hyvaksynta syotteelle aabbcc:

qoaabbcc
|_

T T T T T T T T T T T T T

. gi1abbcc

. agibbcc
—aXgobcc
—aXbgoCC
—aXqg3bYc
—agzXbYc
— gzaXbYc
q3 — aXbyYc
. qgoaXbYc
e q1XbYC
— . Xqi1bYc
— . XXgoYC
— . XXYgoC
— o XXqg3YY
— L X@aXYY

T T T T T T T T

| I—

L aXXYY

g3 XXYY

| I—

| I—

| I—

| I—

| I—

| I—

— goXXYY

. X@a XYY

. XXqaYY
 XXYqaY

_ XXYYqs —

— XXYY _ qaccept —
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Jos on olemassa tilanteet wiqivi, ..., unq@nv,, MISSA w;q;V; F Ui41qi+1Vit1
kaikilla 1 <7 <n — 1, sanomme etta tilanne ui1qiv; johtaa tilanteeseen u,q,v,
ja merkitsemme

u1q1v1 F* ungnon.
JOS qow F* uqacceptv JjoOillain uw,v € I'*, niin kone hyvaksyy merkkijonon w.
JOS qow F* ugrejectv joillain u,v € I'*, niin kone hylkaa merkkijonon w.

Jos kone hyvaksyy tai hylkaa merkkijonon w, sanomme, etta se pysahtyy
(halts) syotteella w. Muuten se jaa silmukkaan (loops), mika voi ilmeta
mielivaltaisen monimutkaisena loputtomana tilannejonona.
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Turingin koneen M tunnistama kieli on
L(M)={we X" | M hyvaksyy w:n }.

Jos A= L(M), kieli A on Turing-tunnistettava tai lyhyesti tunnistettava
(recognizable). Historiallisista syista Turing-tunnistettavia kielia sanotaan
myOs rekursiivisesti numeroituviksi (recursively enumerable); nimitys liittyy
vain epasuorasti ohjelmointikielissa kaytettavaan rekursioon.

Huom. komplementti L(M) sisaltaa ne merkkijonot, joilla M hylkaa tai jaa
silmukkaan.

Jos M pysahtyy kaikilla syotteilld, se on ratkaisija (decider). Ratkaisijoita
sanotaan myos totaalisiksi Turingin koneiksi. Jos A = L(M), missa M on
ratkaisija, niin A on Turing-ratkeava tai lyhyesti ratkeava (decidable).
Ratkeavia kielia sanotaan myos rekursiivisiksi (recursive).
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Esimerkki 3.1: Kieli B={ww |w € {0,1}"} voidaan tunnistaa seuraavalla
periaatteella:

Vaihe I. Merkkijonon alkupuoliskossa korvaa O— a ja 1 — b ja
loppupuoliskossa O +— A ja 1 +— B. Esim. 00101100 tulee muotoon
aabaBBAA. Parittoman mittaiset syotteet hylataan. Toteutus:

1. Vaihda nauhalta ensimmainen O- tai 1-symboli vastaavasti a:ksi tai
b:Ksi.

2. Vaihda nauhalta viimeinen 0O- tai 1-symboli vastaavasti A:Kksi tai
B:ksi. Jos nollia tai ykkosia ei loytynyt, hylkaa.

3. Jos nollia tai ykkosia viela on, palaa kohtaan 1. Muuten siirry
vaiheeseen II.

Vaihe II: Lopusta alkaen vertaa, etta kutakin A-symbolia vastaa a-symboli
ja B-symbolia vastaa b-symboli. Toteutus:

4. Etsi nauhan oikeanpuoleisin A tai B ja viivaa yli.

e Jos se oli A, etsi oikeanpuoleisin a tai b. Jos se oli a, viivaa vli.
Muuten hylkaa.

e Jos se oli B, etsi oikeanpuoleisin a tai b. Jos se oli b, viivaa yli.
Muuten hylkaa.

5. Jos A:t ja B:t loppuivat, hyvaksy. Muuten palaa kohtaan 4.

163



Kaavioesitys em. koneelle (greject Siirtymineen jatetty piirtamatta):
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Kuten edellisesta esimerkistda havaitaan, Turingin koneista (kuten muistakin
automaateista) tulee nopeasti hyvin monimutkaisia. Kaytannossa esitamme
koneet tilakaavion sijaan pseudokoodina.

Esimerkki 3.2: [Sipser Ex. 3.11] Tarkastellaan kertolaskun tarkastamista
eli kielen

C={ab/c"|ijk>1jak=1i-j}

tunnistamista. Turingin kone toimii seuraavasti:

1.

Selaa sydte vasemmalta oikealle ja tarkista, ettd se on muotoa atbtct.
Jos ei ole, niin hylkaa.

Palauta nauhapaa nauhan alkuun.

. Viivaa yli vasemmanpuoleisin a ja selaa seuraavaan b:hen. Kelaa

edestakaisin b- ja c-osien valilla merkaten aina yksi b ja yksi c
kerrallaan. Jos c:t loppuvat, hylkaa. Muuten kun b:t on kaikKi
merkattu, siirry kohtaan 4.

Poista merkit kaikista b:ista. Jos a:ita on jaljella, mene kohtaan 3.
Muuten jos kaikki c:t on merkattu, niin hyvaksy, muuten hylkaa.
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Joitain toteutusteknisia yksityiskohtia:

e Kohta 1 on helppo, koska koneen riittaa toimia kuin aarellinen
automaatti.

e Kohtaa 2 varten nauhan alkukohta pitaa merkata esim. vaihtamalla
ensimmainen a tyhjamerkiksi (kuten edelld).

e Kohdassa § symbolivn b "merkkaaminen” tapahtuu esim. Kirjoittamalla
sen tilalle b, missa b on nauha-aakkostoon lisatty uusi symboli.

Jatkossa oletamme, etta Turingin kone osataan tarvittaessa toteuttaa
edellisen tapaisen (tai viela korkeammantasoisen) kuvauksen perusteella. [

Olemme siis todenneet, etta edella esitetyt kielet A, B ja C ovat
Turing-tunnistettavia. Koska kaikki esitetyt koneet pysahtyvat kaikilla
syoOtteilla, ne ovat vielapa ratkeavia.
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Turingin koneen muunnelmia [Sipser luku 3.2]

Turingin koneen yksityiskohdat voidaan maaritella monella tavalla, jotka
antavat samat tunnistettavien ja ratkeavien Kielten luokat.

Muunnelma 1: Sallitaan siirtymafunktion olla muotoa

0: QxI—->QxIx{L,R,S}. "Suunta” S tarkoittaa, etta nauhapdaa pysyy
paikoillaan (stay put). Koska kukin S-siirtyma voidaan korvata perakkaisilla
R- ja L-siirtymalla (lisaten tarvittaessa uusi tila), niiden salliminen ei lisaisi
mallin laskentavoimaa.

Muunnelma 2: Nauha jatkuu aarettoman pitkalle myds vasemmalle.
Syotteella w = w1y ... w, Nnauhan sisaltd on aluksi ... . _ WL Wiy s e e
ja nauhapaa osoittaa symbolia w;. Kahteen suuntaan aarettoman nauhan
sisaltd ...a_sa_1apa1a2 ..., Missa a; € ', voidaan esittaa " perusmallissa”
muodossa (a1, a0)(az,a_1)(a3,a_2) ..., Missd nauha-aakkostona on M. Tast3
on helppo nahda, etta mallin laskentavoima ei taaskaan kasva.

Tarkeampia muunnelmia ovat moninauhaiset ja epadeterministiset koneet.
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Moninauhainen Turingin kone (multitape TM)

Moninauhaisessa Turingin koneessa on useita nauhoja ja kullakin oma
nauhapaansa. Nauhoille voidaan kirjoittaa ja nauhapaita siirtaa toisistaan
rilppumatta.

Siirtymafunktio k-nauhaiselle Turingin koneelle on muotoa
§:Q xTF 5 QxIFx{L RS},
Siirtyma 6(q,a1,...,a;) = (¢’,b1,...,b,,D1,...,D;) tarkoittaa, etta jos
e kone on tilassa ¢ ja
e kaikilla 1 <1 < k nauhapaan : kohdalla on symboli a;
niin
e kone siirtyy tilaan ¢’ ja
e kaikilla 1 <1<k
— nauhalle ¢ kirjoitetaan symboli b; ja
— nauhapaa @ siirtyy suuntaan D,.
Alkutilanteessa ykkOsnauha sisaltaa syotteen ja muut ovat tyhjia.
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Koneet ovat ekvivalentit, jos ne tunnistavat saman kielen.

Lause 3.3: [Sipser Thm. 3.13] Jokaiselle moninauhaiselle Turingin koneelle
on olemassa ekvivalentti yksinauhainen Turingin kone.

Todistus: Olkoon M k-nauhainen kone, jonka nauha-aakkosto on I'.
Muodostamme ekvivalentin yksinauhaisen koneen S, jonka
nauha-aakkostoksi tulee

Fru{alael}u{#}.

Tassa a € on symbolin a merkattu versio kaikilla a € I, ja # € [ uusi
valimerkki.

Perusidea esimerkin valossa: Oletetaan, etta kolminauhaisen koneen
nauhojen sisallot ovat

nauha 1: aabB. . . ...
nauha 2: o . . ...
nauha 3: 001001 .. . . ...

mMissa nauhapaan sijainti on alleviivattu. Tama esitetaan yhdella nauhalla
Mmuodossa

nauha: aabB# .~ #001001#. . . . ...
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Tarkemmin S on kone, joka syOtteella w = w1 ... w, toimii seuraavasti:

1. Alusta nauhan sisalloksi #w7 ... w,# _# _#... #_ _ _ ... missa #merkkeja
on k+ 1 kappaletta.

2. Simuloi yksi koneen M laskenta-askel seuraavasti:

(a) Selaa koko nauha ensimmaisesta viimeiseen #-merkkiin. Pane
muistiin, mitka merkatut symbolit (a) esiintyivat ja missa
jarjestyksessa. Vaihtoehtoja on aarellinen maara |I‘|"ﬁ joten ne
voidaan koodata koneen S tiloihin.

(b) Paata koneen M uusi tila siirtymafunktion mukaisesti.

(c) Selaa nauha takaisin alkuun ja samalla muuta merkittyja symboleita
koneen M siirtymafunktion mukaisesti. Jos jokin nauhapaan merkki

siirtyy oikealle #-merkin paalle, tee tilaa siirtamalla koko nauhan
loppuosa askel oikealle.

3. Jos koneen M uusi tila on hyvaksyva, niin hyvaksy. Jos koneen M uusi
tila on hylkaava, niin hylkaa. Muuten jatka kohdasta 2.

[l
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Korollaari 3.4: [Sipser Cor. 3.15] Kieli on Turing-tunnistettava
(-ratkeava), jos ja vain jos jokin moninauhainen Turingin kone tunnistaa
(vast. ratkaisee) sen.

Todistus: "Vain jos” -suunta on ilmeinen. " Jos" -suunta seuraa edellisesta
konstruktiosta, jossa simuloiva S pysahtyy, jos ja vain jos simuloitava M
pysahtyy. U

Reunahuomautus: Oletetaan, etta k-nauhainen kone M syotteella w
pysahtyy T askelessa. Jos T' > w, millekaan nauhalle ei tule yli T' symbolia.
Siis simuloivassa koneessa S nauhalle tulee O(KT) symbolia.

Yhden simulointiaskelen toteuttamiseksi S joutuu pahimmillaan siirtamaan
nauhan sisaltoa oikealle k kertaa. Siis yksi koneen M askel vie pahimmillaan
O(k?T) koneen S askelta, ja koko laskenta O(k?T?) askelta.

Vaikka laskennan vaativuusteoria ei varsinaisesti kuulu talle kurssille,
toteamme, etta kieli voidaan tunnistaa polynomisessa ajassa yksinauhaisella
koneella, jos ja vain jos se voidaan tunnistaa polynomisessa ajassa
moninauhaisella koneella.
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Epadeterministinen Turingin kone

Kuten muidenkin automaattien tapauksessa, epadeterministisessa Turingin
koneessa siirtymafunktio antaa joukon mahdollisia seuraajia. Se siis on

tyyppia
§: Q' X —=PQxT x{L,R}).

Merkinta F yleistetdaan vastaavasti, esim. ugav - ubg’b patee, jos
(¢',b,R) € §(q,a). Epadeterministinen kone N hyvaksyy syotteen, jos jokin
mahdollinen laskenta johtaa hyvaksyvaan tilanteeseen.

Huom. Maaritelmassa on oleellinen epasymmetria. Kun A = L(N), niin

e jOos w € A, niin ainakin yksi laskenta hyvaksyy, mutta muut saavat
johtaa hylkaamiseen tai silmukkaan;

e jOos w & A, niin mikdaan laskenta ei johda hyvaksymiseen, vaan kaikkien
on johdettava hylkaamiseen tai silmukkaan.

Jos maaritelma olisi loysasti " jonkin laskennan pitaa johdaa oikeaan
lopputulokseen’ , niin mika tahansa Kieli voitaisiin tunnistaa triviaalisti
asettamalla kaikilla a € >

5(QO7 a) — { (Qaccepta a, R)a (Qrejecta a, R) } .
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Esimerkki 3.5: Tuttu kieli B={ww |w € {0,1}"} voidaan tunnistaa
epadeterministisella Turingin koneella seuraavasti:

1.
2.

6.

Laita syotteen ensimmainen symboli muistiin ja pyyhi se pois.

Valitse epadeterministisesti jokin symboli syOtteesta. Jos se ei ollut
sama kuin ensimmainen symboli, niin hylkaa. Muuten viivaa se vyli.

Palaa syotteen alkuun.
Laita syoOtteen seuraava merkki muistiin ja pyyhi se pois.

Selaa nauhaa oikealle, kunnes yliviivatut symbolit loppuvat. Jos niita
seuraava symboli on .., mene kohtaan 6. Muuten jos niita seuraava
symboli ei ole sama kuin muistissa oleva, hylkaa. Muuten viivaa vli
tama symboli ja palaa kohtaan 3.

Jos kaikki symbolit on yliviivattu, hyvaksy, muuten hylkaa.

Erona deterministiseen ratkaisuun (s. 163) meidadn ei tarvitse etsia syotteen
keskikohtaa. Riittaa arvata ja tarkistaa.

173



Sama kaaviona. Hylkaava tila siirtymineen jatetty merkitsematta. Kaksi
epadeterministista siirtymaa merkitty sinisella. [
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Lause 3.6: [Sipser Thm. 3.16] Jokaiselle epadeterministiselle Turingin
koneelle on olemassa ekvivalentti deterministinen Turingin kone.

Todistus: Olkoon N epadeterministinen Turingin kone. Muodostamme
deterministisen Turingin koneen D, joka kokeilee jarjestyksessa kaikkia
mahdollisia koneen N laskentoja annetulla syotteella. Jos hyvaksyva laskenta
I0ytyy, D hyvaksyy. Muuten D jaa silmukkaan. Siis L(D) = L(N).

Perusidea on kuvitella puu, jonka solmuina on koneen N tilanteita:
e juurena alkutilanne annetulla syotteella ja
e solmun wugv lapsina kaikki tilanteet «/¢'v/, joilla ugv - u/¢'v’.

Kone D kay puuta lapi leveyssuuntaisesti. Tata varten haluamme indeksoida
puun solmut.

Olkoon b vlaraja solmun lapsien lukumaaralle:

b = max|d(q,a)l.
q,a

Vakion b tarkalla arvolla ei ole tassa merkitystd, mutta selvasti b < 3|Q||I].
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Numeroidaan nyt jokaisen solmun lapset (eli jokaisen tilanteen
seuraajatilanteet) numeroilla joukosta {1,...,b} (joista osa voi jaada
kayttamattd). Jos ugv ja u/¢'v' ovat kaksi saman solmun lasta, voidaan esim.

sopia, etta uqv saa pienemman numeron, jos
e jOS ¢:n jarjestysnumero on pienempi kuin ¢':n tai
e ¢ = ¢ ja u on aakkosjarjestyksessa ennen kuin u’ tai
e ¢ =¢ jau=1 ja v on aakkosjarjestyksessa ennen kuin v’.

* .

Tastd saadaan puun jokaiselle solmulle osoite joukosta {1,...,b}":

e juuren osoite on ¢ ja
e jOS solmun osoite on p;...px, Niin sen lapsi numero g saa osoitteen

P1...Dkq.

Kaikki joukon {1,...,b}" alkiot eivdt ole minkdaan solmun osoitteita.
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Muodostamme nyt kolminauhaisen koneen D, joka toimii kuten edella on
esitetty. Lauseen 3.3 nojalla tasta saadaan edelleen yksinauhainen kone.

Nauha 1 sisaltaa syotteen. Nauhalle 1 ei koskaan kirjoiteta.

Nauha 2 on tydnauha, jonka sisaltd seuraa koneen N nauhan sisaltoa
laskennan eri vaiheissa.

Nauha 3 sisaltad aakkoston {1,...,b} merkkijonon, joka tulkitaan
osoitteeksi nauhalla 1 olevaa syOtetta vastaavaan koneen N laskentapuuhun.
Aluksi nauha 3 on tyhja eli osoittaa puun juurta.

Koneen D periaate on seuraava:

1. Etsi laskentapuusta nauhan 3 osoittama solmu. Jos se vastaa
hyvaksyvaa tilannetta, niin hyvaksy. Jos solmua ei ole tai se vastaa
muuta kuin hyvaksyvaa tilannetta, siirry kohtaan 2.

2. Korvaa nauhan 3 sisalto leksikografisessa jarjestyksessa seuraavalla
aakkoston {1,...,b} merkkijonolla. Palaa kohtaan 1.
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Nauhan 3 osoittaman solmun etsiminen tapahtuu seuraavasti:
1. Olkoon nauhan 3 merkkijono pi...pn.

2. Kopio nauhan 1 sisaltdo nauhan 2 sisalloksi ja aseta nauhapaa nauhan 2
alkuun. Aseta koneen N simulaatio alkutilaan.
3. Simuloi koneen N laskentaa n askelta kayttaen nauhaa 2.

e Laskenta-askelella numero ¢ valitse uudeksi tilanteeksi nykyisen
tilanteen seuraaja numero p;.

e Jos nykyisella tilanteella on vahemman kuin p; seuraajaa, keskeyta
laskenta; etsittya solmua ei ole.

[l
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Korollaari 3.7: [Sipser Cor. 3.18] Kieli on Turing-tunnistettava, jos ja vain
jos jokin epadeterministinen Turingin kone tunnistaa sen.

Todistus: Suunta "vain jos” on ilmeinen. Suunta "jos" seuraa edellisesta
lauseesta. [

Epddeterministinen Turingin kone on ratkaisija (eli totaalinen kone), jos silla
ei millaan syotteella ole paattymattomia laskentoja.

Korollaari 3.8: [Sipser Cor. 3.19] Kieli on ratkeava, jos ja vain jos jokin
epadeterministinen Turingin kone ratkaisee sen.

Todistus: Edellisen lauseen konstruktiota on helppo taydentaa siten, etta D
havaitsee, jos kaikki koneen NN laskennat ovat pysahtyneet. [
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Luettelijakone (enumerator)

Luettelija toimii tavallisen Turingin koneen tapaan, mutta
e SyOte on aina tyhja merkkijono ja
e aika ajoin kone voi tulostaa aakkoston >2-* merkkijonon.

Tulostaminen voidaan mallintaa erillisella nauhalla, jolle ainoat sallitut
operaatiot ovat muotoa " kirjoita symboli a ja siirra nauhapaata oikealle”.
Tulostaminen siis on peruuttamatonta.

Tyypillisesti luettelija ei pysahdy, jolloin se voi tulostaa aarettoman monta
merkkijonoa.

Luettelijan luettelema Kkieli on niiden merkkijonojen joukko, jotka se joskus
tulostaa. Tulostuksessa

e sama merkkijonon saa esiintya monta kertaa ja
e merkkijonot saavat olla missa tahansa jarjestyksessa.
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Lause 3.9: |[Sipser Thm. 3.21] Kieli on Turing-tunnistettava, jos ja vain
jos jokin luettelija luettelee sen.

Huom. tama on termin " rekursiivisesti numeroituva” alkupera.

Todistus: Jos luettelija E luettelee kielen, se voidaan tunnistaa Turingin
koneella, joka syOtteella w toimii seuraavasti:

Simuloi luettelijaa E. Aina, kun E tulostaa jotain, vertaa tulostetta
syOtteeseen w. Jos ne ovat samat, niin hyvaksy.

Olkoon A aakkoston >* kieli ja si1,s2,s3,... lista kaikista aakkoston X
merkkijonoista (esim. leksikografisessa jarjestyksessa). Jos M tunnistaa
kielen A, se voidaan luetella seuraavasti:

1. Toista seuraavaa arvoilla 1+ =1,2,...:
(a) Toista seuraavaa arvoilla j = 1,...,1:

Simuloi ¢ askelta koneen M laskentaa syotteella s;. Jos M
hyvaksyi, tulosta s;.

[l

181



Algoritmin maaritelma [Sipser luku 3.3]

Mita algoritmilla yleensa tarkoitetaan

periaatteessa: yksiselitteisesti kuvattu jono
(tietojenkasittely)operaatioita, jotka voidaan toteuttaa
mekaanisesti

kaytannossa: luonnollista kielta, pseudokoodia yms. kayttava
esitys, jonka pateva ohjelmoija osaa koodata ilman suurempia
ongelmia.

Tama tarkkuustaso ei ole riittava, jos halutaan tutkia laskettavuuden rajoja.

Erityisesti kun haluamme vaittaa jostain ongelmasta, etta sille ei ole
olemassa ratkaisualgoritmia, niin mita oikeastaan vaitamme? Huomaa, etta
tama on oleellisesti eri asia kuin todeta, etta ongelmalle ei ole keksitty
algoritmia (toistaiseksi).
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Tuntuu luontevalta vaatia, etta algoritmissa
e VYKSi operaatio saa tehda vain aarellisen maaran tyota.

Siis erityisesti yksi operaatio saa
e |ukea aarellisen maaran tietoa,
e ctsia toimintaohjeen aarellisesta saantojoukosta ja
e Kirjoittaa aarellisen maaran tietoa.

Toisaalta ei ole mitaan syyta olla sallimatta, etta
e algoritmin kaytossa on rajattomasti apumuistia.

Taman esittaminen matemaattisesti johtaa suoraan ajatukseen, etta
matemaattiselta kannalta

algoritmi on sama asia kuin Turingin kone.

Tama on (karkeasti) alkuperdinen ajatus Turingin koneen takana.
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Turingin kone ei syntynyt sattumalta.

Matematiikan perusteiden tutkimuksessa 1900-luvun alussa keskeista oli
matematiikan mekanisoiminen (voiko matemaatikon korvata algoritmilla).
Tata varten esitettiin useita formalisointeja mekaaniselle laskennalle:

e Turingin kone (Turing 1936)

e Postin saantojarjestelmat (Post 1936)

e u-rekursiiviset funktiot (Godel, Kleene 1936)
e A-kalkyyli (Church 1936)

Merkittava havainto oli, etta nama kaikki olivat ekvivalentteja, ts. antavat
tasan saman vastauksen kysymykseen " Mita ongelmia voidaan ratkaista
algoritmisesti?’ Tama johti Churchin-Turingin teesina tunnettuun
vaittamaan:
Ongelma voidaan ratkaista algoritmilla, jos ja vain jos se voidaan
ratkaista Turingin koneella.
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Churchin-Turingin teesi ei tietenkaan ole matemaattinen vaittama. Sita voi
(kenties) pitaa luonnontieteellisena vaittamana, jonka voisi periaatteessa
falsifioida rakentamalla Turingin konetta voimakkaamman laskulaitteen.

Kaytannossa Churchin-Turingin teesi lahinna sanoo, etta olemme tyytyvaisia
Turingin koneeseen algoritmin maaritelmana. Kuten edella ilmeni, talle
tyytyvaisyydelle on tiettyja filosofisia perusteita. Mydskaan sellaiset modernit
laskennan mallit kuin kvanttitietokone eivat nayttaisi uhkaavan tata teesia.

Kaytannon tietojenkasittelyn kannalta tarkea havainto on, etta myos
(idealisoitu) nykyaikainen tietokone on Turing-ekvivalentti eli pystyy
ratkaisemaan tasan samat ongelmat kuin Turingin kone. Tarkastellaan tata
hieman lahemmin.

On selvaa, etta tietokone on ainakin yhta laskentavoimainen kuin Turingin
kone: on helppoa Kkirjoittaa Turingin kone -simulaattori esim. C-kielella.
Tietokoneen simuloiminen Turingin koneella vaatii hieman enemman tyota.
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Ajatellaan, etta tietokonessa on k rekisteria ja lisaksi rajoittamaton maara
hajasaantimuistia (RAM).

Simuloidaan tietokonetta k 4+ 2-nauhaisella Turingin koneella. Nauhoille
1,...,k talletetaan rekisterien 1,...,k sisallot. Nauhalla £ 4+ 1 esitetaan
tietokoneen muistin sisaltd muodossa

#a#d##ac#do## . . . ##a#d#

missa n on kaytossa olevan muistin maara ja d; on muistipaikan a; sisalto
(esim. bindarikoodattuna). Nauha k£ + 2 toimii apumuistina.

Aiempien esimerkkien perusteella pitaisi olla uskottavaa, etta Turingin kone
pystyy simuloimaan konekaskyja kuten

e lataa rekisterin 2 osoittaman muistipaikan sis&lto rekisteriin 3,

e lisdid rekisterin 1 sis&ltoon rekisterin 2 sisdlto jne.

Tosin muistiin kirjoitettaessa voidaan joutua siirtamaan oikealle tai
vasemmalle pitka patka nauhan k + 1 sisaltoa.
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Turingin koneiden esittaminen

Olemme esittaneet Turingin koneita eri tarkkuustasoilla:
formaali kuvaus: tarkka tilakaavio

toteutustaso: selitetaan nauhojen kaytto ja muut paadideat, mutta ei
puututa koneen yksittaisiin tiloihin jne.

korkea taso: esitetdaan algoritmi sellaisenaan (esim. pseudokoodina)
viittaamatta erityisesti Turingin kone -malliin.

Jatkossa tyydymme yleensa korkean tason kuvauksiin ja uskomme, etta mika
tahansa algoritmi osataan kylla tarvittaessa " koodata Turingin koneen
konekielelle™ .

Seuraavassa esitetaan joitain esitysta selkeyttavia sopimuksia.
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Syotteen koodaaminen: Turingin koneen syote on merkkijono. Algoritmit
tyypillisesti saavat syotteenaan verkkoja, kokonaislukuja yms. olioita.
Kaytamme merkintda (O) merkkijonolle, joka esittda olion O jossain
sopivassa aakkostossa. Merkinta (Oi,...,0,) on vastaava merkkijonoesitys
jonolle (O1,...,0,).

Syotteen tarkistaminen: Usein sanomme esim. etta Turingin koneen syote
on (G,k), missa G on suuntaamaton verkko ja k luonnollinen luku, T3alldin
kyseinen kone aluksi tarkistaa, etta syotemerkkijono todella on kelvollinen
esitys parille (G, k) jollain verkolla G ja luonnollisella luvulla k. Jos syote ei
ole tata muotoa, se hylataan.

Siirrymme nyt tarkastelemaan erilaisiin formaaleihin Kieliin liittyvia
ratkeavuusongelmia. Esimerkin vuoksi kiinnitamme aluksi tavallista
enemman huomiota esitystapakysymyksiin.
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4. Ratkeavuus

Tarkastelemme formaaleihin Kieliin liittyvia algoritmeja kayttaen Turingin
konetta algoritmin tasmallisena maaritelmana.

Taman luvun jalkeen opiskelija
1. osaa kuvailla universaaliin Turingin koneeseen liittyvat peruskasitteet
2. tuntee universaalikielen ratkeamattomuuteen liittyvat peruskonstruktiot

3. 0saa perustella tarkeimpiin formaalien Kielten tunnistamisongelmiin
liittyvat ratkeavuustulokset.

Yleisemmalla tasolla tavoittena on ymmartaa, millaiset ongelmat ovat
ratkeamattomia ja mita tama tarkoittaa.
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Ratkeavuutta formaaleille Kielille [Sipser luku 4.1]

Tarkastelemme hyvaksymisongelmia (eli kieleenkuulumisongelmia), joiden
perusformaatti on

Annettu: automaatti M (tai kielioppi G) ja merkkijono w
Kysymys: padteekd w € L(M) (tai vastaavasti w € L(G))

Esimerkiksi aarellisten automaattien hyvaksymisongelma on Kieli
Apea = {(B,w) | B on DFA, joka hyvaksyy w:n}.
Lause 4.1: [Sipser Thm. 4.1] Kieli Apra On ratkeava.

Todistus: Kieli Apga voidaan tunnistaa Turingin koneella, joka syotteella
( B,w) toimii seuraavasti:

1. Simuloi automaattia B syoOtteella w.

2. Jos simulaation lopussa B on hyvaksyvassa tilassa, hyvaksy; muuten
hylkaa.
[]
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Koska jatkon kannalta on tarkea ymmartaa, miten automaattia simuloidaan
Turingin koneella, tarkastellaan hieman toteutuksen yksityiskohtia.
Muodostetaan nelinauhainen Turingin kone M, joka tunnistaa kielen Apga.

Valitaan koneen M syoteaakkostoksi >, ={0,...,9}U{#}. Automaatti
B = (QpB,XB,0B,gstart, F) koodataan aakkoston 3 ,; merkkijonoksi
seuraavasti:

Oletetaan Qg ={q1,...,qn } ja Zp={a1,...,an }. Merkitaan
(q;) = indeksin i esitys kymmenjarjestelmassa.

Siis jokaisella ¢ € @ koodi {q) on jokin aakkoston {0,...,9} merkkijono.
Maaritelldan vastaavasti (a;). Tilajoukko, aakkosto ja hyvaksyvat tilat
koodataan nyt merkkijonoilla

(Qp) =(q1)#(q2)#...#(qn)
(Xp)=(ar1)#{ax)#...#(apm)
(Fp)={(r1)#(ro)#...#(r;),

missa Fg={r1,...,m7: } C Q.
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Siirtymafunktio g koodataan merkkijonoksi

(o) = (q1)#(ar)#(r11)##(qu)#(ax) #(rio) ##. . ##(qn ) # (am ) #(Tam ) ,

missa r;; = 6(ql',a,j). Siis jokainen siirtyma esitetaan omana kolmikkonaan.
Nyt pari (B,w), missd w = wy ... w; € X%, Koodataan merkkijonoksi

(Byw) = ##(Qp ) ##t# () ##t#t (Sp ) #8# ( qorare ) #8t# ( Fip ) it (w )
mMissd (w) = (w1 ) #(wo ) #...#(w;).
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Simulointi tapahtuu nyt seuraavasti:

1. Kopioi nauhalta 1 (eli syotenauhalta)
e koko (w) nauhalle 2,
e ensimmadinen merkki (w;) nauhalle 3,
e alkutila (gstart) Nauhalle 4.

2. Etsi nauhalta 1 patka ##(qg)#(a)#(r), missa (q) ja (a) ovat samat
kuin nauhojen 4 ja 3 sisallot. Kopioi (r) nauhan 4 uudeksi sisalloksi.

3. Jos nauhalla 2 on viela kasittelemattomia merkkeja, kopioi sielta
seuraava (w;) nauhan 3 uudeksi sisdlloksi ja palaa kohtaan 2. Muuten

jatka kohdasta 4.

4. Jos nauhan 4 sisaltd on sama kuin jokin syotteen ( Fp)-osuudesta
|10ytyva koodi (r;), hyvaksy; muuten hylkaa.

193



Edellisesta seuraa hyvaksymisongelman ratkeavuus myos NFA:lle.

Lause 4.2: [Sipser Thm. 4.2] Kieli
Anea = { (B,w) | B on NFA, joka hyvaksyy w:n}
on ratkeava.

Todistus: Kieli Ayea voidaan tunnistaa algoritmilla, joka syotteelld ( B, w)
toimii seuraavasti:

1. Muodosta B:n kanssa ekvivalentti DFA C lauseen 1.3 todistuksessa
(s. 39—41) esitetylla algoritmilla.

2. Jos (C,w) € Apfa, hiin hyvaksy; muuten hylkaa.

Koska Apra ON ratkeava, tiedamme, etta askelen 2 ehtotesti voidaan
toteuttaa algoritmisesti. (Emme lahemmin puutu taman algoritmin
toteuttamiseen Turingin koneena.) [
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Samaa periaatetta noudattaen saadaan edelleen
Lause 4.3: [Sipser Thm. 4.3] Kieli

Arex = {(R,w) | R on sadnndllinen lauseke ja w € L(R) }
on ratkeava.

Todistus: Syotteelld ( R,w) muodostetaan ensin kielen L(R) tunnistava
NFA B (kuten lemmassa 1.9, s. 56). Hyvdaksytdan, jos ( B,w) € Anfa;
muuten hylataan. [

Tama tulos siis kaytannon kannalta sanoo, etta saanndllisia lausekkeita on
mahdollista tulkita tietokoneella.
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Hieman vahemman ilmeista on kielen
Epra ={(B)| B on DFA ja L(B) =0}

ratkeavuus. Siis ( B) € Epga, jOS ja vain jos ( B,w ) ZApga kaikilla
merkkijonoilla w. Suora simulointi ei toimi, koska kokeiltavia w on
aarettomasti, mutta silti

Lause 4.4: [Sipser Thm. 4.4] Kieli Epra On ratkeava.

Todistus: Syotteen ( B) kuuluminen kieleen Epga voidaan ratkaista
seuraavasti:

1. Muunna B oikealle lineaariseksi kieliopiksi G (harjoitus 6, tehtava 7).

2. Tarkista, onko L(G) = 0 (harjoitus 7, tehtava 4(b)). Jos on, niin
hyvaksy; muuten hylkaa.

(Kurssikirjassa on esitetty vaihtoehtoinen suora konstruktio.) [
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Samanhenkinen on aarellisten automaattien ekvivalenssiongelma eli kieli
EQpea = {(A,B) | A ja B ovat DFA:ita ja L(A) = L(B) }.
Lause 4.5: [Sipser Thm. 4.5] Kieli EQpra On ratkeava.

Todistus: Syotteestd ( A, B) voidaan tunnetuilla konstruktioilla muodostaa
DFA C, jolla

L(C) = (L(A) N TB)) U (m N L(B)) .

Nyt L(A) = L(B), jos ja vain jos L(C) = (. Siis (A, B) € EQpra, jOS ja vain
jos (C') € Eppa. Vaite seuraa nyt lauseesta 4.4. [
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Yhteydettomilla kielilla asiat sujuvat suunnilleen, mutta ei aivan, samaan
tapaan.

Lause 4.6: [Sipser Thm. 4.7] Kieli
Acre = {{(G,w) | G on yhteydeton kielioppi ja w € L(G) }
on ratkeava.
Todistus: Syotteelld (G, w) voidaan soveltaa seuraavaa algoritmia:
1. Muunna G Chomskyn normaalimuotoon.
2. Ratkaise CYK-algoritmilla (s. 112—115), pateekd w € L(G).
O]
Tasta saadaan seuraava tdrkea seuraus:
Lause 4.7: [Sipser Thm. 4.9] Jokainen yhteydetdn Kieli on ratkeava.

Todistus: Olkoon A yhteydeton; siis A = L(G) jollain yhteydettomalla
Kieliopilla G. Nyt A voidaan tunnistaa Turingin koneella Mg, joka syoOtteella
w toimii seuraavasti:

1. Muodosta koodi (G, w).
2. Hyvaksy, jos (G,w) € Acpg; muuten hylkaa.
O]
198



MyoOs yhteydettomien kielioppien tyhjyysongelma
Eceg = {<G> | G on CFG ja L(G) = @}

on ratkeava. Tama on todettu harjoituksen 7 tehtavadssa 4(b), johon jo
edella vedottiin.

Sen sijaan yhteydettomien kielioppien ekvivalenssiongelma
EQcrc ={(G,H) | G ja H ovat CFG:ita ja L(G) = L(H) }

ei ole ratkeava. Meilla ei tassa vaiheessa ole tyokaluja taman tuloksen
todistamiseen. Todetaan vain, etta kielen EQpra tapauksessa (lause 4.5)
kaytetty menetelma ei tassa toimi, koska yhteydettomat kielet eivat ole
suljettuja leikkauksen suhteen (korollaari 2.27, s. 144).
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Pysahtymisongelman ratkeavuus [Sipser luku 4.2]

Osoitamme nyt vihdoin, etta
e jotkin Turing-tunnistettavat kielet ovat ratkeamattomia ja

e jotkin kielet eivat ole edes Turing-tunnistettavia.

Lisaksi toteamme, etta ratkeamattomat ongelmat eivat valttamatta ole
mitenkaan "omituisia’, vaan myos monet luonnolliset ja kaytannossa
kiinnostavat ongelmat ovat ratkeamattomia.

Perusesimerkki ratkeamattomasta ongelmasta on (sopivasti formuloitu)
pysahtymisongelma

Annettu: (esim. C-kielinen) ohjelma P, syote w
Kysymys: pysahtyyko P syotteella w.
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Maaritellaan ensin Turingin koneen hyvaksymisongelma
Atm ={(M,w) | M on Turingin kone joka hyvaksyy w:n}.
Lause 4.8: [Sipser s. 176] Kieli A+ym on Turing-tunnistettava.

Todistus: Kieli A+pm voidaan tunnistaa Turingin koneella U, joka syotteella
( M,w) toimii seuraavasti:

1. Simuloi konetta M syoOtteella w.

2. Jos M menee tilaan qaccept, NiiN hyvaksy.
Jos M menee tilaan greject, Niin hylkaa.

Syotteen koodaaminen ja simulointi voidaan hoitaa samaan tapaan kuin
aarellisille automaateille (s. 191-193); sivuutamme yksityiskohdat. [

Edella esitettyn laista konetta U sanotaan universaalikoneeksi. Sille patee

U hyvaksyy syotteen (M,w) < M hyvaksyy syotteen w
U hylkaa sydtteen (M,w) < M hylkdaa sydtteen w
U jaa silmukkaan syotteella ({ M,w) < M jaa silmukkaan syOtteelld w.
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Kieleen A+nm liittyy laheisesti Turingin koneen pysahtymisongelma

HALT+m = {(M,w) | M on Turingin kone joka pysdhtyy syotteellda w. }
Karkea toimintasuunnitelma on seuraava:

1. Alkulammittelyna todistetaan hieman abstrakti tulos, etta
ratkeamattomia (ja ei-tunnistettavia) kielia on olemassa.

2. Samaa tekniikkaa soveltamalla osoitetaan, etta kieli A+m on
ratkeamaton.

3. Edellisesta paatellaan, etta myos HALT+y on ratkeamaton.

Koska Turingin koneet ovat yhta ilmaisuvoimaisia esim. C-Kielisten

ohjelmien kanssa, tasta seuraa, etta " C-kielen pysahtymisongelmaa’” ei voi
ratkaista C-kielella.
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Kertaus: Olkoon f: A — B funktio. Sanomme, etta f on

e injektio (one-to-one), jos jokaisella y € B on korkeintaan yksi x € A, jolla

flz) =y,

e surjektio (onto), jos jokaisella y € B on ainakin yksi z € A, jolla
f(z) =y, ja

e bijektio, jos jokaisella y € B on tasan yksi x € A, jolla f(x) = v.

Jos f on bijektio, silld on kaanteiskuvaus f~': B — A, jolla f~1(f(z)) =z ja
f(f~Y(y)) =y kaikilla z € A ja y € B.

Joukot A ja B ovat yhta mahtavat, merkitaan A ~ B, jos on olemassa
bijektio f: A — B.

Siis éérel_l_iset joukot ovat yhta mahtavat, jos ja vain jos niissa on yhta monta
alkiota. AarettOmien joukkojen tapauksessa tilanne on monimutkaisempi.
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Esimerkki 4.9: Joukot N={0,1,2,...} ja 2N ={0,2,4,...} ovat yhta
mahtavat, silla f(n) = 2n maarittelee bijektion f: N — 2N. 0O

Esimerkki 4.10: Joukot N ja N x N ovat yhta mahtavat, silla
fG,5) =26+ 5)G+ 5+ 1) +j médrittelee bijektion f: N x N — N.

Selitys: f numeroi parit (i4,7) € N x N seuraavasti:

J
fG,5) | O 1 2 3 4
0| O 2 5 9 14
1] 1 4 38 13
() 2| 3 7 12
3] 6 11
4 |10 16
5|15
[]

204



Joukot voidaan jakaa mahtavuutensa perusteella kolmeen luokkaan. Joukko
A on

e adrellinen (finite), jos A= {1,...,n} (eli |A] =n) jollain n € N;
e numeroituvasti aareton (countably infinite), jos A =~ N; ja

e ylinumeroituva (uncountable) muuten.

Aarellisid ja numeroituvasti darettdmii joukkoja sanotaan numeroituviksi.
Siis joukko on numeroituva, jos se on " korkeintaan yhta mahtava” kuin N.

Edellisen perusteella N x N on numeroituva. Tasta seuraa helposti, etta
rationaalilukujen joukko on numeroituva. Sen sijaan reaalilukujen joukko
voidaan osoittaa ylinumeroituvaksi.
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Lause 4.11: Joukko >* on numeroituvasti aareton milla tahansa aarellisella
aakkostolla 3.

Todistus: Saamme bijektion f: N — 2* maarittelemalla

f(n) = leksikografisessa jarjestyksessa (n + 1):s merkkijono.
]

Lause 4.12: Milla tahansa aakkostolla > Turing-tunnistettavien kielten
joukko

RE={L(M)CX*| M on Turingin kone}
on numeroituvasti aareton.

Todistus: Maaritellaan kuvaus f: >* — RE seuraavasti:
1. Jos w= (M) jollain M, niin f(w) = L(M) talla M.
2. Muuten f(w) = 0.

Koska jokaisella Turingin koneella on koodi, funktio f on surjektio
numeroituvasta joukosta 2-* joukkoon RE. Tasta seuraa, etta RE on
numeroituva. U
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Lause 4.13: Kaikkien kielten joukko P(X*) on ylinumeroituva.

Todistus: Olkoon f: N — X* bijektio (kuten lauseessa 4.11). Tehdaan
vastaoletus, ettd g on bijektio N — P(X*). Merkitaan w; = f(z) ja L; = g(1),
kun ¢ € N. Maaritellaan kieli L € P(X) siten, etta jokaisella 7 kielet L ja L;
eroavat toisistaan merkkijonon w; kohdalla:

Milla tahansa ¢ patee w; € L, jos ja vain jos w; € L;. Siis L # L; kaikilla ¢,
joten LZ{L;|i€ N} ja g ei ole surjektio; ristiriita. U

Edellisen todistuksen tekniikkaa sanotaan diagonalisoimiseksi. (Oleellisesti
samalla tekniikalla voidaan todistaa reaalilukujen joukko ylinumeroituvaksi.)

Korollaari 4.14: On olemassa ei-tunnistettavia kielia.

Todistus: Edellisen perusteella RE = P(X*). [
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Ryhdymme nyt todistamaan kielen A+pm ratkeamattomuutta. Kiinnitetaan
Turingin koneille koodaus jossain aakkostossa 2-*. Valitaan koodaus siten,
etta jokaisella Turingin koneella M on tasan yksi koodi ( M) € >* (mutta
kaikilla w € X* ei tarvitse olla olemassa konetta M, jolla w = (M )).

Teknisena valmisteluna sovimme ensin

1. Turingin koneille numeroinnin M, M>, M3, ... ja

2. jonon aakkoston > merkkijonoja ci,cp,c3,. ..

siten, etta
3. annetusta merkkijonosta w € 2>* voidaan paadtella, onko w = ¢; jollain
¢ € N, ja mika talldin on vastaava M;.
Tata varten maaritellaan kaikkien koodien joukko
C={(M)| M on Turingin kone }.
Olkoot koodit leksikografisessa jarjestyksessa

C ={ci,co,c3,...}.

Kaikilla ¢ € N olkoon M; se Turingin kone, jolla { M;) = ¢;. Koodaus on
helppo tehda niin, etta myos " dekoodaus” (ehto 3 edelld) onnistuu.
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Keskeisena aputuloksena todetaan [Sipser s. 181—183]

Lemma 4.15: Diagonaalikieli
D= {c|ci & L(M;)}
ei ole Turing-tunnistettava.

Todistus: Esitetaan ensin tiivis todistus, ja sitten hieman selventavia
kommentteja.

Tehddadn vastaoletus, etta D on Turing-tunnistettava. Talloin D = L(M;)
jollain M, edella esitetyssa numeroinnissa. Nyt saadaan ristiriita
tarkastelemalla merkkijonoa ¢;:

c; € L(M;) < c;e D M;:n valinta
& e & L(M;) D:n maaritelma.
O
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Todistuksen diagonalisointi-idean valaisemiseksi maaritellaan aareton
taulukko T'(-,-), missa

.~ __ | 1 josc¢;e L(M;)
T(Z’J)_{ 0 jos cng(Mi).

Taulukon rivi T'(4,-) = (T(4,1),T(4,2),T(i,3),...) kertoo, mitka koodijoukon
{c1,c2,c3,...} merkkijonot kuuluvat Turing-tunnistettavaan kieleen L(M;).

Maaritellaan d(i) = 1, jos ¢; € D, ja d(i) = 0 muuten. Siis jono
d(-) = (d(1),d(2),d(3),...) kertoo, mitka koodijoukon {ci,co,c3,...}
merkkijonot kuuluvat kieleen D. Koska

~__ | O jos ¢ € L(M;)
d(i) = { 1 jos ¢ & L(M,),

jono d(-) on taulukon T diagonaalin "komplementti”: d(i) =1 —T'(4,1).

Siis d(-) ei ole taulukon rivi T'(7,-), koska ne eroavat positiossa i. Tama
tarkoittaa, etta D ei ole Turing-tunnistettava kieli L(M;).

Koska tama patee kaikilla ¢, niin D ei ole Turing-tunnistettava.
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Esimerkki: Oletetaan, etta numerointi nayttaa seuraavalta:

L(M)NC = {61,64,05,...}
L(M)NC = {03, C4,Ch, - - }
L(M3)NC = {ci1,c2,c5,...}
L(M4)ﬂC = {01,62,64,...}
L(Ms)NnC = {es,c5,...}

L(Mg)NC = {CQ, C3,C4y. .. }

Saadaan seuraava taulukko (diagonaali alleviivattu):

T | c1 Co c3 Ca cs C6
M4 1 0 0 1 1 0
Mo> 0 0 1 1 0 1
M3 1 1 0 0 1 0
Mgy 1 1 0 1 0 0
Ms 0 0 0 1 1 0

0 1 1 1 0 0

Diagonaalista (1,0,0,1,1,0,...) saadaan d = (0,1,1,0,0,1,...).
211



Lause 4.16: [Sipser Thm. 4.11] Kieli A+m ei ole ratkeava.

Todistus: Tehdaan vastaoletus, etta jokin ratkaisija R tunnistaa kielen A+p.
Siis syotteella ( M,w) kone R hyvaksyy, jos w € L(M), ja muuten hylkaa.

Diagonaalikieli D = {¢; | ¢; ¢ L(M;) } voidaan tunnistaa (ja perati ratkaista)
Turingin koneella, joka syotteella w toimii seuraavasti:

1. Jos w ei ole ¢; millaan 4, niin hylkaa.
2. Muodosta ( M;,w), missa ¢ on se indeksi, jolla w = ¢;.

3. Simuloi konetta R syOtteellda ( M;,w). Jos R hyvadksyi, niin hylkdad. Jos
R hylkasi, niin hyvaksy.

Numeroinnit valittiin edella siten, etta kohta 2 voidaan toteuttaa helposti.
Mutta D ei ole Turing-tunnistettava; ristiriita.
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Korollaari 4.17: [Sipser Cor. 4.23] Kieli A1\ ei ole Turing-tunnistettava.

Todistus: Tiedamme, etta A+pm on Turing-tunnistettava. Jos myos Atwm
olisi Turing-tunnistettava, niin Aty olisi ratkeava (harjoitus 10.8; [Sipser
Thm. 4.22]). O

Korollaari 4.18: [Sipser Thm. 5.1] Kieli HALT+nm on ratkeamaton.

Todistus: Tehdaan vastaoletus, etta HALT+w olisi ratkeava. Kieli At+pm
voitaisiin ratkaista Turingin koneella, joka syotteelld ( M, w) toimii
seuraavasti:

1. Jos (M,w) ¢ HALT+nm, niin hylkaa.

2. Simuloi konetta M syotteella w. Jos M hyvaksyi, niin hyvaksy. Jos M
hylkasi, niin hylkaa.

Vastaoletuksen nojalla kohdan 1 ehto voidaan ratkaista, ja kohtaan 2
mennessa tiedetaan, etta simulaatio ei jaa silmukkaan. Mutta A+wm
tiedetaan ratkeamattomaksi. U
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Edella esitetyt kielten A+, ja HALT+\ ratkeamattomuustodistukset ovat
esimerkkeja palautuksesta (reduction).

Intuitiivisesti ongelman A palauttaminen ongelmaan B tarkoittaa, etta
e Oletetaan, etta meilla on proseduuri Pg, joka ratkaisee ongelman B.

e Muodostetaan proseduuri P4, joka ratkaisee ongelman A kayttden
aliruutiinina proseduuria Pg.

Kun ongelma A on palautettu ongelmaan B, voidaan tehda paatelmia
kahteen suuntaan:

1. Jos proseduuri P todella on olemassa, olemme saaneet toimivan
proseduurin myos ongelmalle A.

2. Jos ongelma A tiedetaan ratkeamattomaksi, niin proseduuria Pg €i VoI
olla olemassa, joten myos B on ratkeamaton.

Kaytannon tietojenkasittelyssa palautusten soveltaminen suuntaan 1 on
keskeista (aliohjelmakirjastot).

Ratkeamattomuustulosten todistukset ovat usein epasuoria ja perustuvat
suunnan 2 kayttoon.

214



Jos ongelma A voidaan palauttaa ongelmaan B, merkitsemme
A< B.

Kaytamme merkintaa tassa epamuodollisesti ilman tarkkaa matemaattista
maaritelmaa. Tarkka maaritelma voidaan tehda eri tavoilla, jolloin puhutaan
esim. kuvauspalautuksesta A <y B [Sipser luku 5.3] tai Turing-palautuksesta
A <+ B [Sipser luku 6.3]. Intuitiivinen tulkinta on joka tapauksessa, etta

ongelma A voidaan ratkaista ongelman B avulla,
joten jossain mielessa
B on ainakin yhta vaikea kuin A.

Kun halutaan tietaa, onko jokin ongelma X ratkeava, voidaan siis yrittaa
kahdensuuntaisia palautuksia:

e Jos A< X, missa A on ratkeamaton, niin X on ratkeamaton.

e Jos X < B, missa B on ratkeava, niin X on ratkeava.

Edella lauseen 4.16 todistuksessa X = A+m jJa A = D. Vastaavasti
korollaarissa 4.18 X = HALT+nm ja A = A+m. Sama idea toistuu jatkossa.
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Edella todettiin aarellisten automaattien ja yhteydettomien kielten
tyhjyysongelmat Epra jJa Ecgg ratkeaviksi. Kuitenkin

Lause 4.19: [Sipser Thm. 5.2] Turingin koneiden tyhjyysongelma
Etvm ={{(M) | M on Turingin kone ja L(M) =0}
on ratkeamaton.

Todistus: Tehdaan palautus hyvaksymisongelmasta A+yn. Osoitamme, etta
mista tahansa Turingin koneesta M ja merkkijonosta w voidaan muodostaa
Turingin kone M, jolla on seuraava ominaisuus:

Lony = { (5) Jom & HOD

Jos E+wm olisi ratkeava, kieli A+yp voitaisiin ratkaista algoritmilla, joka
syotteella ( M, w) toimii seuraavasti:

1. Muodosta edella mainitun lainen kone M;.
2. Jos ( M1) € E1wm, niin hylkaa. Muuten hyvaksy.

Koska todellisuudessa A+p ei ole ratkeava, myos E+yp on ratkeamaton.
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Kone M7 toimii syOtteella x seuraavasti:
1. Jos x #= w, niin hylkaa.

2. Muuten simuloi konetta M syotteella x. Jos M hyvaksyisi, niin hyvaksy.
Jos M hylkaisi, niin hylkaa.

Nyt koneella M; on haluttu ominaisuus

Lomy = { (yh oo £ HAD

Huomaa, etta konetta M; rakennettaessa ei tarvitse tietaa, kumpi
vaihtoehto patee.

Jos nyt R olisi ratkaisija ongelmalle E+m, niin ongelma A+wm voitaisiin
ratkaista koneella, joka syotteelld ( M,w ) toimii seuraavasti:

1. Muodosta syotteesta ( M,w) edella kuvattu kone Mj.
2. Simuloi konetta R syotteella ( M1 ). Jos R hyvaksyisi, niin hylkaa. Jos R
hylkaisi, niin hyvaksy.

Kone M; saadaan koneesta M lisaamalla suunnilleen |x| tilaa, jotka
tarkastavat syotteen z. Siis annetusta ( M,w) osataan helposti muodostaa
(My). O
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Kielen E+pm ratkeamattomuus on erikoistapaus Ricen lauseesta.

Kieli A on semanttinen ominaisuus, jos se voidaan esittaa muodossa
A={(M)|L(M) €S}

jollain joukolla kielia S C P(X*). Esim. E+m on semanttinen ominaisuus;

siind S = {0} (joukko, jonka ainoa alkio on tyhja kieli).

Siis jos A on semanttinen ominaisuus, kysymyksen " pdteekd (M) € A"
vastaus riippuu vain koneen M hyvaksymasta kielesta. Kaantaen kieli A ei
ole semanttinen ominaisuus, jos joillain My ja M» patee L(M1) = L(M>),
mutta (M1)€ A ja (Ma) € A.

Semanttinen ominaisuus A on triviaali, jos joko kaikilla M patee (M) € A tai
kaikilla M patee (M) ¢ A.

Lause 4.20 (Rice): [Sipser Problem 5.28] Jokainen ei-triviaali semanttinen
ongelma on ratkeamaton.

Todistus sivuutetaan, mutta perustuu oleellisesti samaan ideaan kuin
lauseen 4.19 todistus. U
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Lause 4.21: Turingin koneiden epatyhjyysongelma

Erm={(M)|L(M)#0}
on Turing-tunnistettava.

Todistus: Kieli ETM voidaan tunnistaa epadeterministisella Turingin
koneella, joka syoOtteella ( M) toimii seuraavasti:

1. Valitse epadeterministisesti merkkijono w.

2. Simuloi konetta M syotteella w. Jos M hyvaksyisi, niin hyvaksy. Jos M
hylkaisi, niin hylkaa.
[]

Korollaari 4.22: Turingin koneiden tyhjyysongelma E+p €i ole
Turing-tunnistettava.

Todistus: Tvyhjyysongelman komplementti voidaan esittaa muodossa
Erm = EFtm U B,

missa B koostuu merkkijonoista, jotka eivat ole muotoa ( M ) millekaan M.
Emme ole tarkemmin madadritelleet koodausta (-), mutta minimivaatimus
jarkevalle koodaukselle on, etta B on ratkeava. Siis Ev+p ON
Turing-tunnistettava. Koska E+pm ei ole ratkeava, se ei ole edes
Turing-tunnistettava (vrt. korollaari 4.17). O
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Lause 4.23: [Sipser Thm. 5.4] Turingin koneiden ekvivalenssiongelma
EQ+y = { (M1, M) | M1 ja M, ovat Turingin koneita ja L(M1) = L(M>) }

on ratkeamaton

Todistus: Tehdadn vastaoletus, etta EQ—+y, on ratkeava. Olkoon My jokin
Turingin kone, jolla L(My) = (. Nyt Etm voidaan ratkaista Turingin
koneella, joka syotteella ( M) toimii seuraavasti:

1. Muodosta w = (M, My).

2. Jos w € EQ+p, niin hyvaksy; muuten hylkaa.

Mutta E+pm ONn ratkeamaton; ristiriita. U
Itse asiassa patee voimakkaammin

Lause 4.24: [Sipser Thm. 5.30] Kumpikaan kielista EQ+py ja EQ—+y\ €i ole
Turing-tunnistettava.

Todistus: melko suoraviivainen, mutta sivuutetaan. U
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Todetaan lopuksi ilman todistusta, etta esim. seuraavat yhteydettomiin
Kielioppeihin liittyvat ongelmat ovat ratkeamattomia:

e onko G moniselitteinen,

e pateekd L(G1) NL(G2) =0,
e pateekd L(G) = X* ja

e pateekd L(G1) = L(G2).

Tasmallisemmin esim. viimeinen kohta tarkoittaa, etta kieli

EQCFG = { <G1,G2> | Gl ja GQ ovat CFG:ita ja L(Gl) = L(GQ)}

on ratkeamaton.
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5. Laskettavuus, kieliopit, logiikka

Lopuksi tarkastelemme Turingin koneeseen (tai yleisemmin algoritmeihin)
perustuvaa laskettavuuden kasitetta suhteessa kahteen muuhun tarkeaan
tiedonkasittelyformalismiin:

Kieliopit: Turing-tunnistettavat Kielet liitetaan saannollisten ja
yhteydettomien kanssa Chomskyn hierarkiaan.

Logiikka: Ratkeamattomuus on laheisessa yhteydessa formaalista logiikasta
tuttuun epataydellisyyteen.

Tavoitteena on vetaa yhteen kurssin teemoja ja asettaa niita laajempaan

yhteyteen. Teknisiin yksityiskohtiin ei juuri Kiinniteta huomiota (eika niita
Kysyta kokeessa).
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Chomskyn hierarkia

Rajoittamaton kielioppi on nelikko G = (V, %X, R, S), missa

1.
2.
3.

4.

V' on aarellinen muuttujien joukko,
> on paatesymbolien joukko, jolla XNV = 0,

R on aarellinen joukko sdantdja muotoa u — v, missd u € (Z U V)T ja
ve(XZUV)*ja

S € V on lahtosymboli.

Tama laajentaa yhteydettomia kielioppeja siten, etta saannon u — v vasen
puoli v saa olla mika tahansa epatyhja merkkijono, ei pelkastaan yksi
muuttujasymboli.

Kuten yhteydettomien kielioppien tapauksessa, merkitsemme w=-w’, ja
sanomme etta w johtaa suoraan merkkijonon w’, jos voidaan Kkirjoittaa
w = zuy ja w = zvy, Missa (u — v) € R. JOS wog= w1 =...= Wy_1 = Whn,

sanomme etta wo johtaa merkkijonon w,, ja merkitsemme wq = Wy, .
Kieliopin tuottama kieli on L(G) = {w ex |53 w }
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Esimerkki 5.1: Kieli

A={a'b'c'|ieN}
tunnetusti ei ole yhteydeton. Se voidaan kuitenkin tuottaa
rajoittamattomalla kieliopilla

S — aAbc|abc|e
A — aAbC | abC
Cb — bC
Cc — cc,

missa on kaytetty samoja merkintakonventioita kuin yhteydettomille
kieliopeille.

Esim. merkkijonolle aaabbbccc saadaan johto

S=aAbc=aaAbCbc=-aaabCbCbc=-aaabCbb(Cc
= aaabbCbCc=-aaabbbCCc=aaabbbCcc=-aaabbbccc.

L]
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Kielioppien ja Turingin koneiden yhteys on seuraava.

Lause 5.2: Kieli on Turing-tunnistettava, jos ja vain jos jokin rajoittamaton
kielioppi tuottaa sen.

Todistushahmotelma: Kun on annettu rajoittamaton Kkielioppi G, kieli
L(G) voidaan luetella seuraavasti:

1. Kay lapi kaikki yhden pituiset johdot S = w; ja tulosta kaikki
paatemerkkijonot wy € 2-*.

2. Kay lapi kaikki kahden pituiset johdot S = w1 = w> ja tulosta kaikKi
paatemerkkijonot wo, € 2-*.

3. Kay lapi kaikki kolmen pituiset johdot S = w1 = w> = w3 ja tulosta kaikki
paatemerkkijonot wsz € >*.

Siis L(G) on Turing-tunnistettava (lause 3.9).
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Mielenkiintoisempi suunta on muodostaa annetulle Turingin koneelle
M — (Q) Za I_757 QOaC]accept,Qreject) klellOppl G — (V, Z7R7 S), .jO”a L(G) — L(M)

Perusidea on tulkita Turingin koneen tilanteet

ULUD . . . Up  V1VD . . . Up, w;,v; € Mg € Q,

merkkijonoiksi. Tata varten valitaan kieliopin muuttujiksi V =Q U (I — X),
jolloin tilanteet ovat suoraan aakkoston V U 2> merkkijonoja.

Turingin koneen laskennan esittamiseksi liitetaan kielioppiin saantoja
seuraavasti:

e Jos 6(r,a) = (s,b,R), lisataan saantd ra — bs.

e Jos §(r,a) = (s,b,L), lisatdaan saantd cra — scb kaikilla c € I".

Nyt Turingin koneen laskenta-askelta uqv - u'¢’v’ vastaa kieliopin suora johto

uqu = u'q'v’.

LLaskennan alun ja lopun vaatimat yksityiskohdat sivuutetaan (ks. esim.
Sudkamp: Languages and Machines, tai Laskennan teoria luennot). [
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Y hteydettomien kielioppien ohella toinen tarkea erikoistapaus on
yhteysherkat (context-sensitive) kieliopit. Tallaisessa Kkieliopissa kaikilla
saannodilla u — v pitaa olla |u| < |v|. Poikkeuksena sallitaan kuitenkin saanto
S — e edellyttaen, etta S ei esiinny minkaan saannon oikealla puolella. Kieli
A on yhteysherkka, jos A = L(G) jollain yhteysherkalla G.

Esimerkki 5.3: Yhteydettoman Kieliopin saannoissa v — v patee aina
lu| = 1. Poistamalla e-saannodt (kuten Chomskyn normaalimuodon
yhteydessa) yhteydeton kielioppi saadaan yhteysherkkaan muotoon. Siis
yhteydettomat kielet ovat yhteysherkkia.

Toisaalta esimerkki 5.1 itse asiassa osoittaa kielen {a‘bic’|i e N}
yhteysherkaksi. Siis kaikki yhteysherkat kielet eivat ole yhteydettomia. [

Nimitys " yhteysherkka” tulee siita, etta tallaisen kieliopin saannot voidaan
muuntaa muotoon zAy — xwy, Missd A€V, z,ye (VUuX) jawe (VuX)T.
Siis saantda A — w saadaan soveltaa vain " kontekstissa" = __ y.
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Lause 5.4: Yhteysherkat kielet ovat ratkeavia.

Todistushahmotelma: Erikoistapausta S = ¢ lukuunottamatta missa
tahansa yhteysherkan Kieliopin johdossa

S=wi=wr=...=w,

patee
1 <fwi| <fwo| <o < Hwnl.

Siis erityisesti jos kysytdan jostakin merkkijonosta w, pateekd S = w, niin
riittaa tarkastella johtoja, joiden valivaiheiden w; pituudet |w;| ovat
korkeintaan |w|. Koska tallaisia vdlivaiheita on adrellinen maara, voidaan
esim. kayda lapi kaikki niiden jarjestykset ja katsoa, muodostuuko laillinen
johto. [

Tarkemmin voidaan osoittaa, etta kieli on yhteysherkka, jos ja vain jos se
voidaan tunnistaa lineaarisesti rajoitetulla automaatilla (linear-bounded
automaton, LBA). Tallainen automaatti on epadeterministinen Turingin
kone, joka ei kayta nauhatilaa enempaa kuin syotteen pituuden verran, ts. ei
koskaan Kirjoita mitaan tyhjamerkin paalle.
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Yleisia, yhteysherkki

a, vyhteydettomia ja oikealle lineaarisia kielioppeja

kutsutaan vastaavasti tyypin 0, 1, 2 ja 3 kieliopeiksi. Saadaan seuraava

Chomskyn hierarkia:

tyvyppi kieli Kielioppi automaatti
0 tunnistettava rajoittamaton Turingin kone
1 yhteysherkka yhteysherkka lin. rajoitettu
2 yhteydeton yhteydeton pinoautom.
3 saannollinen  oikealle lineaarinen aarellinen autom.

(Oikealle lineaarista

Kieliopeista ks. harjoitus 6.) Ylempi taso sisaltaa myos

kaikkien alempien tasojen kielet. Lisaksi tiedamme, etta

e Kkaikki kielet eivat ole edes tunnistettavia,

e tasot ovat erillisia (esim. on olemassa yhteysherkkia ei-yhteydettomia

kielid) ja

e yvhteysherkat C ratkeavat C tunnistettavat.
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kaikki kielet

EQ+m ATm

tunnistettavat

ATm
ratkeavat
( \ . . . D) .
yhteysherkit Chomskyn hierarkia ja eraiden Kiel-
{aibidueN} ten sijainti sen suhteen
4 N

{ alb’ |ieN }
saanndlliset

[aien)

i yhteydettomat
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Laskettavuus ja logiikka

Matematiikassa ja logiikassa todistus on keskeinen kasite. Yleisesti todistus
on argumentti, jolla lukija vakuutetaan jonkin vaitteen patevyydesta.

Jotta todistukset todella olisivat vakuuttavia, niiden pitaa perustua
yhteisesti hyvaksyttyihin tasmallisiin saantoihin.

Airitapaus tismallisyydestd on formaali todistus. Talldin todistamisessa
sallitut saannot on kirjattu niin yksityiskohtaisesti, etta annetun todistuksen
oikeellisuus voidaan tarkistaa vaikka tietokoneella.

Taysin formaalit todistukset ovat yleensa hyvin hankalia. Kaytannon
matematiikassa tyydytaan miltei aina vahaisempaan tasmallisyyden
asteeseen. Formaaliin todistamiseen liittyvat kysymykset ovat kuitenkin
keskeisia matematiikan perusteiden tarkastelussa.

Tarkastelemme seuraavassa logiikan formalisointia laskettavuuden
nakokulmasta. Varoitus: yksityiskohdat sivuutetaan.
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Tyypillinen tapa formalisoida paattelya on maaritella aksioomia ja
paattelysaantoja.

Aksioomat ovat vaittamia, joita voidaan todistuksessa pitaa annettuina.
Tyypillinen esimerkki aksioomasta on

(Vz) (Vy) (V2) (((z = y) A (y = 2)) — (= = 2)),

joka esittaa yhtasuuruusrelaation transitiivisuuden.

Paattelysaannot esitetaan tyypillisesti muodossa

Y1, %n
¢

Tama saanto tarkoittaa, etta jos vaittamat «,...,¢, on jo saatu
todistetuksi, voidaan edelleen paatella ¢. Perusesimerkki
paattelysaanndosta on modus ponens

Y, Y—¢
5 .
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Vaittaman ¢ todistus annetuista aksioomista ja paattelysaanndista on jono
Y1, ...,%n, Missa

® Y = ¢ Ja
e kaikilla 1 <1 <n patee

— ); on aksiooma tai
— on olemassa paattelysaanto

01,...,0
Vi
.jO”a {917'“79]{:} g {¢17"'7¢i—1}-
Oletetaan jatkossa, etta aksioomien ja paattelysaantdjen joukot (sopivasti

koodattuna) ovat ratkeavia. Tama on edella esitetyn motivaation valossa
luonteva (mutta ei pakollinen) rajoitus.

Huomaa, etta aksioomia ja paattelysaantdja voi silti olla aareton maara.
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Jos aksioomien ja paattelysaantojen joukot ovat ratkeavia, myOs kaikkien
todistusten joukko

P={(Y1,...,Yn) | ¥1,...,9%, On todistus kaavalle 1, }
on selvasti ratkeava.

Tasta seuraa edelleen, etta todistuvien vaitteiden joukko

T = {<¢> ‘ on olemassa wla T awn—ly JOIIIa <¢17 v o 7¢n—17¢> S P}
on Turing-tunnistettava. Kieli T' voidaan luetella esim. seuraavasti:

1. Alusta n:= 1.

2. Etsi leksikografisessa jarjestyksessa ensimmainen ¢, jolla

<¢17'°'7¢n—17¢> E P
3. Tulosta (¢). Aseta ¥, ;= ¢ ja n:=n -+ 1. Palaa kohtaan 2.
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Sen sijaan todistuvien vaittamien joukko T’ ei valttamatta ole ratkeava.
Lyhyenkin vaittaman ¢ todistuksessa voi tarvita valivaiheina pitkia vaittamia
;. Talloin yllaoleva luettelija ei tuota kielta T' leksikografisessa
jarjestyksessa.

Onko T todella ratkeava vai ei riippuu siita, mita nimenomaisia aksioomia ja
paattelysaantdja tarkastellaan.

Esim. luonnollisten lukujen Peanon aksioomien tapauksessa 1’ ei ole
ratkeava.

Toisaalta jos jarjestelma on taydellinen (complete) ja ristiriidaton
(consistent), eli kaikilla ¢ patee joko (¢) € T tai (—¢) € T mutta ei
molemmat, niin T on ratkeava. Kysymys " pateekd (¢ ) € T voidaan nadet
ratkaista seuraavasti:

1. Simuloi edellaesitettya kielen T luettelijaa,
kunnes se tulostaisi (¢) tai (—¢).

2. Jos tulostettavana on (¢), niin hyvdksy.
Jos tulostettavana on (—¢), niin hylkaa.

(Asiat esitetadan tarkemmin kurssilla Matemaattinen logiikka.)
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Todetaan viela seuraava kokonaislukujen aritmetiikkaan liittyva keskeinen
ratkeamattomuustulos:

Lause 5.5: Ei ole olemassa algoritmia, joka ratkaisee, onko annetulla
kokonaislukukertoimisella polynomilla nollakohtia kokonaislukujen joukossa.
Ts. kieli

{{(p) | p(x1,...,z,) Oon kokonaislukukertoiminen polynomi
ja on olemassa az,...,a, € Z joilla p(a1,...,a,) =0}

ei ole ratkeava. U
Tasta seuraa yleisemmin, etta ei ole olemassa menetelmaa testata, onko
jokin kokonaislukuja koskeva vaittama tosi. Huomaa, etta tama on eri asia

kuin testata toteutuvuutta jossain formaalissa jarjestelmassa (esim. Peanon
aksioomat).
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Lopuksi
Kurssin sisaltoa voidaan tarkastella kahdesta nakokulmasta:

1. Perustiedot formaaleista kielista ja niiden tunnistamisesta; esim.

e Kkielen maaritteleminen aarellisen automaatin, saannollisen
lausekkeen tai yhteydettoman kieliopin avulla,

e em. formalismien valiset yhteydet,
e Turingin kone yleisena algoritmin mallina ja

e ratkeamattomuuden alkeet, kuten pysahtymisongelma.

2. Johdatus tietojenkasittelyteoriaan ja sen metodiikkaan; erityisesti
e matematiikan soveltaminen laskennan mallintamiseen ja

e Miten vaitteet perustellaan tasmallisesti.

Kaydaan lyhyesti lapi kurssin sisaltda talta kannalta.
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Saannolliset kielet

Kaytannossa tarkea tietaa:
e tilasiirtymakone laskennan mallina

e Saannolliset lausekkeet ja aarelliset automaatit

Teoreettisia ajatusmalleja:
e epadeterministinen laskenta
e mallien valiset konversiot (NFA — DFA)

e laskulaitteen ja kuvausformalismin ekvivalenssi (DFA vs.
saannodllinen lauseke)

e |luokan sulkeumaominaisuudet

e mahdottomuustodistukset (pumppausliemma)

Jatkoaiheita: aarellisen automaatin vleistykset; aarelliset automaatit
merkkijonoalgoritmeissa
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Y hteydettomat kielet

Kaytannossa tarkea tietaa:
e Kielen kuvaaminen kieliopilla

e jasentamisen peruskasitteet, erityisesti jasennyspuu

Teoreettisia ajatusmalleja: samat kuviot kuin saannollisilla kielilla, teknisesti
haastavammassa tilanteessa

Teknista:

e muunnos PDA — CFG ja yhteydettOmien kielten pumppaaminen
esimerkkeja hieman vaikeammista konstruktioista

e CYK-algoritmi ja taulukointitekniikka

Jatkoaiheita: sovellukset ohjelmointikielissa ja luonnollisessa kielessa
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Turingin koneet ja laskettavuus

Kaytannossa tarkea tietaa:
e Churchin-Turingin teesi; universaali Turingin kone

e ratkeamattomuuden kasite; pysahtymisongelma

Teoreettisia ajatusmalleja:
e palautustekniikka mahdottomuustodistuksissa

e Kielioppeihin liittyvat ratkeavuustulokset
Teknista: diagonalisointia tarvitsee, jos naiden asioiden parissa jatkaa

Jatkoaiheita: laskennan vaativuus; (matemaattinen) logiikka
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Muista antaa kurssipalaute!

— Loppu —
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