582206 Laskennan mallit (syksy 2006)
1. kurssikoe, ratkaisuja

1.

(a) Viite: Kieli A; ei ole séddnnollinen.

Todistus: Tehddin vastaoletus, ettéd kieli A; on sdinnollinen. Pumppauslemman nojalla
silld on pumppauspituus p. Olkoon s = bPH1cPHL. Siis s € Ay ja | s| > p, joten on olemassa
z,y,z € X*, joilla s = zyz ja

i. zy'z € Ay kaikilla 4,

ii. Jy|>0ja

ii. |ay| < p.
Siis 2y = b* jollain k, ja y = V! jollain [ > 0. Nyt zyyz = bPH 1Pt & A, ristiriita. O

Viite: Kieli A5 ei ole sdannollinen.

Todistus: Tehdiiin vastaoletus, ettii A, on sdfinndllinen. Siis my6s kieli Ay on siénnéllinen.
Todetaan, etté o o
Ay ={a't/cF |i=k}uU (S —a*b*c").

Koska kieli a*c* on sddnnollinen, edelleen kieli Ay Na*c* on sdannéllinen. Merkitiin B =
Ay Na*c* ja todetaan, ettéd
B={a"c"|neN}.

Koska kieli B on sdénnéllinen, silli on pumppauspituus p. Olkoon s = aPt1cPT!. Siis s € B
ja|s| > p, joten on olemassa xz,y,z € ¥*, joilla s = xyz ja

i. 29’z € B kaikilla i,

ii. |y|>0ja

ii. |zy| <p.
Siis 2y = ¥ jollain k, ja y = a' jollain [ > 0. Nyt azyyz = aPtT1cPt! & B; ristiriita. O

Kieli A3 on sddnnollinen. Se voidaan esittda saannolliselld lausekkeella a(aaaaa)*(aaa)*.
Epédeterministinen automaatti:

Kieli A3 on sddnnodllinen. Se voidaan esittdd sadnnolliselld lausekkeella X*¢X. Epadetermi-
nistinen automaatti:

a,b,c
O C a (&
(OO0

(b) Kieli A; voidaan tuottaa yhteydettomilla kieliopilla

S — XC|Y|AZ
X — aXb|e

Y — aYc¢|B

Z — bZc|e

A — dA|e

B — bB|e

C — cCle



ja kieli A4 yhteydettomélla kieliopilla

S — XcA
X — XAle
A — alb]e

2. Seuraava todistus mukailee luentojen lauseen 1.1 (Sipser Thm. 1.25) ajatusta.
Lause: Jos A ja B ovat sddnnollisid, niin myés AN B on.
Todistus: Oletetaan A = L(M;) ja B = L(Msy), missi M; = (Q1,%,01,q1,F1) ja

My = (Q2,%,02,q2, F») ovat deterministisia dérellisid automaatteja. Muodostetaan M =
(@Q,%,0,q0, F), jolla L(M) = AN B.
Valitaan

o Q=01 XQa,

* ¢ = (q1,q2) ja

o ['=Fy x Fy.

Siirtyméfunktio § maaritellaén siten, ettd §((q,q’),a) = (d1(g,a),d2(¢’, a)) kaikilla ¢ € @1, ¢’ €
Q2.
Kun ¢ € Q ja w € ¥*, niin olkoon §(q,w) € Q@ se tila, johon tilasta ¢ paddytdédn sycGtteel-

14 w. Méadritellidn vastaavasti 01 ja d2. Suoraviivainen induktio osoittaa, ettd §((q,q"), w) =
(51 (‘L ’UJ), 52 (q/a w)) Nyt

weLM) < §(q,q)w) €F
s (g1, q2),w) € Fy X Fy
pas Sl(ql,w) c ja 52(q2,w) c Iy
& we L(M) ja w € L(Ms)
& weANB.

0.
Vaihtoehtoinen todistus (hahmotelma): Todistetaan, ettd sadnnollisen kielen komplementti on

sddnnollinen. Todetaan, ettii AN B = AU B. Todistetaan siinnéllisten kielten yhdiste si4nnél-
liseksi kiyttamalla epadeterminististd automaattia (luennot lause 1.5; Sipser Thm. 1.45).

3. Ensimmédisen vaiheen tuloksena saadaan epideterministinen automaatti




missé jatkoa ajatellen tilat on nimetty A,..., H. Determinisointi antaa tulokseksi

missé on jétetty pois saavuttamattomissa olevat tilat.

4. Lisdtaddn alku- ja lopputila ja numeroidaan tilat. Tyhja joukko -siirtymét on jétetty merkitse-
matta:

c a,b,c

a
2 1

b b

[

Eliminoidaan tilat numerojérjestyksessa:




5.

PAGS

b b
bc*bUc

T 5

N

\

1

L’ -~ ca*(bc*b U c) /

\ Q
a*(be*bU c)(ca*(bc*bUc))* *(bc*b U c)
() ©
Siis automaatti tunnistaa kielen a*(bc*b U ¢)(ca*(bc*b U ¢))

(a)

Olkoon Vi (w) merkkijonon w viimeiset k& merkkié:
Vi(w) = w jos |w| <k
Vie(w) = wWp—gg1...wy jos w = wy ... w, missi n > k.
Nyt A C ¥* on lopusta méiriytyvi, jos jollain k& € N on olemassa sellainen B C ¥F, etti
w € A, jos ja vain jos Vi (w) € B.
Olkoon A lopusta méédriytyvé ja B kuten edelld. Jaetaan B kahteen osaan B_ ja B, , missi
B_. = {veB||v|<k}
B, = {veB||v|>k}.
Nyt w € A, jos ja vain jos Vi(w) € B, jos ja vain jos joko w € B_ tai w = wv missd v € B
jau e X*. Siis A= B_U(X*oB,). Koska B_ ja By ovat adrellisid ja siis sdannollisia, niin
A on sdannollinen.
Olkoon A; lopusta madrdytyva ja ki ja By sellaiset, ettd w € Ay, jos ja vain jos Vi, (w) € By;
vastaavasti As, ko ja Bs. Yleisyyttd rajoittamatta voidaan olettaa ki > ky. Olkoon B}
niiden merkkijonojen Vi, (v) joukko, joilla Vj, (v) € Ba. Nyt
weAUA & Vi, (w)eB; tai Vi, (w) € By
& Vi, (w)e By tai Vi, (w) € B,

joten A; U Ay on lopusta méardytyva.

Aakkoston ¥ = {0,1} kielet 47 = X*0 ja Ay = X*1 ovat selvisti lopusta madraytyvia.
Kieli A = A o As el ole lopusta madraytyva. Milla tahansa k voidaan néet valita sellaiset
z,y € X* etti o € A, y & A, mutta Vi(z) = Vi(y); esim. z = 01% ja y = 17+1,



