582206 Laskennan mallit (syksy 2006)
2. kurssikoe, ratkaisuja

1.

(a)
(b)

Viite on epdtosi. Olkoon C' mikd tahansa yhteydetdn ei-sddnndllinen kieli, esim. C' =
{a"b" |[ne N}, ja R=%* Nyt RNC = C, joka ei ole sdénnollinen.

Viite on tosi. Jos R on sddnndllinen ja C' yhteydetdn, on olemassa adérellinen automaatti
M = (Qur, 2, 001, qur, Far) ja pinoautomaatti P = (Qp, %, T, 0p, qp, Fp), joilla R = L(M)
ja C = L(P). Kieli RN C voidaan tunnistaa pinoautomaatilla, jonka tilajoukkona on
Qp X Q. Siirtyméfunktio ¢ mééritellddn siten, ettd jos dp(r1,a,x) = (s1,y) ja oar(re, a) =
s9 jollain @ € X, niin 6((r1,72),a,x) = ((s1, $2),y). Liséksi jos dp(ri,e,2) = (s1,y), niin
0((r1,7m2),e,2) = ((s1,7r2),y) kaikilla ro € Qps. Hyviksyvien tilojen joukoksi valitaan F' =
Qr X Qum.

Viite on epdtosi. Tieddmme, ettd yhteydettomien kielten joukko ei ole suljettu komplemen-
tin suhteen. Siis on olemassa yhteydetdn kieli C, jolla C ei ole yhteydetén. Kun valitaan
R = ¥*, niin R — C = C, joka ei ole yhteydeton.

Viite on tosi. Jos R on sdinnéllinen, niin myds R on. Siis C — R = C'N R on yhteydetén
kohdan (b) nojalla.

Ideana on muodostaa joukko P C V, joka siséltdd ne muuttujat B, joilla B = udv joillain
u,v € (VUX)*. Tama voidaan tehdd seuraavasti:
e Alusta joukkoon P kaikki ne muuttujat B, joilla (B — uAv) € R joillain u, v.
e Toista, kunnes P ei endd muutu:
Kay lapi kaikki sddnnot (B — w) € R. Jos voidaan kirjoittaa w = uCv, missé
C € P, niin aseta P:= PU{B}.
Nyt A uusii itsensé, jos ja vain jos A € P.
Jos jossain jdsennyspuussa muuttuja A esiintyy kaksi kertaa jollain juuresta lehteen joh-
tavalla polulla, niin A uusii itsensé. Siis jos itsensd uusivia muuttujia ei ole, niin juuresta
lehteen johtavalla polulla on korkeintaan |V| + 1 solmua (|V| eri muuttujaa ja yksi paite-
symboli). Talloin puun lehtien méérd on korkeintaan bVl missi b on solmun suurin mahdol-
linen lasten lukumééara eli suurin minkéan sdinnon oikeana puolena esiintyvin merkkijonon
pituus. Koska siis kielen siséltdmien merkkijonojen pituudella on &é&rellinen yliraja, kieli
on ddrellinen.

Kieli voi olla dérellinen, vaikka siind olisi itsensé uusivia muuttujia. TAméa voi johtua kah-
desta eri syysta:

i. Ttsensi uusiva muuttuja A on sellainen, etti S = uAv ei pide milliin u, v € (VUX)*.
Esimerkki:

S — a
A — adale.

ii. Ttsensd uusiva muuttuja A on sellainen, ettd A = wAv vain sellaisilla u, v € (Vux)*,
ettd ei pide u = = ja v = y joillain x,y € X*. Esimerkki:

S — alA
A — BAB]|e.



3. Seuraava automaatti on saatu soveltamalla luennoilla esitettyd muunnosta:
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4. Lause: Kieli A on ratkeava, jos ja vain jos sekii A ettii A ovat Turing-tunnistettavia.

Todistus: "=": Olkoon A ratkeava. T#lloin myds A on ratkeava. Siis A ja A ovat Turing-
tunnistettavia.

"< Olkoot A ja A Turing-tunnistettavia. Oletetaan A = L(M;) ja A = L(Ms) joillain Turingin
koneilla M; ja Ms,. Nyt A voidaan ratkaista Turingin koneella M, joka syGtteelld w toimii
seuraavasti:

Simuloi koneita M; ja Ms rinnakkain syotteelld w, kunnes toinen niistd pysahtyy. Jos
M hyviksyi tai My hylkési, niin hyvdksy. Jos M7 hylkési tai Mo hyviksyi, niin hylkdd.

Jos w € A, niin M7 hyviksyy w:n mutta M, ei hyviksy, joten M hyviksyy. Jos w ¢ A, niin My
hyvaksyy w:n mutta M; ei hyviksy, joten M hylkda. O

(Vaihtoehtoinen todistus on esitetty harjoituksen 10 tehtévéssa 8.)

(a) Ongelmaa ei voi ratkaista.

Annettu ongelma on oleellisesti "Java-kielen hyviksymisongelma”. Churchin-Turingin tee-
sin perusteella uskomme, ja tunnettujen laskentamallien ekvivalenssitulosten avulla voidaan
tarkemmin perustella, ettid Java-kielella voidaan esittdd tasan samat algoritmit kuin Turin-
gin koneella. Koska Turingin koneen hyviksymisongelma on ratkeamaton, myds Java-kielen
hyviksymisongelma on ratkeamaton, eiki sitd erityisesti voida ratkaista Java-kielella

Esitetddn edellinen péittely hieman tasmiéllisemmin. Tehddin vastaoletus, ettd haluttu
Java-kielinen ohjelma on olemassa; merkitdén sitd P:l14.

Jos on annettu Turingin kone M, voidaan helposti muodostaa Java-funktio py;, jolla kaikilla
merkkijonoilla w pitee

e py(w) palauttaa 1, jos M hyviksyy syStteen w,
e py(w) palauttaa 0, jos M hylkdd sy6tteen w ja
e py(w) jad silmukkaan, jos M j&4 silmukkaan syotteelld w.

Merkitain @:lla Turingin konetta, joka syotteelld ( M, w ) toimii seuraavasti:

i. Muodosta Turingin koneesta M edelld esitetty Java-funktio py.



ii. Simuloi Java-ohjelmaa P syotteelld (w, pas). Jos P tulostaisi "ky118”, niin hyvdksy. Jos
P tulostaisi ”ei”, niin hylkdd.

Ohjelmasta P ja funktiosta pys tehtyjen oletusten perusteella @ hyviksyy sy6tteen ( M, w ),
jos w € L(M), ja hylkdd, jos w ¢ L(M). Siis @ ratkaisee Turingin koneen hyvéksymison-
gelman, mikd on mahdotonta. Vastaoletuksen, ettd ohjelma P on olemassa, tiytyy olla
vaara.
(Kaytannossd Java-tulkin esittdminen Turingin koneena voisi olla melko ty6lasta. Esitetty
argumentti kuitenkin toivottavasti vakuuttaa lukijan, ettd ehdotettu ohjelmointitehtiva ei
ole realistinen.)

Tehtévaa ei ole mahdollista ratkaista.

Esitetty algoritminen ongelma on ekvivalenttia sen kanssa, ettd pitéisi ratkaista Turingin
koneella kieli

A={(R,M) | R on sdénnollinen lauseke ja M Turingin kone, joilla L(R) = L(M) } .

(Siirtymét Turingin koneiden ja Java-ohjelmien vililld voidaan tehdi kuten kohdassa (a).)
Tehd&dan vastaoletus, ettd kieli A on ratkeava. Nyt Turingin koneen hyviksymisongelma
voidaan ratkaista Turingin koneella @, joka syGtteelld ( M, w) toimii seuraavasti:

i. Muodosta kone M, joka syotteelld = toimii seuraavasti:
Jos x # w, niin hylkdd. Muuten simuloi konetta M syttteelld w ja hyviksy ja
hylkda simulaation mukaan.
ii. Olkoon R, sddnnoéllinen lauseke, joka esittdd yhdestd merkkijonosta koostuvaa kielta
{w}.
iii. Jos ( Ry, My) € A, niin hyvdksy; muuten hylkdd.
Siis L(R,,) = {w }. Toisaalta L(M;) = {w }, jos w € L(M), ja L(My) =0, jos w & L(M).
Siis ( Ry, M7 ) € A, jos ja vain jos w € L(M), joten Q ratkaisee Turingin koneen hyviksy-
misongelman, kuten véitettiin. TAma on kuitenkin mahdotonta, joten vastaoletuksen kielen
A ratkeavuudesta pitda olla vAara.



