582206 L askennan mallit (syksy 2007)
2. kurssikoe 10.12., ratkaisuja

1.

(a) KieliA; = {a"b™ | n > 0} voidaan tuottaa yhteydettomalla kieliopilla
S — aSb|e.

(b) Kieli A5 koostuu merkkijonoista, joiden pituus on tasan jaollineiniella. Kieli voidaan tuottaa
yhteydettomalla kieliopilla

S — XXXS|e
X — alb]ec

(c) Kieli A3 = {a™mb™*"c™ | m,n > 0} voidaan tuottaa yhteydettomalla kieliopilla

S — XSY|e
X — aXb|e
Y — bYc]e.

(d) Kieli A4 koostuu merkkijonoista, joissa a-merkkeja on tasan yhtaten&uin b- ja c-merkkeja
yhteensa. Kieli voidaan tuottaa yhteydettomalla kiellapi

S — XSY|YSX|SS|e
X — a
Y — bjec

Arvostelu: Kustakin kohdasta on voinut saada 2 pistetta. Pienistéigitdh on vahennetty 0,5 pistetta,
isoista enemman.

. Kieli B muodostuu kaikista aakkostdm, b, ¢ } merkkijonoista, joissa a-merkkejé on ainakin yhtéd monta

kuin b- ja c-merkkeja yhteensa.

Lause: Kieli B ei ole sdanndéllinen.

Todistus: Tehdaan vastaoletus, etta kiglion sdanndllinen. Talldin silla on pumppauspityus
Valitaans = aPb?. Koska|s| > p, voidaan kirjoittaas = xyz, missa

(@) zy'z € B kaikillai € N
(b) [y| > 0ja
© lzyl <p.

Ehdon (c) perusteellay = a™ jollain n < p, ja sisy = a™ jollain m < n. Siiszz = aP~™bP,
Ehdon (b) perusteellar > 0, jotenp — m < pjaxzz ¢ B. Tama on ristiriita ehdon (i) kanssa arvolla
1=1.0

Vaihtoehtoinen todistus (ilman pumppauslemmaafarkastellaan mielivaltaista aarellistd automaattia
M. Olkoon automaatin tilojen lukuméaéata Olkoot qq, . . . , ¢ ne tilat, joiden kautta automaatti kulkee
syotteelléa”. Siis automaatissa on siirtymét

a a a a a
g — q1 — 42 — ... 7 (k-1 — (gk-

Koska eri tiloja onk kappaletta, jonossgy, - . ., gx) esiintyy ainakin yksi tilag véhintdan kahdessa
paikassa. Olkoon siig; = ¢; = ¢, misséi # j. Olkoon ¢’ tila, johon automaatti paatyy tilasta
syétteellab?. Koskag = ¢; = ¢, alkutilastag, paadytaan tilaap seka syotteella’ etta syétteella’.
Siis tilaang’ paadytadn seka syotteelléd’ etta syodtteella’b?. Josq’ on hyvaksyva tila)M hyvéaksyy



merkkijonona’b?, joka ei kuulu kieleerB. Josq’ ei ole hyvaksyva tila)/ ei hyvéaksy merkkijonoa’b?,
joka kuuluu kieleen3. Siis kummassakaan tapauksessai tunnista kieltaB.

Olemme siis todenneet, etta mikaan aarellinen automaati tunnista kieltds. O

Arvostelu: Tyypillisin virhe oli, etta oli yritetty soveltaa pumppdesimaa, mutta lemman perusrakenne
oli tulkittu jotenkin vaarin (esim. vaadittu, etta ehtoj@)—(c) pitaisi patesaikille tavoille jakaas osiin
x, y ja z). Tallaisesta yrityksesta on saanut 1-2 pistetta, jod $iutenkin on oikeita elementteja.

3. Seuraava pinoautomaatti tunnistaa tehtavassa 2 esiieten B:

g,e— A
a,A— A
2,$§ — 8§ a,B—¢
b,A — ¢
m 5’5—)$ C,A—)€
e, A—e
b,B—B e,$—¢
¢,B—B
b.$ —§ g,e—B
c,$—$

Pinossa pidetaan kirjaa luettujen a-merkkien ja luettbjga c-merkkien erotuksesta. Jokainen A pinos-
sa vastaa yhté luettua a-merkkid, jokainen B yht& b- tai dkkig. Jos luetaan a, niin pinosta eliminoituu
yksi B (jos sellaisia on) tai sinne viedaan yksi A. Jos lupthdai c, niin pinosta eliminoituu yksi A (jos
sellaisia on) tai sinne viedaan yksi B. Hyvaksyminen tapahjos sydtteen loppuessa pino on tyhja tai
sisaltaa vain A-merkkeja.

Arvostelu: 1 piste pinoautomaatista, joka tekee jotain asiaan lit#yv

2 pistetta ratkaisusta, jossa ollaan oikeilla jaljilla, ttadogiikassa on jokin ratkaiseva puute; tahan luok-
kaan on myds laskettu ratkaisut, joissa tunnistettava d&ieymmaéarretty vaarin (tyypillisesti vaatimalla,
etta a-merkkien pitaisi olla ennen b- ja c-merkkeja)

3 pistettd suunnilleen oikeasta ratkaisusta, jossa Kiitean yksi paha tai pari pienempaa virhetta; eri-
tyisesti tdhan luokkaan tuli sellaisia ratkaisuja, joisb&aytetty epadeterminismid huolimattomasti niin,
ettéd automaatti hyvaksyy kaikki a-merkkiin paattyvat nkéidnot.

4. Turingin koneen pysahtymisongelma on kieli
HALT v = { (M,w) | M on Turingin kone, joka pysahtyy syotteell&} .

Tass& M, w ) on koodi, joka esittdd Turingin koneéd ja merkkijononw muodostaman parin sopivasti
valitussa aakkostossa. Siis kieleHnl LT\ kuuluu sopivasti koodattuna jokaiselle Turingin koneelle
M pari (M, w) kaikille niille sybtteillew, joilla M pysahtyy. KieliHA LTty on Turing-tunnistettava,
mutta ei ratkeava.

Normaaleilla yleiskayttoisilla ohjelmointikielilla turetusti voidaan esittda samat asiat kuin Turingin ko-
neilla. Turingin koneiden pyséhtymisongelman ratkeaomatiudesta siis seuraa, etté esim. Java-kielen
pysahtymisongelma

HALT jove = { ( P,w) | P on Java-ohjelma, joka pysahtyy syotteelid



ei ole ratkeva Turingin koneella. Tasta edelleen seur& /Bt LT ;... €i ole ratkeava Java-kielella. Siis
ei ole olemassa esim. Java-kielistéa ohjelmaa, joka lukéttegna Java-ohjelmah ja merkkijononw ja
palauttaa 1 jog syotteelldw pysahtyy, ja palauttaa 0 jd3 syotteell&w ei pysahdy.

Koska pysahtymisongelma on kuitenkin Turing-tunnistetfaon mahdollista laatia Java-ohjelma, joka
lukee syotteena Java-ohjelmahja merkkijononw ja palauttaa 1 jos® syotteellaw pyséahtyy, ja jaa
silmukkaan josP syotteellaw ei pysahdy. (Tietysti tieddmme muutenkin, etta taméa on rokiikth,
koska Javalla voidaan kirjoittaa Java-tulkki.)

Arvostelu: Periaatteessa on annettu 2 pistettd ongelman maaritelsittinmasesta, 2 pistetta sen ratkea-
mattomuuden ja tunnistettavuuden toteamisesta ja 2 tgistetirauksien selittimisesta ohjelmointikielil-
le. Arvostelu on kuitenkin tehty melko kokonaisvaltaisgst pysahtymisongelman toteamisesta ratkea-
mattomaksi on saanut vain yhden pisteen, jos muun tekstirsfgzlla ei ole syyta olettaa, opiskelijan
ollenkaan ymmarténeen, mité "pyséhtymisongelma” tak&atmattomuus” tarkoittaa.

Vastauksissa esiintyi monenlaisia kasitteellisia sekaksia, joista on syytd huomata esim. seuraavaa:

e "Pysahtymisongelma” on tosiaan yllaesitetty kifld LTy, tai vdhemman formaalisti laskennal-
linen ongelma
Annettu: Turin%in koneM, merkkijonow
Kysymys. pysahtyykoM syotteellaw.
Siis "pysahtymisongelma” ei viittaa siihen kenties ongalliselta tuntuvaan asiantilaan, etta tama
laskennallinen ongelma on ratkeamaton.

e Pysahtymisongelman ratkeamattomuuden soveltaminen daiva-kieleen ei edellyta Churchin-
Turingin teesia, silla voimme kylla nahda kiistattomakbltftuullisten yksinkertaistusten jalkeen),
ettd Java ja Turingin koneet ovat yhta laskentavoimaisiar€hin-Turingin teesi tassa yhteydes-
sa vaittaa, etta millaan muullakaan mahdollisesti tukvadlessa keksittavalla laskentalaitteella ei
voida ratkaista pysahtymisongelmaa (sen paremmin Turikgneille kuin Javalle).

e Kieli on joukko merkkijonoja; silla ei ole mitdén syodtetta, seysghdy jne.; kieli voi olla ratkeava
tai ratkeamaton (tai sdanndllinen jne.)

e Turingin kone on laskentalaite, joka voi saada syotteen ja pysahtyd;de eatkeava tai ratkeama-
ton.

e Sen paremmin mik&an kieli kuin Turingin konekaan ei oleKeaiva syotteelléd” tms.



