Vaihtoehtoinen tulkinta pumppausiemmalle

Ajatellaan tilanne pelina, jonka osapuolina ovat Todistaja ja Vastustaja.

Todistaja yrittaa todistaa annetun kielen L ei-saannolliseksi osoittamalla,
etta silla ei ole pumppausominaisuutta. Vastustaja yrittaa kumota taman
yrityksen.

Jos Todistaja voittaa pelin, kieli ei ole saanndllinen.

Jos Vastustaja voittaa, kysymys jaa auki: Kieli voi olla saannollinen tai
ei-saanndllinen. (Myos ei-saanndllisella kielella saattaa olla
pumppausominaisuus.)

Koska pumppauslemmalla yleensa yritamme todistaa kielen ei-saannolliseksi,
toivomme, etta Todistaja voittaa. Pelin taytyy silti olla reilua ja
Vastustajalle pitaa antaa sille kuuluvat mahdollisuudet, etta johtopaatokset
pelin lopputuloksesta olisivat perusteltuja.



Tiivistelma pelin kulusta

1. Vastustaja valitsee luvun p, jota vaittaa kielen L pumppauspituudeksi.
2. Todistaja valitsee kielesta L merkkijonon s, jonka pituus on vahintaan p.

3. Vastustaja valitsee merkkijonon s jaon kolmeen osaan z, y ja z, joilla
Siis s = xyz.

4. Jos nyt on voimassa pumppausehdot
(a) zy'z € L kaikilla i € N
(b) [y| >0 ja
(€) |zy| <p,
niin Vastustaja voitti. Muuten Todistaja voitti.

Kaymme nyt taman lapi yksityiskohtaisemmin.



Peli alkaa silla, etta Todistaja haastaa Vastustajan ilmoittamaan Kielen
pumppauspituuden.

Ajattelemme tassa, etta pelaajat Todistaja ja Vastustaja ovat kaikkitietavia
ja yrittavat (mahdollisesti vilpillisesti) saada ulkopuolisen tarkkailijan
vakuuttuneeksi oman vaitteensa oikeellisuudesta.

Siis erityisesti jos kieli on saannollinen, Vastustaja tietaa esim. mika DFA
sen tunnistaa, ja voi antaa pumppauspituudeksi p kyseisen DFA:n tilojen
lukumaaran. Pumppauslemman todistuksesta tiedamme, etta tama p todella
on Kielen pumppauspituus, joten Todistaja pakosta haviaa kaikki yrityksensa.

Jos kieli ei ole saanndllinen, Vastustajan pitaa valehdella ja vaittaa jotain
lukua p pumppauspituudeksi. Todistajan tehtava on paljastaa tama valhe.



Mielenkiintoinen tapaus on siis se, jossa kieli ei ole pumpattavissa ja
Vastustajan vaittama pumppauspituus p pitaa osoittaa valheelliseksi.

Pumppauspituuden maaritelman mukaan Vastustaja siis vaittaa, etta mika
tahansa s voidaan jakaa sopiviin osiin z, y ja z, kunhan ehdot s € L ja |s| > p

patevat.

Todistajan riittaa siis osoittaa yksikin ehdot tayttava s, jolle sopivaa jakoa
s = xyz ei l0oydy. Valinnassaan todistaja voi tietysti kayttaa hyvakseen paitsi
tarkasteltavan kielen L erityispiirteita myos sita, etta Vastustaja on jo
kiinnittanyt vaitetyn pumppauspituuden p.



Kun Todistaja on kiinnittanyt merkkijonon s, on Vastustajan vuoro valita x,
y jJa z, minka jalkeen pelin lopputulos selviaa.

Huomaa, etta Vastustajan riittaa puolestaan osoittaa Todistajan
valitsemalle s yksikin ehdot tayttava jako s = zyz.

Todistajan pitaa siis valita s siten, etta mikaan mahdollinen jako s = zyz ei
toteuta ehtoja. Kun haluamme osoittaa, etta Todistaja voittaa, meidan on
Siis tarkasteltava kaikkia mahdollisia jakoja ja osoitettava, etta mikaan niista
ei toteuta ehtoja.

Jos Todistaja saisi valita myos jaon, hanen tehtavansa olisi lilan helppo ja
han voittaisi pelin kaytannossa aina, oli kieli saannollinen tai ei.



Yhteenveto pelista

Vastustaja valitsee luvun p.
Todistaja valitsee merkkijonon s € L, jolla |s| > p.

Vastustaja valitsee jaon s = xyz.

L

Jos nyt on voimassa pumppausehdot
(a) xy'z € L kaikilla 1 € N
(b) |y| >0 ja

(©) |zyl <p,

niin VVastustaja voitti. Muuten Todistaja voitti.

Pumppauslemman nojalla jos L on saannollinen, niin VVastustajalla on
voittostrategia (ts. oikein pelaamalla han voittaa aina).

Siis jos Todistajalla onkin voittostrategia, Kieli ei ole saannollinen.

On myo0s mahdollista, etta kieli ei ole saannollinen, mutta Vastustajalla
sattuu silti olemaan voittostrategia. Talloin tama lahestymistapa ei toimi
kielen ei-saannollisyyden todistamiseksi.



