Luennolla esitettiin kysymys, ovatko kaikki ei-rekursiiviset kielet NP-
kovia. Tietysti jos P = NP, niin vastaus on kylld, koska harjoitustehti-
vin 8.2(a) mukaan kaikki muut kielet kuin () ja ¥* ovat télloin NP-kovia.
Kysymys on siis kiinnostava vain, jos oletetaan, ettd P % NP.

Jos P # NP, niin ei itse asiassa ole mitdédn erityistd syytad olettaa, ettd
kaikki ratkeamattomat ongelmat olisivat NP-kovia. Merkinnin A <P B”
lukeminen ” B on ainakin yhtéd vaikea kuin A”, mitd luennoilla on tullut kay-
tetyksi, on sikdli harhaanjohtava, ettd ongelmien vaikeudet eivit asetu mil-
lekddn taysin jarjestetylle asteikolle. Jos esim. A on NP-tdydellinen ja B
ratkeamaton, voidaan perustellusti sanoa, ettd B on vaikeampi kuin A. Tas-
td el kuitenkaan millddn ilmeiselld tavalla seuraa A <P B, silld B voi olla
eri tavalla vaikea” kuin A. Osoitamme nyt diagonalisointikonstruktiolla, etté
tosiaan voi olla A £P B.

Merkitadn funktion f:¥* — 3* arvojoukkoa Ran(f) = { f(w) | w € £* }.
Todetaan ensin, ettd yleisyyttd rajoittamatta voidaan palautuksissa olet-
taa palautusfunktion arvojoukko darettoméksi. Olkoon nimittdin f palautus
A <P B milld tahansa A ja B. Selvisti sama f on myos palautus A <P B’
missd B’ = BNRan(f). Jos Ran(f) on dérellinen, niin my6s B’ on dérellinen.
Talloin erityisesti B’ € P, ja siis myts A € P.

Siis jos f on palautus A <P B, missd A ¢ P, niin Ran(f) on d4reton.

Oletetaan nyt P # NP, ja valitaan jokin A € NP — P (esim. A = SAT).
Olkoon nyt (fi, fa,...) jono, joka sisaltaa jossain jarjestyksessa kaikki poly-
nomisessa ajassa laskettavat funktiot f;, joilla Ran(f) on &édretén. Huomaa,
ettd oletettavasti tatd jonoa ei voida tuottaa mitenkdin algoritmisesti, mutta
silld ei ole jatkossa vilid. Edelld esitetyn perusteella A <P B, jos ja vain jos
fi on palautus A <P B jollain 7 > 1.

Tarkastellaan ensin, miten diagonalisoimalla muodostetaan B, jolla ta-
mi ei pidde. Emme vield tdssd vaiheessa huolehdi konstruoitavan kielen B
rekursiivisuudesta.

Maéritelladn induktiivisesti jono joukkoja Cy € C; C Cy C ..., missd
| C; | = i. Aluksi siis asetetaan Cy = (). Vaiheessa i valitaan alkioksi v; joukon
Ran(f;) — C;_1 leksikografisesti ensimméinen alkio. Koska C;_; on aéirellinen
ja Ran(f;) on d4reton, téllainen on aina olemassa. Valitaan lisdksi jokin u; €
E*, jolla fz(ul) = ;.

Joukoksi B valitaan nyt

Siis jos u; ¢ A, niin f;(u;) = v; € B. Toisaalta v; # v; kun @ # j, joten
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jos u; € A, niin f;(u;) = v; ¢ B. Taten u; € A, jos ja vain jos fi(u;) ¢ B,
joten erityisesti f; ei ole palautus A <P B. Koska timéi pétee kaikilla 7, niin
A L0 B.

Intuitiivisesti ei tuntuisi olevan syyté olettaa, ettd edelld konstruoitu B
olisi rekursiivinen. Joukon B ei-rekursiivisuutta voi kuitenkin olla vaikea to-
distaa. Teemme siksi konstruktion uudelleen, ja lisidmme siihen toisen diago-
nalisaation, joka varmistaa ei-rekursiivisuuden. Tat4 jalkimmaistd diagonali-
saatiota varten olkoon (M, Ms, . ..) jono, joka sisaltdd kaikki Turingin koneet
jossain jarjestyksessd (esim. M; = M, luennoilla esitetyn indeksoinnin mu-
kaan, missd w; on aakkoston {0,1}" merkkijono numero i leksikografisessa
jarjestyksessi).

Maaritelladn taas induktiivisesti jono dérellisid joukkoja Cy C C C Oy C
.... Taas Cy = (). Vaiheessa i valitaan ensin joukosta Ran(f;) — C;_ 1 leksi-
kografisesti ensimmainen alkio v;, ja lisaksi jokin u;, jolla f(u;) = v;. Lisdksi
otetaan joukosta ¥* alkiota v; leksikografisesti seuraava alkio ja merkitdan
sitd z;. Joukkoon C; tulee nyt joukon ¥* leksikografisesti ensimmaiset alkiot
alkioon z; asti (tdmé& mukaanlukien).

Joukko B maéiritellidn nyt seuraavasti:

[ UiGB,jOSUigA,
e 1; € B, jos x; & L(M,), ja
e joukkoon B ei tule muita alkioita.

Jalleen u; € A, jos ja vain jos v; = f;(u;) € B, joten ei ole olemassa polyno-
mista palautusta A <P B. Lisdksi v; € B, jos ja vain jos v; & L(M;), joten B
ei ole L(M;) milldé4n i, ja siis B ei ole rekursiivinen (eikd edes rekursiivisesti
lueteltava).



