582421 Satunnaisalgoritmit (syksy 2005)
1. vilikoe 17.10., ratkaisuja (JK)
1. Harjoituskerran 2 tehtavi 2 (ja kurssikirjan tehtiva 2.16).

Arvostelu: Kumpikin kohta 4 pistettd. Kohdassa (a) tdydet pisteet edellyttivit selityksid siita,
mistéd eri todennédkoisyydet ja odotusarvot tulevat; pelkkd kaavojen luettelu ei riitd. Kohdas-
sa (b) sai yhden pisteen oikeasta ideasta (jaetaan heittojono lohkoihin), toisen pisteen kysytyn
todennékoisyyden tarkasta lausekkeesta ja loput pisteet timén arvioinnista.

2. Kurssikirja, sivut 64 ja 66.

Arvostelu: Kumpikin kohta 4 pistettd. Arvostelussa on kiinnitetty huomiota perusidean li-
siksi my0s todistuksen tdsméillisyyteen. Tyypillinen virhe kohdassa (b) oli tehda kaksi toisensa
kumoavaa merkkivirhettd, mistd on vihennetty yksi piste.

3. Olkoon X; lokeroon i tulevien pallojen lukumiaird (kun myos ylivuotaneet pallot lasketaan
normaalisti). Merkitddn Z; = 1, jos X; > 2, ja Z; = 0 muuten. Siis Z = > | Z;.

(a) Koska X; noudattaa kullakin ¢ binomijakaumaa parametreilla n ja 1/n, saadaan

Suurilla n voidaan approksimoida (1 — 1/n)" ~ e~! ja 5bn/2 — 1 ~ 5n/2, jolloin saadaan
5
E|Z]| ~ 1-——.
Z)mn(1-5)

(b) Olkoot Y;, 7 =1,...,n, toisistaan riippumattomia Poisson(1)-muuttujia. Merkitdén Z, = 1,
jos Y; > 2, ja Z] = 0 muuten, ja m#iritellddn Z’' = "7 | Z!. Satunnaismuuttuja Z’ on siis
Poisson-approksimaatio satunnaismuuttujalle Z.

(T&m4 on noin 0,08n.)

Poisson-jakauman méaaritelméstd ndhdaan, etta

Pr(Z, =0)=Pr(Y; =0) + Pr(Y; = 1) + Pr(Y; = 2) = e* 10+11+12 >
T . = = Pr ;= T ;= T ;= = —_— —_— _— = —.
' ' ! ! o1 2 2e

Siis Z' noudattaa binomijakaumaa parametrein n ja 1 —5/2e. Perusidea on rajata Pr(Z' <
$E[Z']) kiyttamalls Chernoffin rajaa ja sitten kiyttds tunnettuja Poisson-approksimaation
tarkkuutta koskevia tuloksia.

Jotta padstdidn soveltamaan kirjan lausetta 5.10, pitda maaritelld sopiva f. Olkoon A koh-
dassa (a) laskettu tarkka odotusarvo E[Z]. Asetetaan f(zi,...,z,) = 1, jos ehto z; > 3



patee alle A/2 eri indeksilla i € {1,...,n }; muuten f(z1,...,2,) = 0. Timin miirittelyn
motivaatio on, ettd nyt

E[f(X1,...,Xn)] =Pr(Z < A/2) = Px(Z < LE[Z))
g E[f(Y1,...,Y,)] =Pr(Z' < A)2).

Koska selvasti E[f(X1,...,X,)] pienenee, jos pallojen lukumiirids kasvatetaan, kirjan
lauseen 5.10 ehdot ovat voimassa, ja

Pr(Z < LE[Z]) = Blf (X1, ..., X,)] < 2B[f(V1,..., V)] = 2Pr(Z' < LA).

Jos halutaan olla tarkkoja, todennikoisyyden Pr(Z’ < A/2) arvioimisessa pitii vield ottaa
huomioon, ettd A = E[Z] ei ole tdsmélleen sama kuin n(1—5/2e) = E[Z'], vaan ainoastaan
lihestyy tatd raja-arvona. Olkoon ng sellainen, ettd A < %E[Z’ ], kun n > ng. Téllgin kun
n > ng, patee

Pr(Z < $E[Z]) <2Pr(Z' < $A) <2Pr(Z' < 3E[Z")).

Koska Z' on binomijakautunut, sithen voidaan soveltaa esim. edelld tehtivissd 2 (b) esiin-
tyvdd rajaa valitsemalla 6 = 1/4:
o 1/4
< (3/4)3/4 >

< 64 >(1/4)-(15/2e)n

(1—5/2e)n
Pr(Z' < 2E[2")

27e

64\ 1 5
= exp ((lnm) 1 <1 — 2e> n) .
Koska 27e > 64, eksponentti on negatiivinen, eli saadaan haluttua muotoa oleva raja
Pr(Z < 1B[Z]) <e "
kun n > ng, missd ¢ > 0.

Arvostelu: 2 pistetti kohdasta (a), 6 pistettd kohdasta (b).
Tyypillisesti kohta (a) oli osatty hyvin.

Kohdassa (b) testattiin nimenomaan Poisson-approksimaation kiytt6d, joten yritykset soveltaa
Chernoffin rajoja suoraan muuttujaan Z antoivat nolla pistettd. Yhden pisteen sai, jos osasi jo-
tenkin jirkevélla tavalla yhdistdd tdméan Poisson-approksimaatioon. Kolme pistetta tuli Poisson-
approksimaation soveltamisen perusajatuksesta: mairitellain approksimoiva muuttuja (edelld
Z') johon voidaan soveltaa Chernoffin rajaa. Viimeiset kaksi pistettéd tuli todistuksen teknisistd
yksityiskohdista. (Taysiin pisteisiinkéifin ei vaadittu aivan niin yksityiskohtaista tarkastelua kuin
edelld on annettu.)



