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1 Johdanto

Prosessien vilinen synkronointi ilman globaalia tahdistusta kuuluu perustavanlaa-
tuisimpiin ongelmiin hajautettujen jarjestelmien teoriassa. Usein kyse on paikalli-
sesta synkronoinnista, jossa yksittidisen prosessin tahdistusvaatimus esitetddn vain
sen itsensd ja prosessin naapureiden avulla. Klassisista ongelmista kuten keskinéi-
nen poissulkeminen, lukijat-kirjoittajat ja ryhmien keskinen poissulkeminen on ole-
massa paikalliset muunnelmansa. Hyvi synkronointialgoritmi sallii mahdollisimman
suuren yhtdaikaisuuden prosessien véililla ja on lisdksi vikasietoinen. Kaikkein ylei-
sin malli vikasietoisuudesta on vakautuva jarjestelmi, joka pystyy dédrellisessi ajassa
siirtymaéén lailliseen tilaan mielivaltaisesta alkutilanteesta.

Tassd tutkielmassa esiteltdva algoritmi on vakautuva ja ratkaisee minkd tahansa
sykronointiongelman, jonka oikeellisuus on méaariteltavissa paikallisesti. Ratkaisu on
tilankdyton suhteen varsin sddstelidis: pahimmassakin tapauksessa prosessikohtaisen
kellomuuttujan on pystyttivi ilmaisemaan vain 2n — 1 erilaista tilaa, kun n on pro-
sessien lukumaéré. Toisaalta esimerkiksi puumaisessa verkossa tarvittavien tilojen
lukumé&éra on aina 3 riippumatta verkon solmujen (prosessien) lukuméarista. Algo-
ritmi ovat esittdneet Boulinier, Petit ja Villain [BPV04].

2 Maaritelmat

Tasséd luvussa madritelldan tdsmallisesti tutkielmassa kdytettavat kisitteet. Ensim-
méinen aliluku sisiltaé yleisid hajautettuihin jérjestelmiin littyvia asioita. Sitd seu-
raavat kaksi alilukua esittelevit darellisen askeltavan jarjestelmén sekd muutamia
tarvittavia verkkoteoreettisia késitteita.

2.1 Hajautettu jarjestelma ja vakautuvuus

Hajautettu jirjestelmé on suuntaamaton &érellinen yhtenéinen verkko G = (V| E),
missé V' on solmujen (prosessien) joukko ja E on niitd yhdistévien sdrmien joukko.
Joukon V' alkioiden mé#ra on |V| =n, n > 2. Kaksi solmua p ja g ovat naapureita,
jos ja vain jos sirmi (p,q) kuuluu joukkoon FE. Solmun n naapureiden joukkoa
merkitdin N,

Jokaisella prosessilla on rekisterinsd (muuttujansa), joihin se voi kirjoittaa. Lisiksi
prosessi voi lukea oman ja naapuriprosessien rekistereiden sisallén. Prosessi suorittaa
ohjelmaa, joka koostuu seuraavanlaisista ilmaisuista:

tunnus : ehto — tormenpide.

Prosessin p ohjelman ehto on totuusarvoinen viittama, jossa voi esiintya viittauksia
p:n ja sen naapureiden rekisterien arvoihin. Toimenpide suoritetaan vain silloin, kun
ehto on tosi, ja se muuttaa yhté tai useampaa prosessin p rekisterin arvoa. Mikéli eh-
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to on tosi, ehdon arvon mairittdminen ja toimenpiteen suorittaminen muodostavat
yhden jakamattoman kokonaisuuden.

Prosessin rekisterien arvot méaéritteleviit prosessin tilan, ja kaikkien prosessien tilat
madrittelevit jarjestelmén konfiguraation. Kaikkien mahdollisten konfiguraatioiden
joukko olkoon C, jolloin hajautettu protokolla voidaan méiritelld relaationa R jou-
kossa C. Tétd relaatiota vastaa siirtymdverkko S = (C,R). Jono e = ~yy;... on
protokollan suoritusketju tasméalleen silloin, kun (v;,v:41) € R kaikilla i > 0.

Prosessin p sanotaan olevan aktiivinen konfiguraatiossa v € C, jos prosessin ohjel-
massa on toimenpide, jonka ehto on tosi. Tassé kirjoituksessa oletetaan, ettd siirty-
mét jarjestelmén konfiguraatiosta toiseen méaariaa epdareilu demoni. Demoni valitsee
vhden laskenta-askelen aikana aina yhden tai useamman aktiivisen prosessin suo-
ritukseen. Epéreiluus tarkoittaa, ettd vaikka prosessi p olisi jatkuvasti aktiivinen,
sitd ei valttamatta koskaan valitaan suoritukseen, mikéli on olemassa jokin toinen
aktiivinen prosessi kuin p.

Jéarjestelmin konfiguraatioon liittyvd ehto P on suljettu siirtyméverkossa S, jos ja
vain jos jokaisessa suoritusketjussa e = v, . . ., jossa konfiguraatio v, tayttaa ehdon
P, ehto tayttyy kaikilla v;, ¢ > 0. Siirtyméverkko S on vakautuva ehdon P suhteen
tdsmaélleen silloin, kun ehto P on suljettu verkossa S ja jokaisessa suoritusketjussa
e on konfiguraatio, joka tayttdi ehdon P.

2.2 Adsrellinen askeltava jirjestelmi ja palautus

Tarkoittakoon merkintd a joukon {0,1,..., K — 1} (K > 2) kokonaislukua, jolla
a = a (mod K). Kahden kokonaisluvun a ja b vilinen K-etdisyys (tai lyhyesti
etdisyys) olkoon dx = min{a — b,b — a}. Kahden kokonaisluvun sanotaan olevan
paikallisesti vertailtavia, jos ja vain jos dg(a,b) < 1. Paikallinen jirjestysrelaatio
<; méaritelldén seuraavasti: a <; b <= 0 < b —a < 1. Olkoot a ja b paikallisesti
vertailtavia kokonaislukuja. T&ll6in méaritellidn

—1, josa=b+1 (mod K)
be,a= 0, josa=1b
1, josb=a+1 (mod K)

Olkoon X = {a,a+1,...,0,..., K—2, K—1}, missd a on negatiivinen kokonaisluku.
Olkoon lisdksi ¢ : X — & |

r+1, josz < K -1
p(z) = o
0, josz =K — 1.

Pari (X, ¢) on ddrellinen askeltava jarjestelmd, jonka sykli on K. Palautus tarkoittaa
sijoitusta, jossa muuttujan joukkoon X'\{«a} kuuluva arvo korvataan arvolla «.

Olkoon putki, = {o,a+1,...,—1,0} ja kehi, = {0,1,..., K—2, K—1} . Merkitd4n
lisiiksi putki}, = putki, \ {0}.
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Kuva 1: Adrellinen askeltava jirjestelmi

2.3 Verkkoteoreettisia kasitteita

Suuntaamattoman verkon syklikanta (engl. cycle basis) voidaan etsid seuraavasti.
Kiinnitetddn jokin verkon virittdva puu. Nyt jokainen puuhun kuulumaton kaari
voidaan taydentdd sykliksi yhdistamalld kaaren solmut silld yksikésitteiselld polulla,
joka on solmujen vililla kiytetyssi virittdvissd puussa. Nain muodostettujen syklien
joukko on erds verkon syklikanta. Syklikanta ei ole yleensé yksikésitteinen. Kannan
muodostamisesitelméi on esitetty Kirchhoffin vuonna 1847 ilmestyneessé artikkelissa
[Kir47].

Verkon G lyhin syklikanta on se syklikanta B, jonka syklien pituuksien summa on
pienin kaikkien G:n syklikantojen joukossa. Joukko B on samalla ratkaisu ongelmaan
1oytaa se syklikanta, jonka pisin sykli on lyhin kaikkien syklikantojen pisimpien
syklien joukossa.

Verkon G janteeton sykli eli reikd C on sykli, jonka minkdin kahden solmun vélilla
verkossa G ei ole sykliin C' kuulumatonta kaarta.

3 Yleinen vakautuva synkronointialgoritmi

Tassé luvussa esitetddn itse synkronointialgoritmi ja muutama sen kidytdnndn sovel-
lus. Algoritmin toiminnan kannalta keskeisid askeltavan jarjestelmin parametreja K
ja «a sivutaan viimeisessd aliluvussa.



Vakiot
N, prosessin p naapureiden joukko

Muuttujat
rs € X (seN,U{p}) prosessin s kellorekisteri
ehto,(q) voi kiyttdd myds muita p:n ja ¢:n muuttujia
Totuusarvoiset makrot

ehto(p, q) prosessin p ja sen naapurin ¢ vilinen sykronointiehto
kehalla(p, q) rp € kehdy, A1y € kehd,,

askelehto(p, q) kehalla(p, q) A ((p(rp) = 14) V ((rp = 1) Aehto(p,q)))
pariehto(p, q) askelehto(p, q) V askelehto(q, p)

naapurustoehto(p) Vq € N, : pariehto(p, q)
kehdaskel(p) = Vq € N, : askelehto(p, q)
putkiaskel(p) = 1y € puthil, AN (Vg € Ny« (ry € putkiy) A (rp < 1g))
palautusaskel(p) = —naapurustoehto(p) A (r, ¢ putki,)
Ohjelma
KEH : kehaaskel(p) — varsinainen tehtava; r, := o(r,)

PUT : putkiaskel(p) — 1= (1)
PAL : palautusaskel(p) — 1, =«

Taulu 1: Yleinen paikallinen sykronointialgoritmi (prosessin p ohjelma)

3.1 Algoritmin kuvaus

Algoritmi on kuvattu taulussa 1. Tarkasteltavana on airellinen askeltava jarjestel-
mé (X, ), jossa K > 2 ja o < 0. Kullakin prosessilla p on kellorekisteri r, € X.
Ongelmalle ominainen laillisuusehto kahden naapurisolmun vililla on siséllytetty to-
tuusarvoiseen makroon ehto(p, ¢), joka voi olla riippuvainen my6s muista muuttu-
jista v, ja v,. Ohjelmaosa sisiltdd kolme erilaista tapausta, joilla on prosessin kello-
rekisterin arvon suhteen yksinkertaiset tulkinnat. Yksi liittyy askellukseen joukossa
keha,, toinen askellukseen joukossa putki,, ja kolmas tapaus on palautusaskel, jossa
rekisterin arvoksi asetetaan .

Funktio askelehto(p, q) arvo on tosi, jos solmu ¢ sallii solmun p suorittaa varsinaisen
synkronoidun tehtivinsa. Edellytyksend télle on ensinnékin, ettd molempien solmu-
jen kellorekisterien arvot ovat joukossa keha. Liséksi joko rekisterin 7, arvon taytyy
olla yhden askelluksen verran jaljessa rekisterin r, arvosta — tai arvot ovat yhtasuu-
ret, ja ongelmalle ominaisen makron ehto(p, q) arvo on tosi. Kun ehto méaritellain
sopivasti, voidaan ratkaista erityyppisid sykronointia vaativia ongelmia. Téssd mah-
dollisesti tarvitaan muitakin muuttujia kuin prosessien kellorekistereji. Merkitdén
prosessin p kaikkia lisamuuttujia v, € 3, missd joukon ¥ voidaan katsoa edustavan
mita tahansa tietotyyppié.

Jos askelehto(p, q) on tosi jokaisen p:n naapurin g kanssa, prosessi p on oikeutettu
suorittamaan varsinaisen synkronoitavan tehtivinsi. Tamén jalkeen kellorekisterin



rp arvoa kasvatetaan.

Prosessi p ei saa suorittaa synkronoitua tehtividnsa, jos naapurustoehto(p) on epé-
tosi. Jos talloin patee lisdksi r, ¢ putki,, suoritetaan askel PAL, eli asetetaan
rekisterin r, arvoksi a. Mikali joko askelen PAL ehto on voimassa prosessin p koh-
dalla, tai r, € putkiy, solmun p sanotaan olevan palautusvaiheessa. Ohjelma-askel
PUT liittyy palautuksen jilkeiseen vaiheeseen, jossa prosessin kellolaskurin arvoa
kasvatetaan synkronoidusti kaikki naapurien kanssa.

Algoritmin tarkastelussa tarvitaan jatkossa koko jarjestelm#dn liittyvad kisitetté
kehdlle vakiintunut. Se madritellddn seuraavasti:

Vp € V' : naapurustoehto(p)
eli yhtapitavasti
Vp € V, Vg € N, : askelehto(p, q) V askelehto(q,p) .

Kun jarjestelma on kehélle vakiintunut, mikdin sen prosessi ei ole palautusvaiheessa.

Olkoon W(p) prosessin p kuva sen jalkeen, kun p on suorittanut askelen K K H. Nyt
voimme lausua viimeiset tarvittavat oletukset:

O: : (askelehto(p,q) = askelehto (¥ (p),¥(q)))
A (askelehto(p, q) = pariehto(V(p), q)
Oy : (rp,=r,=0)= pariehto(p,q) .

Nédméa ehdot vaikuttavat siihen, miten varsinainen synkronoitava tehtdvd ja mak-
ro ehto voidaan méiritella. Oletuksesta O; seuraa, etti jos jérjestelmé on jollakin
hetkelld kehélle vakiintunut, se on kehélle vakiintunut mydos sen jilkeen, kun pro-
sessi p on suorittanut normaalin ohjelma-askelensa K F H. Erityisesti ehto on totta
siitd riippumatta, suorittavatko solmun p naapurit oman ohjelma-askelensa K ' H
samanaikaisesti.

3.2 Esimerkkeji algoritmin soveltamisesta

Tassé aliluvussa esitetddn lyhyesti, miten erdit klassiset synkronointiongelmat voi-
daan ratkaista, kun makro ehto on sopivasti méaaritelty. Kaikissa tapauksissa jokai-
sen prosessin tulee suorittaa varsinainen tehtdvinsa eli ohjelma-askel K FH diretto-
méan monta kertaa. Esimerkeissi niytetdin, ettd ehdot Oy ja O, toteutuvat kussakin
tapauksessa.

Oletuksena on, ettd jarjestelmé on kehille vakiintunut. Seuraavassa luvussa osoite-
taan, ettd kehélle vakiintunut jarjestelmé ei voi lukkiutua, jos parametrin K arvo
on riittdvan suuri. Myohemmin tullaan lisdksi nidyttdmaéadn, ettd algoritmit ovat va-
kautuvia kehélle vakiintuneisuuden suhteen, kunhan vakio « on valittu sopivasti.
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Asynkroninen unisono on algoritmi, jossa naapurisolmujen kellorekisterien arvojen
K-etdisyys toisistaan on korkeintaan 1. Algoritmi on toteutettavissa triviaalisti aset-
tamalla makro ehto(p, q) identtisesti todeksi. Télloin voidaan sieventamélld todeta,
etta

pariehto(p,q) = kehalla(p,q) A (rp = @(rg) Virp =14V rg = @(ry)).

Koska jarjestelma on kehille vakiintunut, kaikki kellorekisterien arvot kuuluvat jouk-
koon kehi,, ja kehdlli(p, q) on tosi. Voidaan helposti todeta, ettd ehdot O; ja O
toteutuvat. Samalla algoritmin laillisuusehto selvisti tayttyy.

Paikallinen poissulkeminen, paikallinen ryhmien keskinen poissulkeminen ja paikalli-
nen lukijoiden-kirjoittajien ongelma ovat ratkaistavissa geneerisen algoritmin avulla.
Algoritmi madritelldén seuraavasti. Olkoot v,, v, € ¥ prosessien p ja g ylimaardiset
muuttujat, ja olkoon < joukon ¥ tédydellinen jirjestys. Geneerisen sykronointion-
gelman laillisuusehto on silloin: ehto(p,q) = v, < v,. Nyt pariehto(p,q) on sama
kuin asynkronisen unisonon tapauksessa ja siten riippumaton jirjestysrelaation <
madrittelystd. Ehdot O, ja O, toteutuvat nytkin selvisti.

Paikallisen poissulkemisen ongelman ratkaiseminen ei ole mahdollista mielivaltaises-
sa verkossa ilman solmuihin liitettyja yksilollisid tunnisteita [KY02]. Jos prosessilla
p on tunniste v, ja < on tunnisteiden taydellinen jirjestys, ongelma ratkeaa geneeri-
sen algoritmin avulla. Ongelman laillisuusehto on: kaksi naapuriprosessia ei koskaan
pidda yhtdaikaisesti hallussaan suojatiua resurssia. Niytetddn, ettd tdma vaatimus
tayttyy. Oletetaan viitteen olevan vaérd ja ettd suojatun resurssin sai ennen lailli-
suusehdon rikkoutumista ensimmaisens kiyttoonsi prosessi p. Olkoon prosessi ¢ on
ensimmadinen p:n naapuri, joka jakaa suojatun resurssin. Ennen laittoman ohjelma-
askelen KEH ottamista joko o(r,) = 7, tai r, = r,. Tarkastellaan ensimmé&istd
tapausta.

Prosessin p kellorekisterin arvo ei ole muuttunut sen jilkeen, kun p sai suojatun
resurssin haltuunsa hetkelld t. Koska prosessi ¢ ei ole aikaisemmin pitdnyt yhtdai-
kaisesti p:n kanssa hallussaan resurssia ja koska tdmén aliluvun yleisoletuksen mu-
kaisesti jarjestelméa on kehille vakiintunut, myoskdén prosessin ¢ kellorekisterin arvo
ei ole muuttunut hetken ¢ jilkeen. Paadyttiin ristiriitaan, koska p ei olisi voinut suo-
rittaa ohjelma-askelta K EH tilanteessa, jossa ¢(r,) = 1, (tilloin pariehto(p, q) olisi
ollut epétosi).

Toisessa tapauksessa 7, = r,. Jotta ¢ saa suorittaa ohjelma-askelen KFEH, joka
tuo suojatun resurssin sen kdyttoon, pitdd vaitteen v, < v, olla tosi. Ristiriitaan
paadytdadn samantapaisella jarkeilylla kuin edellisessd tapauksessa, koska prosessin
p ottaessa resurssin haltuunsa on ehtona ollut v, <1 v,,.

Kasitelldén lopuksi ryhmien keskisen poissulkemisen ongelmaa, johon mydos lukijoi-
den ja kirjoittajien ongelma on palautettavissa. Sen laillisuusehto voidaan lausua
seuraavasti: kaks: naapuriprosessia eivdl saa kdyttad yhtdaikaisesti eri resursseja.
Olkoon v,.id prosessin s yksilollinen tunniste ja v,.re resurssi, jonka prosessi s halu-
aa kiyttoonsa. Voidaan sopia, etté prosessi haluaa kiyttoon erityisen tyhjén resurs-
sin L, jos se ei tavoittele mitddn todellista resurssia. Nyt ongelman laillisuusehdon



Kuva 2: Lukkiutunut tilanne kehélle vakiintuneessa jérjestelmésséi, kun K = 4.

_1I:Il _1D1 _1I:I_1 OI:I_l
0 0 0 1 0 1 0 1

Kuva 3: Suoritusketjun osa, kun o = —1. Laittomasta tilanteesta toipuminen voi
viedd darettoméan kauan.

toteuttava jarjestysrelaatio voidaan méadritelli muunnelmana edellisen algoritmin
tapauksesta: v, < v, = (v,.re = v,.re) V (vp.id < v,.id), missd < on tdydellinen
jirjestys prosessitunnisteiden joukossa.

3.3 Parametrit K ja «

Jotta edelld esitetty algoritmi toimisi halutulla tavalla, tiytyy parametrien K ja o
arvot valita sopivasti. Kehille vakiintuneiden konfiguraatioiden joukko on suljettu
siirtyméaverkossa. Tama ei kuitenkaan sulje pois sitd mahdollisuutta, etta jarjestel-
mé voi joutua lukkiutuneeseen tilaan. Esimerkkini olkoon kuva 2. Siinéd kiytetddn
parametrin arvoa K = 4, ja jarjestelman tila on kehélle vakiintunut mutta samal-
la lukkiutunut. Jokaisella solmulla p on nimittdin naapuri ¢ siten, ettd o(r,) = 7.
Siten askelehto(p) on epétosi.

Parametri a vaikuttaa jarjestelmén toipumiseen hairiostd. Kuvassa 3 vakion a arvo
on liian pieni (o = —1). Vihreélld korostetut muutokset ovat kehdaskelen aiheutta-
mia, punainen viri liittyy palautukseen ja sininen putkiaskeleeseen. Suoritusketjun
ansiosta kuvio pyordahti 90° myo6tipdivadn. Symmetrian perusteella ndhdédan, etti
laittomasta tilanteesta toipuminen voi tédssé tapauksessa viedd ddrettoméan kauan.



4 Viive ja lukkiutumattomuus

Téassa luvussa oletetaan jarjestelman olevan kehélle vakiintunut. Uuden kisitteen
vitve avulla médritellddn, mikd on pienin mahdollinen parametrin K arvo, jolla jar-
jestelméan lukkiutumattomuus voidaan taata.

4.1 Viiveen maaritelma ja syklit

Kehille vakiintuneessa jirjestelméssi kahden naapurisolmun kellorekisterin arvojen
K-etiisyys toisistaan on nolla tai yksi, eli rekisterien arvot ovat paikallisesti vertail-
tavia. Téll6in méaritellddn polun p = pop; ... py viive A, seuraavasti:

E

-1
A,u = (szurl S rpi) :

s
Il
=)

Selvésti polun g ja sen kidnteispolun fi viiveet ovat toistensa vastalukuja: A, =
—Aj. Lisdksi jos 1 = pop1 ... pj ja pio = pjpj41-.-Dr, Diin A 0 = Ay + A,

Induktiolla polun pituuden suhteen voidaan nayttdid, ettd polulla popi...pr on
Too + Dpope = Tp, (mod K). Perustapaukset £ = 0 ja k& = 1 seuraavat suo-
raan maaritelmistd. Jos oletetaan viitteen pétevian tapauksessa k£ > 1, niin polulla
PoP1 - - - DkPrks1 Pitee 7y + Apop = 1, jarp, + App =T, (mod K) , joista
saadaan laskemalla puolittain yhteen 7, + A, +A,, . =1k (mod K). Koska
A =A véite tuli todistetuksi.

Kahden prosessin vilinen viive voidaan mééritelld luontevasti, jos viive ei ole riip-
puvainen niiden vilisen polun valinnasta. Sanomme viiveen olevan rajoitettu tietys-
si konfiguraatiossa, jos ja vain jos viive on 0 jokaisessa syklissd. Esimerkiksi koska
puut ovat syklittomié, kaikki puumaisen jirjestelmén konfiguraatioiden viiveet ovat
rajoitettuja.

POPk + Apkkarl PoPk+1>

Syklissé pt = pop1 . . . pkpo pétee 1,y + A, =1, (mod K), joten A, =0 (mod K).
Esimerkiksi kuvassa 2 viive on kuuden mittaisessa syklissé positiiviseen kiertosuun-
taan kuljettaesssa —4, ja K = 4.

Tarkastellaan prosesseja p ja g, jotka ovat naapureita kehélle vakiintuneessa jarjestel-
massd. Jos vihintddn toinen prosesseista on aktiivinen, kyse on yhdestd seuraavista
tapauksista:

1. p on aktiivinen. Silloin ¢(r,) ©ry =r, 01, + L.
2. Sekd p ettd ¢ ovat aktiivisia. Silloin ¢(r,) © ¢(r,) =1, O 14
3. ¢ on aktiivinen. Tédssd tapauksessa r, © ¢(r,) =1, 61, — 1.

Nédhdaan helposti, ettd syklin g = pop; . . . po viive on muuttumaton kehélle vakiin-
tuneessa jarjestelméssa. Néin ollen jos viive on rajoitettu jossakin konfiguraatiossa,
viive myos sdilyy rajoitettuna koko suorituksen ajan.



4.2 Viiveen avulla mairitelty jarjestys

Jos viive on rajoitettu, voidaan méadritelld A, tarkoittamaan viiveen arvoa kaikilla
solmujen p ja ¢ valisilla poluilla. Sanomme, ettd solmu p edeltdd solmua ¢, jos ja
vain jos A,, < 0. Koska jérjestelmdd kuvaava verkko G on yhtendinen, néin saa-
daan solmujen taydellinen jarjestys. Koska lisdksi verkon oletetaan olevan dérellinen,
minimaalisten alkioiden joukko on aina epéatyhja.

Naytetdan, ettd jarjestelméssd on aina minimaalinen prosessi, joka on aktiivinen.
Koska téassa luvussa oletetaan jirjestelmén olevan kehélle vakiintunut, riittaa tar-
kastella, onko kehdehto(p) tosi jonkin minimaalisen prosessin p kohdalla. Asynkroni-
sen unisonon tapauksessa algoritmikohtainen makro ehto oli identtisesti tosi, joten
minimaalinen prosessi on selvésti aktiivinen. Geneerisessd algoritmissa vaadittiin,
ettd < on taydellinen jarjestys. Niinpa viiveen avulla méaaritellyn jarjestyksen mu-
kaan minimaalisten prosessien joukossa on aina prosessi, joka on relaation <1 suhteen
minimaalinen. Tamé& prosessi on aktiivinen.

Edellisen paattelyn tulos voidaan lausua seuraavassa muodossa.

Lause 1 Jos wviive on rajoitettu, kehdlle vakiintunut jarjestelmd ei voi lukkiutua
geneerisen algoritmin ja asynkronisen unisonon tapauksissa.

4.3 Alaraja parametrin K arvolle

Seuraavaksi méaritelldsn sellainen alaraja parametrin K arvolle, joka takaa viiveen
olevan rajoitettu.

Tarkastellaan jarjestelmaverkon G sdarméjoukkoa FE jollakin hetkelld, kun jarjestel-
mé on kehille vakiintunut. Kiinnitetdan sarmille jokin mielivaltainen suunnistus, ja
olkoon E timi suunnattujen sdrmien joukko. Samastetaan suunnattu sykli C' sen
suunnattujen sarmien joukon kanssa: C' = {€/, €5, ..., €}, missd € € E tai € C

kaikilla i € {1,2,..., k}. Olkoon seuraavassa —1-C = —C syklin C kddnteissykli, jo-
ka saadaan kadntamalld C:n kaikki sdrmét. Merkitddn vastaavasti 1-C' = C. Olkoon
kahden syklin summa C; +Cy, =CiUCy \ {€ | € € CLUCy ja ‘e € C; Uy}

Olkoon B jokin verkon G syklikanta, jolloin jokainen G:n sykli voidaan lausua sum-
mana C}, = fgl ag,Cr,;, missd Cy, € B ja ai, € {—1,1} kaikilla i € {1,2,... k. }.

Ajatellaan, ettd jokaiseen sdrméén ey = p;p; € E on liitetty viiveen madritelmassa
esiintyvd kahden naapurisolmujen kellorekisterien arvojen erotus 0 = 7, ©; 7,
Silloin polun i = €gey ... e; viive voidaan mééritelld summana

Ap) = Z a;0; ,

missd a; = 1, jos & € E ja a; = —1 muuten. Viiveen lineaarisuuden perusteella
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jokaisen syklin viive voidaan ilmaista syklikannan avulla muodossa

km km,
= A (Z a,ﬂcki> = a,A(C
=1 =1

Jos viive on kaikissa syklikannan sykleissd 0, viive on kaikissa verkon sykleissa 0.
Toisaalta jos viive on ( kaikissa sykleissé, se on 0 myos 0 kaikissa syklikannan sykleis-
s, koska kaikki syklikannan syklit ovat verkon syklejd. Néin on saatu tulos, jonka
mukaan viive on rajoitettu jarjestelméssa tdsmailleen silloin, kun viive on 0 kaikissa
verkon mielivaltaisen syklikannan sykleissa.

Maaritelma 2 Verkon syklikarakteristiikka Cq. Jos G on sykliton verkko, sen sykli-
karakteristiikka Cq on 2. Olkoon muuten A erds verkon syklikanta ja AN(A) syklikan-
nan A pisin sykli. Silloin Cq on pienin \(A) kaikkien G:n syklikantojen joukossa.

Lause 3 Jos K > Cq ja jdrjestelmdn kdynnistyskonfiguraatio on kehdlle vakiintu-
nut, geneerinen algoritmi ja asynkroninen unisono eivdt voi lukkiutua.

Jos G on puu, K on vahintdan 3, mikd vaaditaan askeltavan jérjestelmén méaritte-
lemiseksi. Syklittoméssé verkossa viive on aina rajoitettu, ja lauseen 1 mukaan véite
on tosi.

Oletetaan nyt, ettd verkossa G' on ainakin yksi sykli. Olkoon Ag verkon minimaali-
nen syklikanta, eli A\(Ag) = Cg > 2. Kuulukoon sykli po = pops . . . p, missd pr, = po,
joukkoon Ag. Koska jérjestelmé on kehélle vakiintunut, kahden naapurisolmun va-
lisen K-etdisyyden itseisarvo on korkeintaan 1, ja siten

k—

- E Tp1+1 el sz

=0

) < Cq .

Koska A, =0 (mod K) ja K > Cg, niin A, = 0. Siis viive on rajoitettu, eikd
jarjestelmd voi lukkiutua. O

5 Palautusvaihe ja vakautuvuus

Tassa luvussa ndytetdan ensin, ettd kaikki lukkiutuneet konfiguraatiot ovat kehélle
vakiintuneita. Uuden késitteen palautusverkko avulla todistetaan, etta jirjestelmin
suoritusketjussa voi olla vain dérellinen méaéréd palautuksia. Tamén jalkeen voidaan-
kin osoittaa, ettd algoritmi on vakautuva kehille vakiintuneisuuden suhteen.

5.1 Lukkiutunut jarjestelmé

Lause 4 Jos jarjestelmd on lukkiutunut, se on kehdlle vakiintunut.
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Jos verkossa on vain yksi solmu, viite on tosi. Oletetaan sitten, ettd solmuja on
useampi kuin yksi ja etta jarjestelma ei ole kehille vakiintunut. Jaetaan mahdolliset
tapaukset kahteen luokkaan.

1. Oletetaan, ettd on olemassa vihintddn yksi prosessi, jonka kellorekisterin arvo
kuuluu joukkoon putkiy,. Olkoon p ndistd prosesseista se, jonka kellorekisterin
arvo on pienin. Olkoon ¢ € N, p:n naapuri. Silloin téytyy olla r, € putki,,
muutenhan ehto palautusaskel(q) olisi tosi. Mutta nyt putkiaskel(p) on tosi,
eli tilanne ei ole lukkiutunut. Paidyttiin ristiriitaan.

2. Oletetaan kaikkien prosessien kellorekisterien arvojen kuuluvan joukkoon kehda,,.
Koska jirjestelmé ei ole kehélle vakiintunut, on olemassa naapuriprosessit p
ja q siten, ettd askelehto(p,q) on epétosi ja askelehto(q,p) on epitosi. Tasta
seuraa, ettd naapurustoehto(p) on epitosi. Oletuksen mukaisesti r, € kehd,,.
Ehto palautusaskel(p) ei ole voimassa lukkiutuneisuusoletuksen perusteella,
joten taytyy olla r, = 0. Symmetrian perusteella voidaan paatelld, ettd myos
r, = 0. Algoritmiin 1 liittyvén oletuksen O, perusteella pariehto(p, q) on tosi.
Ristiriita. O

5.2 Palautusverkko

Mairitelma 5 Palautus. Olkoon e = g1 ... algoritmin 1 suoritusketju. Palautus
on pari (p,t), jossa p on prosessi jat > 0 sellainen indeksi, etti p suorittaa ohjelma-
askelen PAL siirtymdssi v—1 — 7. Tdlloin r, ¢ putki, konfiguraatiossa vi—1 ja
rp = o konfiguraatiossa ;. Sanotaan, ettd p palautetaan arvoon o konfiguraatiossa
e (tai hetkelli t ).

Olkoot (p1,t1) ja (p2,t2) kaksi palautusta. Sanotaan, ettd (pi,t1) aiheuttaa palau-
tuksen (ps,t2), jos ja vain jos seuraavat kolme ehtoa ovat tosia:

1. tl < ng ja P2 € pr
2.Vt € [t1,to — 1] : rp, & putkiy,

3. rp, = o konfiguraatiossa 7,.

Titd merkitdin (py,t1) ~ (pa, ta).

Koska (p1,t1) ~ (pa, o) implikoi t; < o, relaatio ~ méirittelee suunnatun syklitto-
méan verkon, jota kutsutaan palautusverkoksi. Jos mikdén palautus ei ole aiheuttanut
palautusta (pi,t1), sanotaan palautuksen (pq,t;) olevan alkupalautus. Palautussil-
mukka on palautusverkon polku (po,to)(p1,t1) - .. (pk, tx), jonka projektio pop; ... pr
on sykli.

Lemma 6 Suoritusketjussa on olemassa prosessia p kohden korkeintaan yksit niin,
etti (p,t) on alkupalautus.
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Oletetaan viitteen vastaisesti, ettd on olemassa p,t1,to siten, ettd (p,t1) ja (p,t2)
ovat kumpikin alkupalautuksia. Tarkastellaan suoritusketjua ¥4, V4,41 ... V,. Koska
(p,t1) ja (p,t2) ovat alkupalautuksia, palautuksen médritelmén mukaisesti r, = «
konfiguraatiossa 7, ja v, ¢ putki, (eli r, > 0) konfiguraatiossa ~y;,_;. Siis on
olemassa suurin t3 < ty — 1 siten, ettd hetkelld t3 askelehto(p) ja siten myds
naapurustoehto(p) on tosi ja ettd hetkelld t3+1 naapurustoehto(p) on epétosi. Niin-
pé ainakin yksi p:n naapuri ¢ suoritti ohjelma-askelen PAL siirtymassa v, — Vi 41-
Toisin sanoen (q,t3 + 1) ~ (p,t,). Ristiriita. O

Polku, joka on muotoa (p,t1)(q,t2)(p,t3), on palautuskiepps.
Lemma 7 Palautusverkossa et ole yhtdidn palautuskieppid.

Oletetaan véitteen vastaisesti, ettd verkossa on palautuskieppi (p,t1)(q,t2)(p,t3).
(p,t1) ~ (q,t2) niinpd V¢t € [ty,ty — 1] pétee 7, ¢ putki,. Solmut p ja g ovat
naapureita, joten koska hetkelld t; r, = «, on myés r, = « kaikilla ¢ € [t,s].
Koska (g, ts) ~ (p, t3) merkitsee, ettd 7, ¢ putki, kaikilla t € [ty, t3 — 1]. Péiidyttiin
ristiriitaan. O

Maaritelma 8 Mikdli jokaisessa palautusverkon rei’dssd pips ... pip1 pitee

(p1,t1) ~ (P2, ta) ~ ...~ (pi,ti) = (p1,t1) ~ (pi,ts),

sanotaan palautusverkon olevan transitiivinen rei’issa.

Lause 9 Jokainen rei’issd transititvinen palautusverkko on darellinen. Jos jarjes-
telmdverkko G on sykliton, sen jokainen palautusverkko on ddrellinen.

Jos palautusverkossa on palautussilmukka, ndhdaan helposti, ettd verkossa on myés
palautussilmukka, jonka projektio jarjestelméverkossa on reikd. Niinpé jos rei’issi
transitiivisessa palautusverkossa on palautussilmukka, siind on polku

(p1,t1)(p2, t2) - (pis ti) (p1s tiga),

misséd p1ps . .. p;p1 on verkon G reikd. Transitiivisuusominaisuuden tdhden (py, t) o
(pi, t;), ja koska (p;,t;) ~ (p1,tis1), verkossa on palautuskieppi. Tama on kuitenkin
mahdotonta lemman 7 mukaan, joten rei’issé transitiivinen palautusverkko ei voi
sisaltdd palautussilmukkaa. Luonnollisesti myoskién syklittomén jarjestelméverkon
tapauksessa palautussilmukkaa ei ole. Koska jarjestelméverkko on dérellinen, niin
lemmasta 6 seuraa, ettd palautusverkossa on dérellinen méara alkupalautuksia. Siten
palautusverkko on direllinen. O

5.3 Vakautuvuus ja ylaraja parametrin o arvolle

Lause 10 Jos palautusverkko on ddarellinen, niin algoritmi 1 on vakautuva kehdlle
vakiintuneisuuden suhteen.
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Olkoon e suoritusketju. Jos e on ddrellinen, viimeinen konfiguraatio on kehalle vakiin-
tunut lauseen 4 mukaan. Oletetaan sitten, ettd e on dareton. Koska palautusverkko
on &drellinen, suoritusketjussa on loppuosa €', jossa ei tapahdu palautuksia.

Olkoon R airettomén kauan palautusvaiheessa pysyvien prosessien joukko. Olete-
taan, ettd R on epétyhji. Suoritusketjulla ¢ on loppuosa €”, jossa joukon R pro-
sessien kellorekisterien arvot eivit muutu. Joukosta R yhden kaaren paidssi olevat
prosessit ovat silloin lukkiutuneita. Kahden kaaren pidssi olevat prosessit voivat
muuttaa kellorekisterinsé arvoa korkeintaan kaksi kertaa. Induktiolla voidaan néyt-
tad, ettd etdisyydelld k olevat prosessit voivat muuttaa rekisterinsa arvoa korkein-
taan 2(k — 1) kertaa. Mutta koska jarjestelméverkko G on #érellinen, €” ei voi olla
aareton. Paddyttiin ristiriitaan, joten R on tyhja.

Olkoon nyt eq €':n loppuosa, jossa mikiin prosessi ei ole palautusvaiheessa. Olkoon
suoritusketjussa ey jollakin hetkelld joukko R’ = {p € V' | =naapurustoehto(p)}
epatyhja. Talloin R’ on &ddrettomén kauan epétyhja, silla jos p € R/, niin jolla-
kin ¢ € N, pitee —pariehto(p,q) eli yhtapitivisti —pariehto(q,p). Tilanne ei voi
muuttua, koska suoritusketjussa eg ei tapahdu palautuksia. Joukosta R’ etdisyydelld
1 olevat prosessit voivat muuttaa kellolaskurinsa arvot korkeintaan kahdesti. Induk-
tiivisesti voidaan padtelld, ettd etdisyydelld £ olevat prosessit voivat muuttaa kello-
rekisterinsd, arvoa korkeintaan 2k kertaa. Koska jirjestelméverkko G on &érellinen,
eo €l voi olla ddreton. Péaddyttiin ristiriitaan, joten R’ on tyhja.

Jokaisella suoritusketjulla e on siis nollaa pidempi loppuosa, jonka jokainen konfigu-
raatio on kehélle vakiintunut. O
j kpl

Merkitiin seuraavassa ©’(x) = z ja ¢/ (z) = (popo...0p)(z).

Lemma 11 Olkoon (po,to)(p1,t1) .. (pi,t;), © € N polku palautusverkossa. Silloin
kaikilla t € [t;—1,t;| patee rp, € {p?(a) | j €{0,1,...,i—1}}.

Todistetaan viite induktiolla polun pituuden suhteen. Jos ¢ = 1 viite on tosi pa-
lautuksen madritelmén perusteella. Oletetaan viite todeksi, kun polun pituus on 1.
Tarkastellaan polkua (po,to)(p1,t1) ... (Pit1,tiv1), jonka pituus on i + 1. Induktio-
oletuksen perusteella kaikilla ¢ € [t;_1,t;[ patee

o € {¢/(a) |7 €{0,1,...,4—1}}
o €{¥7 () |7 €{0,1,...,i—2}}

Tpi_1 € {@j(a) ‘.] S {0}} :

Hetkelld t; prosessi p; palautetaan, ja r, = « ainakin hetkeen ¢;,; asti. Siten p;_;
voi muuttaa kellorekisterinsa arvoa hetken ¢; jialkeen korkeintaan kerran, ja kaikil-
la t € [ti,t;i11] pétee 1p,_, € {¢/(a)|j € {0,1}}. Niinpd samalla aikavililli naa-
puriprosessin p; o kellorekisterin arvo r,._, kuuluu joukkoon {¢’(«) | j € {0,1,2}}.
Pédttelya jatkamalla nahdéin, ettd Vt € [t;, t; [ on ry, € {7 () | 7 € {0,1,...,i}}.
Induktioperiaatteen mukaisesti viite péatee siis kaikilla ¢ € N. O
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Maaritelladn verkkoon G liittyva vakio T, Jos G on puu, Tz = 2, muuten olkoon
T yhta suuri kuin verkon G pisimmén reiin ympéarysmitta.

Lause 12 Jos |a| > Te — 2, algoritmi 1 on vakautuva kehdlle vakiintuneisuuden
suhteen.

Jos jirjestelméverkko on puu, lauseen 9 mukaan palautusverkko on darellinen. Silloin
lauseen 10 perusteella viite on tosi.

Oletetaan sitten, ettd verkossa G on sykleja. Tarkastellaan palautusverkon polkua
(po,to)(p1,t1) - - - (pi, t;), missé popy - .. pipo on reikd verkossa G. Lemman 11 mukaan

vt € fto, ta[: rpy € {7 () | J € {0}}
Vit € [tlatQ[: Tpo € {on(a) | J€ {O’ 1}}

vVt € [tifl,ti[I Tpo S {QOJ(CY) ’ ] S {O, 1, B 2}}

Koska i < T ja |a] > T —2, niin i —2 < |af, ja Vt € [to, ti[: rp, € {a, 4+ 1,... Kk},
missi k < 0. Koska (p;_1,ti_1) ~ (p;, t;), niin kaikilla ¢ € [t;_1, ;] pitee Tp, & putkiy.
Liséksi koska solmu py on solmun p; naapuri, téytyy olla Vt € [to, t;[: rp, & putki,.
Jos nimittéin jollakin t € [to,t;_1] olisi r,, € putki,, prosessi p; ei olisi naapurinsa
po takia voinut kasvattaa kellorekisterinsi arvoa nollaa suuremmaksi hetkeen t — 1
mennessi. Koska siis V¢ € [to, t;[: rp, ¢ putki ja hetkelld ¢; prosessi p; palautetaan,
niin (po,to) ~ (pi,t;). Palautusverkko on siis transitiivinen rei’issi, palautusverkko
siten ddrellinen ja lauseen 10 perusteella viite tuli todistetuksi. O
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