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1 Johdanto

Konsensusongelmalla [Gra78,; Lyn96] tarkoitetaan yhteisen paiatoksen muodostamis-
ta hajautetussa jarjestelméssi. Padtoksen muodostaminen on helppoa, jos voidaan
olettaa, ettd prosessien vélinen viestinvilitys toimii aina moitteetta. Kaytdnnossé,
esimerkiksi hajautetuissa tietokantajérjestelmissé, téillaista oletusta ei voida tehda,
mutta prosessien muodostaman péadtdksen tulisi silti olla yksimielinen. Téasséd tut-
kielmassa tarkastellaan konsensusongelmaa jérjestelmissé, joissa prosessien vélinen

viestinvélitys ei ole luotettava.

Hajautettu jarjestelmd on suuntaamaton verkko G = (V, E), jonka solmut V' ovat
prosesseja. Prosessit ¢+ € V' koostuvat tiloista tila; € tilat; sekéa alkutiloista alku;.
Prosessiin ¢+ € V kaarilla F kytketyt prosessit merkitddn naapureiksi naapurit;.
Naapuriprosessit voivat kommunikoida kesken&dén ldhettamalla toisilleen wiestejd.
Viestien sisdlto on rajoitettu aakkostoon X tai tyhjiaéan viestiin ¢. Oletetaan lisdksi,

ettd verkko on yhtenéinen.

Prosessin tilasiirtymdat méaéritelladn prosessin tilojen ja viestien avulla. Uusia vieste-
jé lahettavat tilasiirtymét lahetys; méaaritelldan funktioina, jotka kuvaavat jokaisen
prosessin tilan tilat; ja naapurin naapurit; naapurille ldhetettavaksi viestiksi X | ¢.
Saapuvien viestien perusteella mééritellaan tilasiirtymét saapuvat;, jotka kuvaavat
saapuvan viestin X |J¢ ja nykyisen tilan joukosta tilat; prosessin uudeksi tilaksi

Tilasiirtymien avulla prosessi voi viestid naapureilleen omasta tilastaan sekd muut-
taa omaa tilaansa saapuvien viestien perusteella. Jarjestelmén oletetaan toimivan
synkronisesti siten, ettd jokaisella kierroksella prosessit suorittavat seuraavat kaksi

askelta ennen kuin seuraava kierros voi alkaa:

1. Lahetetdén prosessin nykyisen tilan perusteella naapuriprosesseille viestit.

2. Vastaanotetaan naapuriprosesseilta saapuvat viestit ja muutetaan niiden pe-

rusteella tarvittaessa omaa tilaa.

Suoritus etenee deterministisesti siten, ettd samoilla alkutiloilla paéstiaén aina sa-
maan suoritukseen, eli jonoon jarjestelmén tiloja. Jarjestelmén suoritusta kuvataan
jonolla Cy, Ly, S1, C1, Lg, S, Cs, ..., missd L, on kaikki kierroksella r ldhetetyt
viestit ja S, saapuneet viestit. Viestinvilitys prosessien vélilla on virhealtis ja saat-
taa hukata viestejd, joten S, ei sisdlla valttamétta kaikkia L,:n viestejd. Prosessien

tilaa kierroksen r lopuksi merkitaan C..
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Kaksi erilaista suoritusta « ja o voivat olla prosessin ¢ € V' kannalta samat, jos
prosessi ¢ kdy suorituksissa « ja o ldpi samat tilat sekid lahettdd ja vastaanottaa

. . o, ee e . PR . . A
samat viestit. Merkitddn tillaisia suorituksia a ~ o/.

2 Konsensusongelma

Konsensusongelma [Gra78, Lyn96] voidaan ymmértaa koordinoidun hyokkayksen
jarjestamisend: kenraalit suunnittelevat hyokkaysta yhteistd vihollista vastaan, mut-
ta taistelu on voitettavissa vain, jos kaikki kenraalit hyokkaavét yhtéd aikaa. Kukin
kenraaleista voi hyokéaté vain, jos omat joukot ovat valmiina. Aluksi jokainen ken-

raali tietdd vain omien joukkojensa tilanteen.

Kenraalien armeijat sijaitsevat toisistaan erillddn siten, ettd kenraalien véliseen yh-
teydenpitoon on kéytettdva viestinviejid. Jos viestinvilitys kenraalien vililla olisi
luotettava, koordinoitu hyckkéys olisi mahdollinen hyvin yksinkertaisesti tulvitta-
malla jokaisen kenraalin tilaa verkossa. Tilatieto saavuttaisi jokaisen kenraalin ver-
kon ldpimittaa vastaavassa méadrassa askelia. Yhteinen padtos hyokkéyksestd voi-
taisiin muodostaa, jos kaikki kenraalit ilmoittaisivat olevansa valmiina. Jos yksikin

kenraaleista ei voisi hyokaté, kaikki kenraalit peruisivat hyokkéyksen.

Oletetaan kuitenkin, etteivat reitit vierekkéin sijaitsevien armeijoiden vililla ole tur-
vallisia. Kenraalien tulee saapuneiden viestien perusteella paittid, ettd hyokkaako
kenraalin armeija vai ei. Kaikkien kenraalien tulisi paédtyd samaan lopputulokseen,
koska muuten taistelu hévitdan. Lisdksi kenraalien tulisi padattda hyokéta, jos tais-

telu on voitettavissa.

Tietojenkasittelytieteessd konsensusongelma tulee esille esimerkiksi hajautetuissa
tietokantajirjestelmissid. Kun tietokantaan tehddan muutoksia, tulee prosessien jo-
ko hyvéksya tai hyldtd muutokset. Muutokset tulisi pyrkid hyviksyméén aina, kun
mahdollista, ja hyldta virhetilanteissa, joissa jokin prosesseista ei hyviksy muutok-
sia. Tietokantojen siséltd pysyy yhtendisend vain, jos kaikki prosessit padtyvit yk-

simielisyyteen lopputuloksesta.

Formaalisti méériteltyné jokainen prosessi i € V saa alkutilansa alku; joukosta {0,
1}, missé 1 tarkoittaa hyviksyvid tilaa ja 0 hylkdavid tilaa. Maaritelladn seuraavat

ehdot, joiden tulee tayttya.:

(a) Jokaisen prosessin tulee tehdid lopullinen paitos, tulos; € {0, 1}, direllisen

monen kierroksen kuluessa.
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(b) Paitoksen tulee olla yksimielinen siten, ettd kaikki prosessit padtyvit samaan

lopputulokseen tulos;.
(c) Kaikkien prosessien alkutilojen ollessa 0 myos kaikkien tulosten tulee olla 0.

(d) Kaikkien prosessien alkutilojen ollessa 1 myos kaikkien tulosten tulee olla 1,

jos kaikki viestit on toimitettu onnistuneesti.

Triviaali ratkaisu, jossa kaikki prosessit valitsevat tulokseksi aina 1, poissuljetaan
ehdolla (c). Ratkaisu, jossa kaikki prosessit valitsevat tulokseksi aina 0, poissulje-
taan ehdolla (d). Osoittautuu, ettd nédinkin heikkoa variaatiota konsensusongelmas-
ta on mahdotonta ratkaista edes kahden prosessin verkoille, jos viestinvilitys ei ole

luotettava.

2.1 Ratkeamattomuustodistus

Konsensusongelma voidaan todistaa ratkeamattomaksi deterministisesti etenevisséa
suorituksessa [Gra78, Lyn96]. Ongelma osoittautuu ratkeamattomaksi jopa kahden
solmun verkolle. Ratkeamattomuus voidaan edelleen yleistdd kaikille n prosessin

verkoille.

Tehdain vastaoletus, ettd on olemassa algoritmi A, joka ratkaisee konsensusongel-
man kahdesta prosessista koostuvassa verkossa. Olkoon molempien prosessien alku-
tila alku; = alkus = 1 ja suoritus « sellainen, ettéd kaikki viestit prosessien vililla
toimitetaan onnistuneesti. Edelld kuvatun ehdon (d) mukaisesti molempien proses-
sien tulee lopulta valita tulos; = tulos, = 1. Valitaan r siten, ettd molemmat proses-
sit tekevit padtoksensi r kierroksen kuluessa — ehdon (a) mukaan r on olemassa,

koska prosessit valitsevat padtoksensa ddrellisen monen kierroksen kuluessa.

Olkoon suoritus «; muuten sama kuin «, mutta kierroksen r jélkeen prosessien
vilinen viestinvilitys lopettaa toimintansa. Koska molemmat prosessit valitsevat
tuloksensa r kierroksen kuluessa, tdmé ei vaikuta lopputulokseen: suorituksen oy

tulos tulos; = tulosy = 1 on sama kuin suorituksen .

Tarkastellaan kierrosta r ja prosessien tilaa kierroksen r lopuksi. Olkoon suoritus
o muuten sama kuin aq, mutta prosessin 1 lahettdmé viesti kierroksella r» hukkuu.
Koska prosessi 1 ei koskaan saa tietdd viestinsd kadonneen, paityy se samaan tu-
lokseen kuin suorituksessa a;. Prosessi 2 ei koskaan vastaanota kierroksen r viestié,
mutta sen on ehdon (b) mukaan paidyttavd samaan lopputulokseen kuin prosessin

1. Toisin sanoen molemmat prosessit pa#tyvit suorituksessa oo tulokseen 1.



Prosessi 1 Prosessi 2 Prosessi 1 Prosessi 2
alku, =1 | e T alkuy =1 alku, =1 | e T alkuy =1
3 A 3 A
& Py & Py
s A ' A
Kierros r A Kierros r
& A &
tulos, = 1 tulos, = 1 tulos, =1 tulos, = 1

Kuva 1: Vasemmalla esimerkki suorituksesta a; ja oikealla suorituksesta as. Onnis-

tuneesti toimitetut viestit on merkitty katkoviivalla ja nuolella.

Kuvassa 1 on esimerkki suorituksista oy ja as. Suoritus etenee ylhaalta alaspéin si-
ten, ettéd prosessien vilinen viestinvaihto on merkitty katkoviivalla ja nuolella. Suo-
ritukset «a; ja as ovat prosessin 1 kannalta samat oy ~ «p, koska prosessi 1 kéy

suorituksissa a; ja as ldpi samat tilat seké ldhettdd ja vastaanottaa samat viestit.

Tarkastellaan suoritusta ag, joka eroaa suorituksesta as vain siten, ettd prosessin 2
kierroksella r lahettdma viesti hukkuu. Prosessi 2 ei tiedd viestin hukkuneen, joten
suoritukset as ja az ovat prosessin 2 kannalta samat o 2 as. Koska ay 2 Q3, pro-
sessi 2 padtyy suorituksessa az samaan lopputulokseen tulos, = 1 kuin suorituksessa
ay. Prosessin 1 kannalta tdmé tarkoittaa sité, ettd ehdon (b) nojalla myos prosessi

1 péaédtyy tulokseen 1 suorituksessa as.

Téahén mennessd olemme siis osoittaneet, kuinka prosessien vélisten viestien huk-
kaaminen kierroksella r ei nédytéd vaikuttavan lopputulokseen tulos; = tuloss = 1,
jos on olemassa vastaoletuksen mukainen algoritmi A. Suoritusten a4 ja g ainut ero

on se, etteivit kierroksella r ldhetetyt viestit saavu vastaanottajalle.

Jatkamalla edelld kuvatulla tavalla voidaan viestinvélitys lopettaa jokaisella kierrok-
sellar—1,r—2,...ilman, ettd lopputulos muuttuu. Lopulta paadytéaéan suoritukseen
o, jossa prosessit eivit vastaanota yhtdan viestid toisiltaan, mutta lopputuloksena

on silti tulos; = tulosy = 1.

Prosessien alkutilat alku; = alkus = 1 ovat olleet tdhin asti samat. Muodostetaan



Prosessi 1 Prosessi 2 Prosessi 1 Prosessi 2 Prosessi 1 Prosessi 2
alku, =1 alku, =1 alku, =1 alku, =0 alku, =0 alku, =0
tulos, =1 tulos, =1 tulos, =1 tulos, =1 tulos, =1 tulos, =1

Kuva 2: Esimerkkeja suorituksista, kun viestinviilitys ei toimi. Suoritukset lueteltuna

vasemmalta oikealle: o, o ja o’”.

suoritus o, joka vastaa suoritusta o, jossa prosessin 2 alkutila on alku, = 0. Koska
edelleen alku, = 1 eiké yksikdén viesti saavuta prosessia 1, on o/ Ao ja prosessin 1
valitsema lopputulos tulos; = 1. Ehdon (b) mukaan myos prosessi 2 valitsee tuloss =
1.

Olkoon suoritus o sama kuin o/, mutta nyt myos prosessin 1 alkutila on alku; = 0.
Koska yksikéén viesti ei saavuta prosessia 2, muutos ei vaikuta prosessin 2 suorituk-
seen, joten o 2o ja néin ollen tulosys = 1. Jélleen ehdon (b) perusteella prosessin
1 taytyy valita tulos; = 1.

"

Kuvassa 2 on esimerkki suorituksista o', o’ ja «”. Kumpikaan prosesseista ei vas-

taanota viestejd, mutta molemmat valitsevat lopputuloksensa r kierroksen kuluessa.

Suorituksessa o’ paadytain vihdoin ristiriitaan: prosessien 1 ja 2 alkutilat olivat
alku, = alkuy, = 0, mutta lopputulokset tulos; = tulos, = 1. Ristiriita seuraa

ehdosta (c), joka ei tdyty suorituksessa a”.

3 Satunnaistettu algoritmi

Konsensusongelma n prosessin verkolle G = (V, E') voidaan ratkaista satunnaistetul-
la algoritmilla, kun sallitaan virhetilanne todennékoisyydelld e [VL92, Lyn96]. Vir-
hetilanteessa osa prosesseista valitsee tuloksen 0 ja loput tuloksen 1. Oletetaan, etté
jokainen prosessi tekee lopullisen péitoksensi, tulos; € {0,1}, r > 1 kierroksen ku-
luessa. Satunnaistettu algoritmi ratkaisee konsensusongelman r kierroksen kuluessa

todennékoisyydella 1 — € siten, ettd seuraavat ehdot ovat voimassa:

(a) PrP[3i,j € [1,n]: tulos; = 0 ja tulos; = 1] < .

(b) Kaikkien prosessien alkutilojen ollessa 0 myos kaikkien tulosten tulee olla 0.
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(c¢) Kaikkien prosessien alkutilojen ollessa 1 myos kaikkien tulosten tulee olla 1,

jos kaikki viestit on toimitettu onnistuneesti.

Todenniikdisyys PrB[3i,j € [1,n] : tulos; = 0 ja tulos; = 1] vastaa todennikdi-
syytta tilanteelle, jossa lopputulos prosessien vélilld on ristiriitainen wastustajalla
B. Vastustaja (adversary) pyrkii hankaloittamaan ongelmanratkaisua maaraamalli
haluamallaan tavalla prosessien alkutilat alku; seké prosessien vililld onnistuneesti
vilitetyt viestit. Tarkemmin sanoen vastustajaan B liittyy viestinvdlitystd v kuvaava

joukko
{(i,5,k)|(i,)) € Ejak =1},

joka siséltéd alkion (4,7, k), jos ja vain jos prosessi j vastaanotti onnistuneesti pro-

sesin ¢ kierroksella k lahettaméan viestin.

Validi viestinvdlitys on joukko v = {(i,7,k)|(7,7) € E ja 1 < k < r}, jossa kaikki
viestinvilitys tapahtuu r kierroksen kuluessa. Mééritelladn viestinvdlitysjdrjestys <,

pareille (i, k), missd ¢ € [1,n] on prosessi ja k > 0 on kierros, siten, etté pétee:

1. (i,k) <, (i, k') kaikille ¢ € [1,n] ja kaikille 0 > k& > &'

2. Jos (i,j,k) € v, niin (4,k — 1) <, (4, k).

3. Jos (i,k) <, (¢, k') ja (¢, k') <, (", k"), niin myos (i, k) <, (", k").
Ehdoista ensimmaéinen pitda huolen siité, etta jarjestys on refleksiivinen, ja viimeinen
médrittelee jarjestyksen olevan transitiivinen. Keskimméinen ehto kuvaa informaa-

tion kulkua ldhettéjaltd vastaanottajalle silloin, kun prosessin ¢ kierroksen k viesti

saapuu onnistuneesti prosessille j.

Viestinvilityksen 7 ja sen jarjestyksen <., avulla voidaan nyt mééritelld prosessin 4
informaatiomddrd taso, (i, k) kierroksella 0 < k < r. Informaatiomééra taso, (i, k)

on:

1. Jos k =0, niin taso,(i,k) = 0.
2. Jos k > 0 ja on olemassa j # i siten, ettd (4,0) £, (¢, k), niin taso,(i, k) = 0.

3. Jos k> 0ja (j,0) <, (i, k) kaikille j # ¢, niin taso, (i, k) = 1 + min{¢;|j # i},
missé ¢; = max{taso,(j, k")|(7, k") < (i,k)}.



0 1 1 1 3 3 3
Prosessi 1 < . AN ~ <.
Prosessi 2 4 < 4
0 0 2 2 2 4
%/—/
Kierros 6

Kuva 3: Esimerkki informaatiomééaristad kahden prosessin verkolle. Onnistuneesti toi-

mitettua viestia kuvataan nuolella.

Ensimméinen ehto méérittelee informaatioméérian taso,(i,k) = 0 kaikille proses-
seille ¢ kierroksella k& = 0. Toisen ehdon mukaan informaatioméérd on edelleen
taso, (i, k) = 0, jos on olemassa yksikin prosessi j # 4, jolta ei ole vastaanotettu yhté-
kadn viestid k kierroksen kuluessa. Viimeisen ehdon ¢; = max{taso,(j,k")|(J, k') <,
(1, k)} vastaa suurinta informaatiomééréé, jonka prosessi i tietdéd prosessin j saavut-
taneen kuluneiden k kierroksen aikana. Koska prosessien vilisid viesteja voi havita,
prosessi ¢ ei valttamétta tiedd prosessin j kierroksen k todellista informaatiomééariéa

taSO«{(j, k)a joten gj < taSO«{(j, k)

Tarkastellaan verkon kaikkien prosessien informaatioméaraé, joka on aluksi nolla.
Prosessin informaatiomééara on nolla, kunnes se saa viestin kaikilta muilta proses-
seilta ja siirtyy tasolle 1. Kun prosessi saa tietdd, ettd kaikki muutkin prosessit ovat
vahintdin tasolla 1, prosessi siirtyy tasolle 2. Kuvassa 3 on esimerkki informaatio-
madristd kahden prosessin verkolle ensimméisen r = 6 kierroksen aikana. Esimerkin

viestinvélitys v on sama kuin joukko:
{(2,1,1),(2,1,2),(1,2,3),(2,1,3),(1,2,4),(2,1,4),(2,1,5),(1,2,6)}.

Informaatioméirian méaritelmésti voidaan nihda, ettd informaatiomééran ero ver-

kon prosessien vililld on rajoitettu:

Lemma 1 ([VL92, Lyn96]) Kaikilla prosesseillai ja j sekd kierroksella0 < k <r

patee |taso, (i, k) — taso,(j, k)| < 1, missd v on validi viestinvdlitys.

Tama seuraa selvésti siité, ettd joka kierroksella 0 < k < r prosessin i € [1,n]
informaatiomé&éra joko pysyy ennallaan tai kasvaa. Jos prosessin ¢ informaatiomé&a-
rd, kasvaa kierroksella k, se kasvaa korkeintaan arvoon £; + 1, missé ¢; on pienin

prosessin 7 tiedossa olevista informaatioméérista ¢; prosesseille j # i kierroksella k.
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Lemma 2 ([VL92, Lyn96]) Jos v on virheeton viestinvilitys, joka sisdltid jo-
kaiselle 1 < k < r kaikki mahdolliset kolmikot (i, j, k), niin kaikilla i € [1,n] pdtee
kierroksella k taso,(i, k) = k.

Lemma 2 seuraa siitd, ettd prosessi ¢ € [1,n] tietdd jokaisella kierroksella muiden
prosessien j # 4 tarkat informaatioméérét: ¢; on kierroksella & > 1 prosessin j
informaatiomééré edellisen kierroksen lopuksi taso,(j, k — 1). Induktiolla n&hdéén,
ettd aluksi on ¢; = 0, joten taso,(i,1) = 1, ja tdmén jdlkeen aina taso,(i,k) =

taso(j,k — 1) + 1, missa j # 1.

Informaatiomééran avulla voidaan vihdoin mééaritella satunnaistettu algoritmi kon-
sensusongelmaan. Kiinnitetdén kierrosten lukumééra r, jonka kuluessa kaikkien pro-
sessien tulee tehdé lopullinen pédtos. Jokainen prosessi pitdé kirjaa omasta infor-
maatioméadrastadn r kierroksen ajan. Kierroksella r jokainen prosessi tarkistaa ylit-
tadko prosessin oma informaatioméérd satunnaisesti valitun raja-arvon vélilta [1, 7).
Raja-arvon arpoo prosessi numero 1 heti ensimmaisella kierroksella, jonka jélkeen

arvoa tulvitetaan verkossa.

Prosessi i € [1,n] pitdéd kirjaa kaikkien prosessien alkutiloista taulukossa alku;|[j].
Aluksi tiedossa on vain oma alkutila alku;[i]. Raja-arvo pidetddn muuttujassa raja;,
jonka arvon tietdd aluksi vain prosessi ¢ = 1. Liséksi seurataan prosessien informaa-
tioméérad taulukolla taso;[j]. Alustetaan jokaiselle prosessille ¢ € [1,n] nAméa arvot

seuraavasti:

Alkutilat alku;[j] € {tuntematon,0,1} asetetaan alku;[j] = tuntematon kai-
kille j # i ja alku;[i] = alku;.

Informaatiomédrd [—1,7] on taso;[j] = —1 kaikille j # i ja taso;[i] = 0.

e Raja-arvo raja; € [1,r| U tuntematon on raja; = tuntematon kaikille i # 1,

ja raja; on satunnainen luku vélilta [1,r].

Tulos tulos; € {tuntematon, 0,1} on tulos; = tuntematon.

Prosessit ldhettéavat jokaisella kierroksella 1 < k < r viestin kaikille muille verkon
prosesseille. Oletetaan siis yksinkertaisuuden vuoksi, ettd verkko on tdydellinen. Sa-
ma algoritmi toimisi triviaalisti myos tapauksessa, jossa verkko ei ole taydellinen:
tilanne vastaisi viestinvélitysta + tdydellisessa verkossa G = (V, E), jossa vastustaja

on estinyt joidenkin kaarten (7, j) € E viestinvilityksen kokonaan.



Algoritmi saapuvat;(Lj, V;, k;):

if k; # tuntematon then raja; — k;.

for all j € [1,n] and j' #4i do
if V;[j'] # tuntematon then alku,[j’] — V;[j'].
if L;[j'] > taso;[j'] then taso;[j’] — L;[j'].

end for

taso;[i] — 1+ min{taso;[j']|j’ # i}.

if kierros = r then

if raja; # tuntematon and taso;[i] > raja; and alku;[j'] = 1 kaikille j' then

© 00 = O U k= W N =

tulos; « 1.

—_
o

else tulos; < 0.
end if

—_
—_

Kuva 4: Prosessi ¢ vastaanottaa viestin (L;, V}, k;) prosessilta j kierroksella kierros.

Prosessin i € [1,n] ldhettdmét viestit ovat kolmikkoja (L, V. k), missd vektori L[j]
pitééd siséllaan arvot taso;[j| ja vektori V[j] arvot alku;[j] kaikille j € [1,n]. Arvo k on
aina raja,. Toisin sanoen prosessit viestittavét kaikille muille prosesseille sekd omaa

tilaansa ettd aiemmilla kierroksilla vastaanottamiaan tietoja muista prosesseista.

Kierrosten lukuméaérastd pidetddn kirjaa muuttujalla kierros, jonka arvoa kasva-
tetaan yhdelld aina kierroksen aluksi. Kuvassa 4 on esimerkki siitd, mitd prosessi
i tekee vastaanottaessaan viestin (L, V;, k;) prosessilta j kierroksella kierros. En-
simmaiselld rivilld tarkistetaan sisdltddko viesti raja-arvon k;. Raja-arvo on sama
kaikissa viesteissd, joissa k; # tuntematon, joten ei haittaa vaikka arvo raja; ase-
tetaan useamman kerran. Kunnes raja-arvo levidd myos muiden prosessien tietoon,

k; # tuntematon vain prosessin j = 1 viesteissa.

Kolmannella rivilld yllapidetdén alkutilojen taulukkoa alku;[j'] kaikille j" # i si-
ten, ettd kaikki vektorin arvot V;[j'], joilla V;[j'] # tuntematon, asetetaan arvoiksi
alku;[j']. Néin tieto prosessien alkutiloista alku;, j # 4, levidd verkon prosessilta

toiselle.

Neljannelld rivilla paivitetdan informaatioméérét taulukkoon taso;[j'] kaikille j' # 4.
Ehto L;[j'] > taso;[j'] pitdd huolen siitd, ettd arvo taso;[j'] saa suurimman arvonsa
kaikista prosessille ¢ saapuvista arvoista L;»[j'], missé j” # . Kun rivien 2-5 silmuk-
ka on kéyty loppuun, pétee taso;[j’| = £;, missé {; = max{taso,(j', k')|(j', k') <,
(i,k)} kierroksella k = kierros.
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Rivilld 6 péivitetddn prosessin ¢ omaa informaatiomééraé taso;[i]. Informaatioméé-
ran médritelmén mukaan uusi arvo on £;» 4+ 1, missé ¢;» on pienin arvoista taso;[j'].
Viestinvélitykselld v ja kierroksella 1 < k < r pétee siis taso;[i] = taso,(i, k). Jos
taso;[i] > 1, ovat sekd raja-arvo raja; ettéd kaikki alku;(j'), j° € [1,n], méaariteltyja,

eli erisuuria kuin tuntematon.

Kierroksen kierros = r péaatteeksi jokainen prosessi valitsee lopullisen tuloksensa
tulos; € {0, 1}. Prosessi valitsee tulos; = 1, jos se tietdd raja-arvon raja; ja prosessin
oma informaatiomédrad on suurempi tai yhtdsuuri kuin raja-arvo. Lisdksi kaikkien
prosessien alkutila tulee olla tiedossa ja alku; = 1 kaikille j'. Jos ndmé ehdot eivét

tayty prosessi valitsee tulos; = 0.

Satunnaistettu algoritmi ratkaisee konsensusongelman r kierroksen kuluessa siten,
ettd ehdot (b) ja (c) ovat voimassa: Kaikkien prosessien alkutilan ollessa 0 myos kaik-
ki prosessit asettavat tulos; < 0, koska rivin 8 ehdot eivét koskaan téyty. Vastaavas-
ti, jos kaikkien prosessien alkutila on 1 ja v on virheetén viestinvilitys, niin lemman
2 mukaan kaikkien prosessien informaatiomédra taso;[i| = r. Néin ollen kaikki pro-
sessit asettavat tulos; «— 1, koska triviaalisti taso;[i] > raja; kaikille raja; € [1,7].
Lisaksi pétee selvésti, ettd raja; # tuntematon sekd alku;[j'] = 1 kaikille j'.

Satunnaistettu algoritmi ratkaisee konsensusongelman r kierroksen kuluessa siten,
1

ettd arvolle € = - on voimassa ehto (a):

PrB(3i,j € [1,n] : tulos; = 0 ja tulos; = 1] < ¢

Tarkastellaan tilannetta kierroksen r padttyessia. Olkoon ¢ = taso;[i] kierroksella r
kaikille prosesseille i € [1,n]. Lemman 1 mukaan kaikki arvot ¢} eroavat toisistaan
korkeintaan yhden yksikon verran. Jos satunnaisesti valittu raja-arvo raja; € [1,7]
on suurempi kuin max{¢;} tai yksikin prosesseista saa alkutilan 0, paattavét kaikki
prosessit tulos; = 0. Vastaavasti, jos raja-arvo raja; < min{¢}} ja kaikkien proses-

sien alkutila on 1, niin prosessit valitsevat tulos; = 1.

Ristiriita ehdossa (a) tapahtuu siis vain silloin, kun raja; = max{¢;}. Todennakoi-
syys télle on % = ¢, koska max{/]} madraytyy aina deterministisesti vastustajalle B
ja raja; valitaan satunnaisesti véliltd [1,r]. Toisin sanoen max{¢} on vakio, joka

riippuu vastustajasta B.

Otetaan esimerkiksi kuvan 3 viestinvilitys seké arvo r = 6, jolloin € = %. Ristiriidan
todennékoisyys on siis korkeintaan %. Olkoon vastustajalla B alkutilat alku; =
alkus = 1. Jos valitaan raja-arvo raja; = 4, niin prosessi 1 péaattaéd tulos; = 0

ja prosessi 2 tulosy = 1, eli tulokset ovat ristiriidassa. Jos taas raja; < 3, niin
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molemmat prosessit valitsevat tulos; = tuloss = 1. Vastaavasti, jos raja; > 5, niin

valitaan tulokset tulos; = tuloss = 0. Ristiriita syntyy siis juuri todennékoisyydella
1

6
Jos vastustaja valitsee mitkd tahansa muut alkutilat alku; ja alkus kuin edelld vas-
tustaja B, niin prosessit valitsevat triviaalisti aina tulos; = tulosy, = 0. Ristiriidan

todennédkdisyys on néissa tapauksissa siis 0.

3.1 Alaraja ristiriidan todennékoisyydelle

Mikéa tahansa satunnaistettu algoritmi, joka toimii r kierrosta, rikkoo yksimielisyy-

den ehtoa (a) vahintdin todennikoisyydelld T%l [VL92, Lyn96]. Alaraja voidaan

todistaa seuraavan lemman avulla:

Lemma 3 ([VL92, Lyn96]) Olkoon B mikd tahansa vastustaja, jolle kaikkien pro-

sessien alkutilat ovat alku; = 1, ja © mikd tahansa prosessi. Tdlldin pdtee

PrPli valitsee tulos; = 1] < e(taso,(i,r) + 1).

Olkoon B vastustaja, jolle kaikkien prosessien alkutilat ovat alku; = 1, ja v virheeton
viestinvalitys. Todennékoisyys, jolla kaikki prosessit valitsevat tulos; = 1, on pie-
nempi tai yhtéasuuri kuin todennékoisyys, jolla jokin prosesseista valitsee tulos; = 1.
Lemman 3 perusteella tdmé on korkeintaan e(taso,(4,r) + 1). Koska lemman 2 mu-
kaan téydelliselle viestinvélitykselle v pétee taso, (i, ) = r, supistuu todennékoisyys

muotoon €(r + 1).

Toisaalta ehto (c) maarittelee, etté téydellisella viestinvilitykselld vy ja kaikkien pro-
sessien alkutilojen ollessa 1 myos kaikkien tulosten tulee olla 1. Todennéakdoisyys sille,

ettd kaikki prosessit valitsevat tulos; = 1, on siis tasan 1. Téstéd saadaan 1 < e(r+1),

1

eli alaraja € > —=.

4 Yhteenveto

Tamé tutkielma tarkasteli konsensusongelmaa hajautetuissa jirjestelmissé, joissa
prosessien vilisid viesteja voi kadota. Konsensusongelma osoittautui ratkeamatto-
maksi jopa kahden prosessin verkossa. Satunnaistetulla algoritmilla konsensusongel-

man voi kuitenkin ratkaista todennakoisyydella %1, missé 7 on algoritmin suoritus-
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kierrosten lukumaééaré. Liséksi nédytettiin, ettei mikddan satunnaistettu algoritmi voi

toimia virhetodennékéisyyden alarajaa ﬁ paremmin.
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