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1 Johdanto

Tassé kirjoitelmassa kisitelladn luokittelijoiden kiytanndllisid virherajoja. Pohjana

on kiytetty piadasiassa artikkeleita [K4405|, [K44| ja [Lan].

Taysin yleisesti ei luokittelijoiden tulevaisuudessa tekemista virheista voida péaatella
kovinkaan paljoa. Jos kuitenkin voimme tehda oletuksia alkuperiisesta jakaumasta,
jonka tuottamia niytteitd haluamme luokitella, voidaan kysymykseen “Kuinka usein
luokittelija ¢ on tulevaisuudessa vaardssd?” vastata. Oletamme ettd data on 11D, eli
otokset otetaan toisistaan riippumatta samasta jakaumasta. Voidaan osoittaa etta
tdmé on riittava oletus luokittelijoiden virherajojen mééarittelyyn. Koske tutkimme
tuntemattomia jakaumia, on virheraja aina mééritelty vain tietyn todennikdisyyden

puitteissa. Esimerkiksi “Luokittelijan virhe on alle 20.0% todennékoisyydelld 99%”

2 Luokittelija

Tassé luokittelijoilla tarkoitetaan funktioita, jotka jakavat syctejoukon kahteen tu-
losjoukkoon, esim. { +1, -1 } tai {“kuuluu luokkaan A” “ei kuulu luokkaan A”}. Lu-
okittelija saadaan oppimisalgoritmin tuloksena, jonka tavoitteena on 16ytad funktio
joka mallintaa tuntematonta (syote, tulos) jakaumaa. Jakaumasta oletetaan ainoas-
taan, ettd se on I1D, eli ndytteet otetaan toisistaan riippumatta samasta jakaumasta.
Toisin sanoen naytteiden valilld ei ole korrelaatiota. Jakauma ei mydskaan valttamat-
td ole minkdin deterministisen funktion mééirittelemé, vaan voi esimerkiksi sisaltaa
kohinaa. Esitetyissa tuloksissa kaikki luokittelijat ajatellaan mustina laatikoina, eiki
niiden varsinaiseen toteutukseen tai oppimisalgoritmiin oteta mitdén kantaa. Joitain

kiytettyja merkintoja ([Lan]):

Merkinta Kuvaus

X Luokittelijan sy6teavaruus

Y ={-1,1} Luokittelun tulosavaruus.
D Tuntematon jakauma X x Y:ssé
S Sarja D:std otettuja riippumattomia néiytteita.
m |S| ndytteiden lukumé&éra
c Kuvaus X:1ta Y:lle
T Syote x € X
Y Haluttu tulos kun, z jay € X XY




3 Virherajan maarittely

Todellinen wvirhe

Luokittelijan todellinen virhe méaéritellaén yksinkertaisesti todennékoisyydeksi, etté

niyte x luokitellaan viarin.

ec,D)= Pr (c(x)#y)

(zy)~D
Empuirinen virhe

Koska jakauma D on tuntematon, ei todellista virhettd e(c, D) voida suoraan havain-
noida. Tarkka todellinen virhe voidaan selvittda vain jos funktio jonka luokittelija

yrittdd oppia on tarkasti tiedossa. Kiytdnnossd mitataan empiiristd virhetta

) 1
é(c,S) = m Z I(c(z) #y)
(z,y)es
Empiirinen virhe on vaarin luokiteltujen ndytteiden ja testattujen niytteiden lukuméarin
suhde otoksessa S. Seuraavaksi esitetddn kuinka kokeellisesti virheesta voidaan laskea

ylaraja todelliselle virheelle tietylld luottamusvalilla.

Yliraja todelliselle virheelle todenndkiisyydelld 1 — 0

Empiirinen virhe on mitattu testaamalla luokittelijaa m kappaleella nimettyji néyt-
teitd ts. joiden oikea luokittelu on ennalta tiedossa (labeled sample). Kaytettévis-
sd olevat suureet ovat siis havaittujen virheiden maird £ ja kdytettyjen nayttei-
den maard m. Siis é(c,S) = k/m. Todetaan, ettd havaittujen virheiden méiird on
binomijakautunut parametrein m ja e(c, D). Koska jakauman keskiarvo e(c, D) on
tuntematon, etsimme sen sijaan binomijakauman keskiarvon joka on halutulla toden-
nékoisyydelld yldraja oikealle keskiarvolle. Téamaé l6ydetddn etsimalld suurin keskiar-

vo, jonka kanssa mitattu virhe é(c, S) on yhteensopiva.
Miiritelmé [Lan]: (Inverse binomial tail) Bin (k/m,m,d) on q jolle
*/m
> (7)ea g
i=0

Todenndkoisyys saada k/m:84 pienempi virhe binomijakaumasta, jonka keskiarvo
on suurempi kuin Bin (k/m,m, d), on pienempi kuin §. Siten todellisen virheen e on

oltava pienempi kuin Bin (k/m,m, §) luotettavuudella 1 — 4.



Kaikille D, ¢
Pr (Bin(é(c, S),m,8) > e(c,D)) >1—4.

S~Dm
Eli: todennékoisyys, ettd virheraja on suurempi kuin todellinen virhe on 1 — 4.

Talla tavalla maaritelty virheraja on tdydellisen tiukka: jos oikea virhe on riittavin

suuri, virheraja rikotaan tdsmélleen suhteessa 0. (IID oletuksella)

Riippumattoman virhearvion saamiseksi on helpointa kidyttdad joukkoa valmiiksi
nimettyja naytteité, joita ei kiytetd oppimiseen. Talloin virhearvioon kiytetyt néyt-
teet eivit péddse vaikuttamaan oppimisen tulokseen ja antavat siten luotettavan
arvion todellisesta virheestd. Nimettyja néytteita voi olla kuitenkin saatavissa vain
rajoitettu maéra, jolloin mahdollisemman moni niyte halutaan kiyttda oppimiseen.
T&lloin on virheraja laskettava oppimiseen kiytetyn datan perusteella ja tarvitaan
monimutkaisempia menetelmia virheenméarittelyyn, silld virheen mittauksen ja op-
pimisen vélille syntyy riippuvuus. Perinteisesti oppimisdatasta lasketut luotettavat

virherajat ovat olleet liian viljid ollakseen kayttokelpoisia.

4 Satunnaistetut luokittelijat

Satunnaistetuissa luokittelijoissa lopullinen luokitus maéritetdin kiyttamalla use-
ampaa samalla datalla opetettua luokittelijaa, joiden joukosta yksi valitaan jonkun

satunnaisjakauman perusteella.

Téssa esitellyt satunnaiset luokittelijat toimivat jakamalla opetusdatan k:hon osaan
S; ja opettamalla monta instanssia samasta luokittelijasta néilla eri ndytejoukoil-
la. Kullekin luokittelijalle ¢; méaaritelldédn virheraja kiyttamalla sitd osaa datasta
(S!), jota ei kiytetty kyseisen luokittelijan opettamiseen. Niin koko data saadaan
kiayttoon sekd opettamiseen ettd virherajan madarittelyyn. Lopullinen luokittelija
valitsee yhden néistd luokittelijoista tasaisesta jakaumasta ja kiyttaéd sitd annetun
syotteen luokitteluun. Luokittelija valitaan aina uudestaan jokaiselle syotteelle. Sat-
unnainen luokittelija antaa siis tilastollisen keskiarvon useammasta luokittelijasta.
My6s virhearvio télle yhdistetylle luokittelijalle voidaan laskea keskiarvona osalu-
okittelijoiden virheestd. Deterministinen luokittelija, jota kiytettiin testijoukkoon

perustuvan virheen méarittelyyn, saadaan erikoistapauksena k = 1.



4.1 Satunnaistetun luokittelijan virheraja

Satunnaistetun luokittelijan f virheraja e(f, D) saadaan seuraavasti.

Jokaiselle aliluokittelijalle ¢; virheraja kiyttdméalla testidataa S, on vihintddn to-
denn#koisyydelld 1 — §/k

e(c¢;, D) < Bin (é(c;, S)), |5, 0/k) .

Yhdistetyn luokittelijan, joka siis valitsee aina satunnaisesti yhden ¢; luokittelua

tehdessdan, virherajaksi saadaan vihintddn todennikdisyydelld 1 —

< § DB (e S, 151 0/8)

?vl»—

k
E Cm
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eli virherajojen keskiarvo.

5 Puolivalvotut virherajat

Usein parhaat virherajat saadaan juuri satunnaistetuilla luokittelijoilla, mutta ni-
iden ominaisuudet eivit yleensi ole kiytdnndssa toivottuja. Suurimpana haittapuole-
na sama syote x voidaan luokitella eri tavalla kun luokittelijaa kiytetadn sille monta

kertaa. Tama johtuu yhdistetyn luokittelijan stokastisesta luonteesta.

Satunnaiselle luokittelijalle saatua virherajaa voidaan kuitenkin kiyttdd hyodyk-
si laskettaessa virherajaa paremmin kiyttaytyvélle deterministiselle luokittelijalle

poistamalla satunnaisuus virherajoista.

Merkitsemattomid naytteitd voidaan kiyttda satunnaistetun luokittelijan virhera-
jan turvalliseen muuntamiseen deterministiselle luokittelijalle sopivaksi. Ideana on
kiayttaa merkitsemattomia ndytteitd arvioimaan todennikoisyytté, etta satunnainen
luokittelija ja valittu deterministinen luokittelija ovat eri mieltd. Tama erimielisyys
muutetaan sitten luokittelijoiden véliseksi virheeksi, joka voidaan lisdtd satunnaisen

luokittelijan virherajaan.

Selvennykseni kiytetty deterministinen luokittelija on samaa algoritmia kayttamalla

opittettu luokittelija jonka opettamiseen kiytetddn kaikki nimetyt néytteet.

Menetelméa kiytetddn seuraavasti:



1. Valitaan oppimisalgoritmi
2. Opetetaan satunnainen luokittelija f, jolle voidaan laskea tiukka virheraja.
3. Opetetaan lopullinen deterministinen luokittelija cg,. kaikella datalla S.

4. Kiytetdidn nimedmatonti dataa ja lasketaan luokittelijoiden vélinen ns. etdisyys

d(f, ctina), €li kuinka usein ne ovat eri mielta.

5. Lopullisen luokittelijan virheraja on satunnaisen luokittelijan virheraja + lu-

okittelijoiden erimielisyyteen perustuva virhe.

(Disagreement probability) luokittelijoiden f ja g erimielisyyden todennikéisyys
madritellddn suhteena jolla luokittelijat ovat eri mieltd naytteen luokittelusta joukos-
sa D.

d(f,g) =d(f,g,D)= Pr (f(z)#g(z))

(z,y)~D

Tatdakdaan ei voida suoraan mitata, vaan kiytetddn empiirista versiota:

- 1
d(£,9.0) = 77 > I(f(x) # g(x))
zeU
Jossa U on joukko nimedmattomia naytteitd. Tarkedd on huomata tdméan metri-
ikan yhteys luokittelijan virheen méaérittelyyn. Samaa binomijakaumaan perustuvaa

virherajan laskentaa voidaan soveltaa myos d:n rajojen madrittelyyn.

Luokittelijoiden vélinen etdisyys d( f, cinal) lasketaan siis kiytinnossé samalla tavalla
kuin satunnaisen luokittelijan virhe verrattuna oikeaan jakaumaan D. Intuitiivisesti
siis lasketaan ensin satunnaistetun luokittelijan etdisyys jakaumaan D, seki deter-
ministisen luokittelijan etdisyys satunnaistettuun luokittelijaan. Etaisyyksien sum-

ma on yldraja deterministisen luokittelijan etéisyydelle jakaumaan D (kolmioepéy-
htilo).

e(cﬁnab D) S e(fv D) + d(f> Cﬁnal)

Ja vihintddn todennikoisyydellda 1 — 6



6(cﬁnal>

< 20 Bin (¢ 511 151,/(20)

?rl»—t

—|—B1n( (f, canat, U), U], 5/2)

Deterministinen luokittelija siis téssa tapauksessa kiyttaa kaiken datan S oppimiseen,
eikd testidataa tarvitse jattdd syrjaan. Mahdollisuudesta kidyttdad nimeamattomia
ndytteitd voi olla suurta etua, silli se on yleensd paljon halvempaa tuottaa kuin
nimetyt nédytteet. Kaytannossa tilanteissa joissa tilastollista oppimista kiytetidén,

voi nimedmattomien naytteiden tuottaminen olla ilmaista.

Seuraavaksi esitellddn eri menetelmia satunnaistetun luokittelijan kdyttamien joukko-

jen S; valitsemiseksi.

5.1 Bagging

Breiman esitteli Bagging-menetelmén (|Bre96|). Siind kukin S; tuotetaan valitsemal-
la satunnaisesti takaisinpanoin n otosta S:sté. Jokaiselle ¢ noin 1 —1/e ~ 0.63 osuus

niytteistéd valitaan joukkoon S; loppujen 0.37 jaddessé testauskiyttoon joukkoon S..

Alunperin Bagging-menetelma esiteltiin ddnestiavana luokittelijana, joka vastaa aiem-
min esiteltyd satunnaista luokittelua, mutta satunnaisen luokittelijan sijaan lopulli-
nen luokittelu ratkaistaan danestamalld kaikkien c; luokittelijoiden kesken. Téassa es-
iteltyjd menetelmid voidaan kdyttdd myos tillaisen ddnestdvin luokittelijan virher-

ajan laskemiseen.

Adnestivin luokittelijan yhtend huonona puolena jokaista luokittelua tehdessi on
luokittelu tehtdava k kertaa, joka vaatii luonnollisesti enemmén laskentaresursseja.

Jokainen luokittelija on myd&skin pidettivd yhta aikaa muistissa.

5.2 Cross-Validation

Cross-Validation -menetelmé toimii seuraavasti.

Néytejoukko S jaetaan k:hon (mahdollisimman) yhté suureen osaan S!. Oppimisal-
goritmi ajetaan k kertaa ja kullakin ajolla ¢ oppimiseen kidytetddn naytteitd S;, jotka
eivit ole joukossa S!. Virhearvion tekemiseen kiytetddn vastaavasti kullakin ajolla
joukkoa S!. Kun valitaan k = |S| saadaan erikoistapaus, jossa jitetdan aina yk-

si ndyte virheen tarkistamiseen. T&ta ei kuitenkaan voi soveltaa téssé esiteltyihin
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menetelmiin, silld yhdelld naytteelld ei saada milldan tavalla hyédyllisia virherajoja

vksittaisille luokittelijoille.

Cross-validation -menetelméi kiytetddn usein kiytinnossa koko joukolla S opetetun
deterministisen luokittelijan virheen approksimointiin. Sen tekemé arvio ei kuitenkaan
ole tilastollisesti piteva ja voi olla hyvinkin kaukana todellisesti virheestd. Esitellylla

virherajan satunnaisuuden poistamisella saadaan kuitenkin luotettavia tuloksia.

Myo6s Cross-Validation -menetelmistd voi tehda &ddnestdvan luokittelijan.

5.3 Puolivalvottu testijoukkoa kiyttava raja

Erikoistapauksena valinta k& = 1 vastaa deterministisen luokittelijan, jonka virher-
aja on saatu erillista testijoukkoa kiyttdméalld, muuntamista puolivalvotuksi ope-
tusjoukkoon perustuvaksi virherajaksi luokittelijalle cq,,. Satunnaisen luokittelijan
sijaan kiytetddn siis suoraan luvussa 3 esiteltyd virherajan mittausta pohjana lop-

ullisen luokittelijan virherajoille.

Jos testijoukon kooksi |S]| valitaan n/k, on saatu virheraja suoraan vertailtavissa
Cross-Validation -menetelmén rajaan, silld niilli on sama odotusarvo luotettavu-

ustermié lukuun ottamatta.

5.4 Muita menetelmia

Kaéaridinen ja Langford vertailevat myos muita menetelmii, mukaan lukien online-
menetelmét ja PAC-Bayesian virherajoja. Bayesildisilla menetelmilld on monta kiin-
nostavaa ominaisuutta, mutta kaytannossa PAC-Bayes rajat nidyttivit olevan selvésti

muita esiteltyji rajoja huonommat. [Ka4|

6 Tuloksia

Kééridinen ja Langford [K&405] mittasivat virherajojen kiytannon tuloksia laske-
malla esitellyilld menetelmilld virherajat useille tunnetuilla vertailujoukoille kéyt-
téen erilaisia yleisessd jaossa olevia oppivia luokittelijoita. Taulukoissa 6 ja 6 on es-
itetty osa tuloksista, paljon kattavampi taulukko 16ytyy alkuperiisestd artikkelista.
Testeissd nimeAmattomat naytteet saatiin unohtamalla luokittelu 10% alkuperiis-

estd datasta. Kaikissa testeissd on valittu 0 = 0.01, eli rajojen luotettavuus on 99%.



Taulukko 1: Tuloksia virherajojen laskemisesta satunnaistetuille virherajoille.

DATA /ALGORITMI

R-TEST

R-Baa

R-CV

AUSTRALIAN/SVMLIGHT

13.04/31.12

13.77/23.29

15.36/32.30

CENSUS —INCOME/c4.5

4.61/4.93

4.82/5.03

4.59/5.01

CRX/c4.5

10.14/25.40

11.45/24.83

10.72/33.48

FOURCLASS/SVMLIGHT

19.54/28.75

15.40/22.98

19.77/32.23

SATIMAGE/cA.5

13.20/16.50

15.19/17.68

14.13/18.72

Taulukko 2: Tuloksia puolivalvotuille virherajoille.

S-TesT
45.16
5.80
36.93
38.33
32.31

S-BAc
38.64
7.12
47.03
41.67
37.95

S-CV
43.27
5.84
47.38
43.46
35.73

DATA /ALGORITMI
AUSTRALIAN/SVMLIGHT
CENSUS —INCOME/c4.5
CRX/c4.5
FOURCLASS/SVMLIGHT
SATIMAGE/cA5

Testijoukkoon perustuva virheen laskeminen kiytti 10% néaytteista testaukseen ja

Bagging- ja Cross-Validation -menetelmét kiyttivit arvoa k = 10.

R-alkuiset sarakkeet tarkoittavat satunnaistettujen luokittelijoiden virherajoja ja ne
siséltavit “mitattu virhe/virheraja” parin. S-alkuiset sarakkeet ovat samoista luokit-

telijoista muunnettuja deterministisia luokittelijoita, joiden virheraja on esitetty.

Satunnaisille luokittelijoille parhaat virherajat ndytetdin saavan Bagging-menetelmélla,
mutta se ei kuitenkaan saa parhaita tuloksia mitatusta varsinaisesta virheesta. Taméa
on luonnollista, silli Bagging-menetelmi kiyttia noin 37% néytteisti virheen arvioin-

tiin, jotka ovat pois oppimisessa kiytetyistd naytteista.

Puolivalvotut oppimisjoukolle lasketut virherajat ovat selvisti satunnaistettuja huonom-
pia, mutta silti Kéaridisen ja Langfordin mukaan vaikuttavia aikaisempiin tuloksiin

verrattuna.

7 Yhteenveto

Jos kiytossa on ylimadrdistd nimettyd dataa, on virherajojen méirittely suoravi-
ivaista ja tuloksena saadaan tiukat tilastolliset rajat. Ongelmana on ollut virher-
ajat jotka saadaan kun kaikki data halutaan kiyttdd opetukseen. T&mé& on eri-
tyisen haluttua jos valmiiksi luokiteltua opetusdataa on vain rajoitetusti saatavilla.

Kéaridisen ja Langfordin mukaan esitetyt puolivalvotut virherajat alkavat olla jo



9

kdyttokelpoisia verrattuna aikaisempiin menetelmiin. Vaatimuksena on ainoastaan
luokittelemattoman datan saatavuus, mikd ei yleensd ole ongelma luokittelijoiden

kdyttokohteissa.

Parhaan oppimistuloksen saavuttamisen ja opitun tuloksen luotettavuuden valilla
on tehtavd kompromissi: parhaan virherajan saamiseksi osa niytteistd on jatettava
pois oppimisesta ja kiytettava virherajan tiukentamiseen. Tama kuitenkin heikentaa

luokittelijan todellista luokittelukykya.
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