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1 Johdanto

Etsintdongelma, jossa halutaan tutkia, 10ytyyko jarjestiméttomaistd joukosta tietyn ehdon
tayttdvd alkio, on perinteisilli laskentamenetelmilld tyolds. Ainoa keino on kdyda
joukkoa ldpi alkio kerrallaan ja testata ehtoa. Ongelman vaativuus on siis luokkaa

O(N ). Kvanttilaskenta voi kuitenkin tuoda helpotusta tilanteeseen. Lov Grover

kehitti vuonna 1996 algoritmin, joka ratkaisee ongelman kvanttitietokoneella

O(N(N )) askeleella. Tama ty6 esittelee Groverin algoritmin perusteita, ominaisuuk-

sia, kiyttod ja rajoituksia. Aluksi esitellddn muutamia perusasioita kvanttilaskennasta.

2 Kvanttilaskennan perusteita

Téssd luvussa kasitelldadn kvanttilaskentaa sen verran, ettd lukija pystyy ymmartdméan
Groverin algoritmin toimintaa. Perusteellinen esitys aiheesta 10ytyy esimerkiksi Riefelin
ja Polakin julkaisusta [RiP00].

Kvanttilaskennassa kaytetdén kvanttibittejd. Kvanttibitin tilaa voi kuvata yksikkdvekto-
rilla a|0> + b|1>, jossa kantavektori [0> = (1 0)" ja |I>= (0 1)" muodostavat etukiteen
kiinnitetyn ortonormaalin kannan. Téllaista kantavektorien lineaarikombinaatiota nimi-
tetddin yleensd superpositioksi. Kantavektorien kertoimia a ja b kutsutaan amplitudeiksi.
Niille pitee yhtélo |af + |bf* = 1. Erilaisia kvanttitiloja voi olla ddreton maédrd, mutta
mitattaessa tila romahtaa joko kantavektoriksi |0> tai |1> vastaavilla todenndkoisyyksilla
a* ja |b]* . Mittaamalla voidaan siis saada vain kaksi mahdollista tilaa, jotka voidaan
samaistaa klassisiksi biteiksi 0 ja 1. Kvanttilaskennan varsinainen voima tulee useiden
kvanttibittien yhdistelmistd. Jos n bittid yhdistetdén, saadaan 2" erilaista kantavektoria.
Kvanttibitit yhdistetddn tensoritulolla. Esimerkiksi kahden bitin tensoritulo voidaan kir-

joittaa (aj0> + b|1>)D (c|0> + d|1). Kun lyhennetdin [x>3|y>= [xy> (tai [x, y>), tulo
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voidaan kirjoittaa ac|00> + ad|01> + bc|10> + bd|11>. Vektorien tensoritulo saadaan
seuraavasti:

esimerkiksi  |01> = I <

|

(1)

SO~ O

Nyt on neljd kantavektoria, ja mitattaessa superposition tila romahtaa johonkin niistad
todenndkoisyydelld, jota kuvaa amplitudin itseisarvon nelié. Esimerkiksi tilaan |01>
péaadytadn todennikoisyydelld |ad| .

Kvanttitiloja voidaan operoida unitaarisilla matriiseilla. Matriisi on unitaarinen, jos sen
ja sen konjugaattitranspoosin tulo on yksikkomatriisi. Térked esimerkki on Hadamardin

muunnos: Kvanttitila kerrotaan matriisilla

TN

Kun muunnos H tehddin n kvanttibitille erikseen, saadaan Walsh-Hadamardin muunnos
W =H®H  ..BH, joka on 2" * 2"-kokoinen matriisi. Matriisien tensoritulo lasketaan
samalla tavalla kuin vektorienkin: esimerkiksi matriisien A ja B tensoritulossa A:n

jokaisen alkion a tilalle tulee matriisi B kerrottuna a:lla.



3. Groverin algorimi

Lov Grover on kehittdnyt kvanttilaskentaan perustuvan algoritmin [Gro96], joka tarjoaa
ratkaisun hyvin yksinkertaiseen ongelmaan: On annettu joukko, jossa on N alkiota.
Tehtdvina on etsid joukosta ehdon P tiyttava alkio. Merkitddn P(x)=1, jos ja vain jos x
on etsitty alkio, ja P(x) = 0 muuten. Perusidea on nyt, ettd alkiot koodataan n kvantti-
bitin (2" >N) kantatiloiksi [000 .. 00>, |000 ... 01> .... [I11 ... 11>. Superpositiotila
romahtaa mitattaessa tietylld todenndkoisyydelld johonkin kantatilaan. Muodostetaan
aluksi tila, jossa kaikki amplitudit (ja siis todenndkdisyydet) ovat yhtd suuria.
Algoritmin seuraavat askeleet vahvistavat etsittyjd alkioita vastaavien kantatilojen
amplitudeja. Néitd vaiheita toistetaan tietty lukuméérd, ja lopuksi tila mitataan. Nyt
saadaan haluttu alkio (jos sellainen on olemassa) suurella todenndkdisyydelld. Katsotaan

seuraavaksi yksityiskohtaisesti eri vaiheita

3.1 Algoritmin vaiheet

VAIHE 1
Muodostetaan aluksi n-bittinen kantatila 0000 ... 00>. Sitten tilaa operoidaan Walsh-

Hadamardin muunnoksella. Ndin saadaan tila, jossa kaikki amplitudit ovat yhté suuria.

W(000 ... 00>)=—

T2 3)

1
. >
Liitetdén ylldolevaan superpositioon lisdksi tilassa +/2 (0

[1>)

oleva tulosbitti b.

Talld valinnalla on tdrked merkitys vaiheen 2 kannalta.



VAIHE 2

Tassd vaiheessa suoritetaan kyselyoperaatio Q, joka tarkistaa ehdon P toteutuvuuden.
Mikili P(x)=1, lisitddn tulosbittiin 1 ( modulo 2). Katsotaan seuraavaksi, miten Q:lla
operointi vaikuttaa kvanttitilaan . Erotellaan alkiot kahdeksi joukoksi: X;:een kuuluvat
alkiot toteuttavat ehdon P(x)=1 ja X, :aan kuuluvat eivit. . Kirjoitetaan liséksi b auki.

Saadaan

0( f;n( 3 b+ Y [xb>))

xX€X0 xeXI

\/%Q (D %05+ D x0>= D [x1>— D [x,1>)

xeX0 xeXl x€X0 xeXI

:\/%( Z [x,0+0> + z Ix,0+1>— Z X, 1+0>— Z Ix,1+1>)

x€X0 xeXI xX€EX0 xeXI

:\/%( Z 1x,0>+ Z Ix,1>— Z Ix,1>— Z |x,0>)

x€X0 xeXI x€X0 xeXI

= f;n( > b= 3 xb>) 4

x€X0 x€XI

Huomataan, ettd joukon X; alkiot on saatu erottumaan X, :n alkioista, koska niiden
amplitudien arvot ovat muuttuneet vastakkaismerkkisiksi, mutta itseisarvot ovat kuiten-

kin pysyneet samana. Tulosbitti b on sen sijaan pysynyt ennallaan.



VAIHE 3

Suoritetaan operaatio, jolla muutetaan ehdon P tiyttivien tilojen amplitudin itseisarvoa.
Tamé vaihe on olennainen, koska todenndkdisyys 10ytdd oikea alkio kasvaa (aluksi).

Saatua superpositiotilaa operoidaan unitaarisella matriisilla D:

2 2 2 2
N N N N
2 2 2
D= N N N @)
2 2 2-N
N N N

Matriisi D saadaan matriisitulona WRW, jossa W on Walsh-Hadamardin muunnos ja
R on kierto-operaation suorittava matriisi. Walsh-Hadamardin muunnos on tosin mééri-
telty vain jos N = 2" . Muissa tapauksissa voi kéyttdd mitd tahansa unitaarista matriisia,
jolla pddstddn samaan alkutilaan (3) [BBH96]. Kun matriisilla D kerrotaan super-
positiotila, niin amplitudit a; muuttuvat seuraavasti: a;-> 2A — a;.. Symboli A merkitsee

lausekkeessa amplitudien keskiarvoa. . On huomattava, ettd muutosten jalkeenkin ehto

Z a > =1 pitas paikkansa.



3.2 Esimerkki algoritmin kaytosta

Olkoon N=16. Nyt on siis kdytdssd kantatilat |0000|, |0001] .... [1111>. Oletetaan aluksi,
ettd on vain yksi ehdon P tayttava alkio. Merkitddn sitd vastaavan tilan amplitudia a:lla

ja muita b:114. Algoritmi toimii seuraavasti:

Vaiheessa 1 Saadaan kaikille amplitudeille sama arvo, joka on 1/4, koska 16*(1/4)*=1.
Vaiheessa 2 etsityn alkion amplitudi muuttuu arvoon -1/4. Talloin amplitudien keski-
arvo on muuttunut arvost 1/4 arvoon 7/32.

Vaiheessa 3 saadaan uusiksi arvoiksi a =2 * (7/32) - (-1/4) = 22/32 ja b = 6/32.

Jos nyt suoritetaan mittaus, l6ydettdisiin alkio todennikoisyydelld (22/32) = 0,47.
Kolmannen kierroksen jilkeen todennidkoéisyys olisi jo 0,96, mutta neljannen jilkeen

endd 0,58. Seuraavilla kierroksilla se edelleen laskee ja alkaa sitten nousta uudestaan.

Jos ehdon tdyttavid alkioita olisi 4, niin huomataan mielenkiintoinen asia. Nyt keskiarvo
on vaiheen 2 jilkeen 1/8 ja uudet amplitudit ovat: a = 1/2 ja b=0. Tdma tarkoittaa, ettd
heti ensimmdiselld mittauskerralla 16ydetdéin jokin etsityistd alkioista (ja seuraavilla
kierroksilla todennikoisyys alkaa jdlleen pienentyd). Sdénto patee yleisesti: Jos ehdon P

tayttavid alkioita on 1/4*N, niin ratkaisu 10ytyy 1. iteraatiokierroksen jdlkeen [BBH96].

Jos mikéddn alkio ei tdytd ehtoa, ei Groverin algoritmi ei muuta amplitudeja.



3.3 Algoritmin toimivuus kaytinnossi

Edellisen kappaleen esimerkit antoivat hyvin kuvan Groverin algoritmin hyvisti ja huo-
noista puolista. Algoritmi 10ytdd ratkaisun nopeasti, mutta on tiedettivd tarkkaan,
montako kertaa sitd toistetaan. Talloin olisi tiedettdvd my0s oikeiden ratkaisujen mééara.
Yleisessd tapauksessa tétd tietoa ei valttdmaittd ole kdytettdvissd. Tutkitaan seuraavaksi

erikseen tapauksia, joissa ratkaisujen mééra tunnetaan ja niitd, joissa sité ei tiedeta.

Ratkaisujen lukumaéiri on tunnettu

Olkoon k ehdon P tdyttdvien alkioiden lukumaiiri, a(r) on niitd vastaavien kantatilojen

ja b(r) on muiden kantatilojen amplitudi r:n iteraatiokierroksen jédlkeen. Silloin pétee

aina ehto (6):

ka (r ) +(N-K)b (r ) =1 (6)

Voidaan osoittaa [Hir00], ettd amplitudeille patevit seuraavat rekursiiviset yhtalot:

———b (r )—=——a (r) (7)



Merkitddn k/N = sin?0, jossa 0 <7 /2. Nyt voidaan johtaa kaavasta (7) kaavat (8):

a (r )zl—Jk_sinm +1)0

b (r )=ﬁcos(2r +1)6 (8)

Mittauksella 16ydetiddn varmasti haluttu alkio, jos |b(r)| = 0. Tamai tapahtuu, kun
cos(Qr+1)0=m/2 elir=-1/2+ w/(40). Jos k <<N, niin sin® = 0. T&lldin saamme

seuraavan arvion iteraatiokerroille r:

~| 7 —‘ ©)

Kaava (9) tarkoittaa nyt, ettd pyoristetdén r alaspdin kokonaislukuun, joka on mahdolli-
simman ldhelld thannetulosta. Miké sitten on pydristysvirheen vaikutus? Voidaan osoit-
taa [BBH96], ettd todenndkoisyys saada vééra alkio r:n iteraatiokierroksen jilkeen on

(N-k)b* <k/N . Jos k << N, niin virhe on hyvin pieni. Toisaalta milli tahansa k:n arvolla
voidaan néyttad [Hir00], ettd onnistumisen todennikoisyys ka® > 1/4. Groverin algoritmi
siis toimii mainiosti, kun etsitidn muutamaa alkiota. Jos kuitenkin k/N on suuri, ei
algoritmid valttdiméttd kannata kdyttdd orjallisesti, vaan yhdistdd osaksi laajempaa algo-

ritmid. Esimerkki tistd ndhddan, kun tutkitaan tapausta, jossa ei tunneta k:ta.



Ratkaisujen lukumaéiiria ei tunneta

Todenndkoisyys, ettd ratkaisu 16ytyy r:nnelld iteraatiokierroksella, on sir’(2r+1)0.
Voidaan osoittaa [Hir00], etti jos valitaan luku m >N ja ratkaisujen miird k on
pienempi kuin 3N/4, niin pétee keskimaariistd todennnikoisyyttd kuvaava kaava (10).

m—1

1 2 1
— 2i +1)0>— 10
o S’ (21 +1)627 (10)

Kun siis valitaan jokin luku r vililtd [0, m-1], niin keskimé&érin onnistumisen toden-
nékoisyys suoritettaessa r kierrosta Groverin algoritmia on suurempi kuin 1/4. Yhdiste-

tddn Groverin algoritmi osaksi seuraavaa algoritmid [Hir00].

1. Valitaan jokin alkio x satunnaisesti ja testataan, pateekd ehto P(x)=1. Jos pétee, niin
lopetetaan, mutta muuten jatketaan seuraavista vaiheista.

2. Valitaan satunnaisesti jokin luku vililtd [0, m-1]

3. Suoritetaan Groverin algoritmin alustusvaihe (vaihe 1) kerran ja muut r kertaa.

4. Mitataan tulos. Jos P(x)=0, suoritetaan koko algoritmi uudestaan.

Ylldoleva algoritmi vaatii keskimddrin 4 toistoa kunnes ratkaisu 10ytyy. Jos k> 3N/4,
niin vaihe 3 ei takaa, ettd onnistumistodennikdisyys on suurempi kuin 1/4. Silloin kui-
tenkin jo vaiheessa 1 pédstiddn vahintddn todennikoisyyteen 3/4.

Tapaus, jossa k=0, voidaan hoitaa toistamalla algoritmid riittivdn monta kertaa. Jos

alkiota ei 10ydy, voidaan tehdi paédtelmai, ettd sellaista ei ole.
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3.4 Algoritmin sovellluskohteet

Mielenkiintoinen kéyttokohde Groverin algoritmille voisi olla salausavainten selvitta-
minen. Esimerkiksi DES-salakirjoitusstandardi perustuu siihen, ettd selvdteksti muute-
taan 56-bittiselld avaimella salakirjoitukseksi. Jos ulkopuolinen taho saa selville seké
selvitekstin ettd salatun tekstin, avain voidaan ratkaista kokeilemalla salakirjoittaa
selviteksti erilaisilla avaimilla ja tutkia vastaako lopputulos siepattua salatekstid. Koska
erilaisia avaimia on 2°° = 3,2 * 10'¢ kappaletta, tdhdn menee hirveésti aikaa. Groverin
menetelmisséd erilaiset avaimet voitaisiin koodata 56-bittisen kvanttisysteemin kanta-
tiloiksi. Nyt avaimen selvittdmiseen vaadittava algoritmin toistomééri olisi verrannolli-
nen lukuun 2% = 2,7 * 10° . Se tekisi salausmenetelméstd kiytdnnossd turvattoman.

Ongelmana on vain tietysti se, etté ei tiedetd voiko kvanttitietokonetta rakentaa.

4 Yhteenveto

Téssd tydssd on esitelty Groverin ratkaisualgoritmi jdrjestimdttoman joukon etsinti-

ongelmaan. Algoritmi pystyy 16ytimain kvanttitictokoneella etsityn alkion O (VN )

askeleella. Parhaiten algoritmi toimii, jos ehdon tayttdvien alkioiden suhteellinen méaara
on pieni ja se tunnetaan. Talloin pystytddn madrittdmain hyvin tarkasti suoritusaskelten
midrd. Jos madrdd ei tunneta, voidaan Groverin algoritmi liittd4 osaksi laajempaa
algoritmid. Kaytinndssd algoritmia voisi kéyttdd esimerkiksi salakirjoitusavainten

selvittimiseen.
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