58131 Tietorakenteet (kevat 2007)
2. kurssikoe 7.5., ratkaisuja

1. Lisaysjarjestaminen on pienilla aineistoilla (n. 208-Hkiota) paras mainituista algoritmeista (ja yleen-
sakin).
Kekojarjestaminen toimii ajassa(n log n) (toisin kuin liséysjarjestaminen), myos pahimmassa tepau
sessa (toisin kuin pikajarjestaminen), ja vakiotyotitaé®isin kuin pikajarjestaminen ja lomitusjarjes-
tdminen). Sen on suhteellisen helppo toteuttaa (luultakietpoin ajassa@ (nlogn) toimivista algorit-
meista).
Lomitusjarjestamista voidaan kayttaa myos tilanteissiasp jarjestetédan levytiedostoja tai linkitettyja
listoja; algoritmi ei tarvitse suoraa indeksointia taltokn.
Pikajarjestaminen on paras yleiskayttdinen jarjestalgasami suurille aineistoille.
Pisteytys: Kustakin algoritmista sai puoli pistettéa jonkin hyvan peromainitsemisesta. oinen puoli pis-

tettd sai, jos mainittu ominaisuus todella erotti algonitmmuista mainituista. (Puolikaspisteet on loppu-
tuloksissa pydristetty ylospain.)

2. Todetaan ensin, ettd viisi miljoona alkiota on niin pajjoettd algoritmien aikavaativuuksien
suuruusluokka-arviot antavat hyvan kuvan niiden todstlissuoritusajoista toisiinsa verrattuna.

(a) Helpoin ratkaisu on varata taulukkgo . . 10000], jonne merkataan, mité alkioita on jo tulostettu.
Kaydaan alkiot 1api jarjestyksessa, xo, . . . ja alkionz; kohdalla josA[z;] = 0, niin tulostetaan
x; ja asetetaan[z;] — 1. Jos valmiiksiA[z;] = 1, niin z; on jo tulostettu, joten mit&&n ei tarvitse
tehda. Algoritmi toimii lineaarisessa ajassa ja on muditetéhokas.

(b) Nyt lukualue on niin iso, etta ylla kuvattu taulukkd ei mahtuisi muistiin. Luvutr; sen sijaan
mahtuvat muistiin hyvin. (Suurin mahdollinen arvo dit? ~ 249, joten yksi luku mahtuu hyvin
kuuteen tavuun). Ongelma voidaan ratkaista aj@sgalog n) sijoittamalla luvutz; taulukkoon,
jarjestamalla taulukko ja tulostamalla taulukko siteté samaa lukua sisaltavista jaksoista tulos-
tetaan vain ensimmainen luku. Jarjestdmisalgoritmik&laan valita esim. kekojarjestaminen.
Liséoletuksia tekeméttad ongelmaa ei itse asiassa voiistkaopeammin kuin ajass(n logn),
joten tdma on jossain mielessa optimaalista.

(c) Koska luvut ovat tasaisesti jakautuneita ja halutaaréfkeskimaarainen aikavaativuus, kaytetaan
hajautusta. Kun kohdataan luky, etsitaén sité ensin hajautustaulusta. Jos se 16ytyihditeni-
taan. Jos sita ei loytynyt, tulostetaan se ja talletetagauhastauluun.

Minka tahansa normaalin hajautusmenetelman pitéisi argset olosuhteissa toteuttaa haku ja li-
says keskimaarin vakioajassa. Esim. jakolaskumenetddetjuittaminen ja talletusalueen koko n.
5-10° (eli o = 1) pitaisi kelvata. Tall6in koko ongelman aikavaativuus o lseskimaérin lineaa-
rinen.

Huomaa, etta vaikka lukuja on vain i 10° ja ne ovat tasaisesti jakautuneet paljon suurempaan
joukkoon{ 0,...,10'? }, duplikaattien esiintyminen on todennakdista (syntyméajgaradoksi).

Pisteytys: Jokainen alakohta pisteytettiin erikseen seuraavasti:

e Jokin jarkevé idea siitd, miten ongelman voisi ratkai$y& p

e Algoritmi on kuvattu toimivalla ja riittdvan tarkalla talta: +1/2 p

e Algoritmi toimii tehokkaasti (a0(n), b: O(nlogn), c:O(n)): +1/2 p
e Perustelutl/2p

Pisteet laskettiin yhteen ja py0ristettiin alaspain.



3. Mallinnetaan ongelma suunnattuna painotettuna veikkonka solmuina ovat tietokonegtja kaarina
ne parit(a;, a; ), joiden valilla on yhteys. Kaarefa;, ;) paino onw(a,, a;) = p(i, j). Lisdksi annetaan
paino myds solmuillew’ (a;) = ¢(¢). Ongelmana on nyt [6yta& lyhimmat solmustaalkavat polut, kun
polun pituudeksi méaéritellaan silla olevien solmujen jaftan painojen summa.

Jos solmupainoja ei olisi, ongelma ratkeaisi suoraan Baksalgoritmilla. Olkooni[v] lyhimmén polun
pituus solmusta; solmuunv. Jos(ay, vy, va, ..., v) on lyhin polkua; ~ v ja solmupainoja ei ole,
niin

dlvg] = d[vg_1] + w(vg—1,vk).

Dijkstran algoritmi perustuu tahan yhtaléon. Kun otetaaarhioon solmupainot, saadaan
dlvg) = dlvg—1] + w(vg—_1,vk) + W' (vg).

Oletetaan, etta sydtteend on annettu ensin yhtena listdkld kolmupainot ja sitten listana kaikki ole-
massaolevat yhteydét,, a;) painoineer(z, j). Algoritmista tulee seuraava:

DIJKSTRA-WITH-VERTEX-WEIGHTS

Lue viipeetq(i) ja talleta taulukkoonu’.
Lue yhteydet(a;, a;) ja viipeetp(i, j) ja muodosta
niisté vieruslistaesitys painotetulle suunnatulle v&kér = (V, E, w).
Q « tyhja prioriteettijono
forvreV —{a}
do d[v] « oo
INSERT(Q, v, d[v])
dlay] « w'[a4]
INSERT(Q, a1, d[a;])
while @ # 0
do u « DELETE-MIN(Q)
for v € Adj[u]
do if d[v] > d[u] + w(u, v) + w'(v)
then dv] « d[u] + w(u,v) + w'(v)
plv] —u
DECREASEKEY(Q, v, d[v])

Algoritmin toimitaperiaate on sama kuin Dijkstran algorissa. Se pitda ylla invarianttia, etta jos
kuuluu joukkoonS = V — @, niin d[u] on lyhimmé&n polun pituug; ~ wu. Liséksip[u] on toiseksi
viimeinen solmu télla polulla. Joukko® laajennetaan ahneesti valitsemalla aina l&ahin sen ulkefao
oleva solmu.

Kuten Dijkstran algoritmin perusversiossa, tassékinisetaanO (|V'|+| E|) prioriteettijono-operaatiota,
mika selvasti dominoi aikavaativuutta. Toteuttamallaopteettijono keon avulla yksittéaiset operaatiot
saadaan suoritetuksi ajasSdlog|V|), joten aikavaativuus o®((|V] + |E|)log|V|). Jos verkko on
yhtenéinen, pate@’ | = O(|E|) ja aikavaativuus yksinkertaistuu muotoox|E| log|V]).

Kun yll&oleva algoritmi on suoritettu, lyhin polkuy, ~ « saadaan kutsullasPH (u), missa

PATH (u)
if u= ay
then print u
elseifd[u] = oo
then print "ei polkua”
elsePATH (p[u])
print u



4,

Pisteytys: Yhden pisteen sai, jos oli mallintanut ongelman verkkojgnrhman polun etsintané. Toisen
pisteen sai mainitsemalla Dijkstran algoritmin (my6s Belh-Ford hyvéaksyttiin) ja kolmannen, kun
osasi selvittda algoritmin perustoimintaperiaatteereudlekoodista sai 1-2 pistetta ja eksplisiittisesti
selvitetysta aikavaativuudesta viimeisen pisteen.

(a) Ehdotettu ratkaisumenetelma on virheellinen.

Tarkastellaan esim. allaolevaa verkkoa, jossa on surisgizyyssuuntainen lapikaynti solmusta
alkaen ja valitut puukaaret on paksunnettu:
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Nyt verkon lyhin sykli on(a, e, f, a), mutta ehdotettu algoritmi ei [8yda sita.

(b) Ehdotettu ratkaisumenetelma toimii oikein.
Olkoon (V,T') jokin pienin virittdva puu jgp maksimipainoltaan pienin polks ~ ¢ puun kaaria
pitkin. Tehdaan vastaoletus, ettd on olemassa maksinaijpaim pienempi polkyw’ solmustas
solmuunt. Valitaan polunp painavin kaari; olkoon se. Tarkastellaan verkkodV,T — {e}).
Verkossa on kaksi komponenttia, joista toinen sisélta@sok ja toinen solmur. Polkup’ siséltaa
ainakin yhden kaare#f, joka yhdistéa néitd komponentteja. SIS T U { ¢’ } — { e }) on virittava
puu. Oletuksen mukaan kaikki polphkaaret ovat kevyempia kuin Erityisesti tama koskee kaarta
e’, joten
wTu{e}—{e})=w(T)+w()—wle) <w).

Siis verkolla on pienempikin virittdva puu kuifiV, T'); ristiriita.

Pisteytys: Maksimipistemaara kohdasta (a) oli 3 pistetta. Yhden pistai, jos ehdotettu menetelma ol

todettu toimimattomaksi, mutta perustelut olivat pahpstitteelliset tai virheelliset, tai jos menetelmaa
luultiin toimivaksi, mutta perusteluosuudessa oli sirioikeita havaintoja syklien etsimisesta.

Maksimipistemaara kohdasta (b) oli 5 pistetta. Yhden pisteai, jos ehdotettu menetelma oli todettu
toimivaksi tai jos menetelmaa luultiin toimimattomaksiytta perusteluissa oli jotain oikeita havainto-
ja pienimmasta virittdvasta puusta. Kolme pistetté sa&iaotalla menetelméan toimivaksi ja esittamalla
vaitteen tueksi hyvia huomioita virittavista puista. Taydiisi pistettéa edellyttivat, ettd perustelut oli

muotoiltu kunnolliseksi loogiseksi argumentiksi.



