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Johdan to 1

1 Johdanto

� Kaikki epätri v i aal i t oh j e l m at jou tu v at

tall e ttam aan ja k äsittel e m ään tieto a

suo r i t u s ai k an aan

� Esi m . "p u h e l i n l u e t te l o " :

� nu m e r o n li s ä ys

� nu m e r o n p o i s t o

� nu m e r o n mu u to s

� nu m e r o n haku ni m e n p er u s t e e l l a

� ni m e n haku nu m e r o n p er u s t e e l l a

� ni m i - n u m e r o -pa r i e n tul o s tam i n e n

aakk osjä rjest y kse s s ä

� . . .
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Johdan to 1

� Suo r i tu s ai k an a tied o t tall e n n e taan

tieto r ak en t e e s e e n . Sil l ä ta rk oi te taan

� tapaa mi te n tieto tall e n n e t aan k one e n

mu i s ti i n , ja

� op e r aati o i t a joi d e n avul l a tieto a päästään

k ä yttämään ja mu o kk aamaan.

� Joskus läh e s samasta asiasta k ä ytetään

ni m i t y s t ä abstrakti tieto t y y p p i :

� tieto r ak en t e e n sis äi n e n toteu tu s

pi i l o te taan k ä yttäjältä, ja

� abstrakti tieto t y y p p i näkyy k ä yttäjil l e

ain o astaan op e r aati o i n a joi d e n avul l a

tieto a k ä ytetään

� abstrakti tieto t y y p p i ei sii s ota k antaa

sii h e n mi te n tieto on k one e n mu i s t i i n

va rastoi t u . . .
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Johdan to 1

� Puh e l i n l u e t te l o n tieto r ak en n e voi s i ol l a esi m .

seur aavanl ai n e n :

� Oleel l i s i a op e r aati o i t a ovat (abstrakti

tieto t y y p p i pu h e l i n l u e tte l o )

i n i t lu o t yhj än pu h e l i n l u e tt e l o n

add( n , p) li s ää pu h e l i n l u e t te l o o n ni m e n n ja

sil l e nu m e r o n p

del( n ) p o i s t aa ni m e n n pu h e l i n l u e t te l o s ta

�nd( n ) pal au tt aa lu e t te l o s ta hen ki l ö n

ni m e l t ä n pu h e l i n n u m e r o n

l i st li s taa pu h e l i n l u e tt e l o n

ni m i - n u m e r o - p a r i t aakk osjä rjest y kse s s ä.

� Tieto voi s i ol l a tall e te ttu taul u kk o o n

jok o suo r aan taul u k o n alkio i h i n

tai site n , että taul u k o s s a on li n kki

va rsi n ai s e n ni m i / n u m e r o - p a r i n

tall e ttavaan mu i s ti al u e e s e e n .
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Johdan to 1

� Kur s s i l l a tul e m m e näk emään mo n i a eri

vaih to e h to j a vali t a tieto r ak en n e , jol l a on

pu h e l i n l u e t te l o l l e sop i v at op e r aati o t: li s ta

(k alvoi l l a 2.4 ), hakup u u (k alvoi l l a 3),

hajautu s tau l u (k alvoi l l a 4),. . .

� Kur s s i n tavoi te on osata vali t a eri

til an te i s i i n sop i v at tieto r ak en t e e t, ja

p er u s te l l a vali n tan s a.

� Kur s s i l l a esi te l l ään tavalli s i m p i a

p er u s t i e t o r ak en te i ta ja ni i d e n

k äsittel y al g o r i tm e j a, jotta ol i s i mi s t ä

vali t a.

� Kesk ei n e n vali n takri t e e r i on teho kku u s

tied o n mää rän k asvaessa (k alvoi l l a 1.2 ).

� Tä rk eää on my ö s osata toteu tt aa ne

oi k ei n .

� Siksi ta rk astell aan ensi n lyh y e s ti

alg o r i tm i e n oi k eel l i s u u tta

(k alvoi l l a 1.1 ).

� V a rsi n ai s e e n k ä ytännö n toteu t u s t y ö h ö n

tutu s tu taan eri l l i s e n ä ha rj o i t u s t y ö n ä.
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Oik eell i s u u s 1.1

1.1 Oi k eell i su u s

� Yksi mahd o l l i s u u s toteu t taa pu h e l i n l u e tte l o n

add op e r aati o (taulu kk o to te u tu kse s s a) on

li s ätä uu s i ni m i - n u m e r o - p a r i ain a taul u k o n

ensi m m äi s e e n t yhj ään pai kk aan.

� Tällö i n op e r aati o n l i st yhtey d e s s ä ni m e t

tä yt yy jä rjes tää aakk osjä rjest y kse e n . . .

� Jä rjestämi n e n on ylei s e m m i n ki n tä rk eässä

ro o l i s s a tieto j e n k äsi tt e l y s s ä ja my ö h e m m i n

(k alvoi l l a 6) kurss i l l a ta rk astell aan ki n

mu u tam i a teho kk aita jä rjes täm i s al g o r i tm e j a.

581 3 1 : Tieto rak ente e t 7



Oik eell i s u u s 1.1

� T a rk a stellaan nyt esi m e r kki n ä

li s ä ys j ä r j e s täm i s t ä (ins e r ti o n so r t ).

� Tällä kurss i l l a esi te tään alg o r i tm i t

pseu d o k o o d i n a

eli no t aati o n a jok a on ni i n

k onk re e t t inen että tied e t ään mi t e n se

voi tai s i i n oi k easti oh j e l m o i d a

abstrakti että k aikkia oi k ean oh j e l m an

yksit yi s k o h t i a ei ta rvits e esi t tää.

1 fo r j  2 to length[ A ] do

2 key  A [j ]
3 � A [j ] pai k al l e e n osaan A[1 ; : : : ; j � 1]

� jok a on jo jä rjes te tt y

4 i  j � 1
5 whi l e i > 0 and A[i ] > key do

6 A[i + 1]  A [i ]
7 i  i � 1
8 A[i + 1]  key

� Al g o r i tm i n toi m i n n asta esi m e r kki s y ö tt e e l l ä

voi d aan pi i r tää kuva.
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Oik eell i s u u s 1.1

� Sil m u k an toi m i n tai d e a voi d aan il m ai s ta ns.

in v a r i an t i n avul l a: väitteen , jok a

� on totta sil m u k an alu s s a

� p ysy y toten a vaikk a sil m u k an kulu e s s a

mu u ttu j i e n a rvot päi v i t t y v ätki n .

� Lisä ysj ä r j e s t äm i s e n ul o m m an sil m u k an

in v a r i an t ti on :

fo r -l au s e e n jok ai s e n suo r i tu kse n alu s s a

taul u k o n osa A[1 ; : : : ; j � 1] on

jä rjes t y kse s s ä ja sis äl t ää alu n p e r i n

taul u k o n osass a A[1 ; : : : ; j � 1] ol l e e t

alkio t.

� T otta tri v i aal i s ti alus s a, k osk a sil l o i n

j = 2 .

� Pysyy toten a kun j k asvaa (yhde l l ä),

k osk a

� fo r -si l m u k an sis äl tö on suu n n i te l tu

juu r i site n , että se p ysy i s i toten a

� apun a on whi l e -sil m u k an om a

in v a r i an tti .
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Oik eell i s u u s 1.1

� whi l e -sil m u k an om a in v a r i an tti :

whi l e -laus e e n alu s s a

alkuosa A[1 ; : : : ; i ] on yhä

samanl ai n e n kui n enn e n

whi l e -sil m u kk aa

l opp u osa A[i + 2 ; : : : ; j ]

� on samanl ai n e n kui n

A[i + 1 ; : : : ; j � 1] ol i enn e n

whi l e -sil m u kk aa

� k o os tu u sel l ai s i s ta alkio i s t a jotk a

ovat > key .

� T otta alus s a k osk a i = j � 1 :

l opp u osa A[j + 1 ; : : : ; j ] on t yhj ä!

� Säily y toten a kun i pi e n e n e e (yhde l l ä):

� alkuosa n vii m e i n e n alkio A[i ] sii r t y y

l opp u osa n eteen alkio ksi A[i + 1]

� sil m u kk aehd o n no j al l a A[i ] > key

enn e n k asvattamista.
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Oik eell i s u u s 1.1

� Sil m u kk aan li i tt y y my ö s k onv e r g e n tti jok a

tak aa , että se p ysäh t y y : suu r e jok a

� pi e n e n e e aido s t i jok ai s e l l a kierr o kse l l a

� tek ee sil m u kk aehd o s t a epäto d e n

ta rp ee ksi pi e n i l l ä a rvoi l l a.

� Lisä ysj ä r j e s t äm i s e s i m e r ki s s äm m e

� whi l e -sis äsi l m u k an k onv e r g e n tti on

mu u ttu j a i itse

� fo r -u l k o s i l m u k an k onv e r g e n tt i on

length[ A ] � j .
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Oik eell i s u u s 1.1

� K ok o alg o r i t m i n oi k eel l i s u u s p e r u s t e l u on sen

lähd e k o o d i n mu k ai n e n yhd i s te l m ä yksittäi s i ä

in v a r i an t te j a ja k onv e r g e n t te j a:

1. whi l e -sis äsi l m u k an in v a r i an tti ja

k onv e r g e n t ti tak aa va t yhd e s s ä, että

sil m u k an lo p u s s a A[1 ; : : : ; j � 1] on saatu

osi t e t tu a site n , että

alkuosa A[1 ; : : : ; i ] on yhä pai k o i l l aan

l opp u osa A[i + 1 ; : : : ; j � 1] on sii r t y n y t

�yh d e n pai k an eteen p äi n � pai k o i l l e

A[i + 2 ; : : : ; j ]

väl i al ki o on A[i + 1] voi tall e tt aa alkio n

key site n , että k ok o A[1 ; : : : ; j ] on

jä rjes t y kse s s ä.

2. Tämä väli al ki o n tall e n n u s tehd ään

ri v i l l ä 8.

3. Rivi l l ä 2 väli al ki o ksi otetti i n A[j ] .
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Oik eell i s u u s 1.1

4. Sii s p ä fo r -u l k o s i l m u k an run g o n lo p u s s a k ok o

A[1 ; : : : ; j ] on jä rjes t y kse s s ä ja sis äl tää

alun p e r i n taul u k o n osass a A[1 ; : : : ; j ] ol l e e t

alkio t

eli fo r -u l k o s i l m u k an in v a r i an tt i on totta kun

sen in d e ksi ä j k asvatetaan.

5. fo r -u l k o s i l m u k an k onv e r g e n tti tak aa

p ysäh t y m i s e n in d e ksi n a rvo o n

j = length[ A ] + 1 .

6. fo r -u l k o s i l m u k an in v a r i an tti antaa sil l o i n

halu tu n lo p p u t u l o kse n :

lo p u ksi k ok o taul u kk o A[1 ; : : : ; length[ A ]] on

jä rjes t y kse s s ä ja sis äl t ää alu n p e r i n sii n ä

ol l e e t alkio t.
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Oik eell i s u u s 1.1

� Opi s k el u v i h j e

alg o ri tmeil l e ja ti eto rak enteil l e:

� Keski t y in v a r i an t te i h i n , älä k o o d i n

yksit yi s k o h t i i n

� k osk a jälki m m äi s e t voi päätell ä

edel l i s i s tä.

ohjelmi en oik eell i s u u teen:

Tietoj e n k äsi tt e l i j ä ta rvits e e k o o d i n s a

suu n n i tte l u u n ja kirj o i tt am i s e e n

� system aatti s t a

� hu o l e l l i s t a

� k aikki tapaukset hu o m i o i v aa

päättely tai t o a.

Samaa, jota matemaati kk o ta rvits e e

laaties s aan om i a to d i s tu ksi aan .
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Oik eell i s u u s 1.1

� Huo m au tu ksi a pseu d o k o o d i s ta:

� Loh k o r ak en n e il m ai s t aan sis e n n y kse n

avul l a (Java ssa {.. . } ) .

� K om m e n tt i r i v i alk aa � -me r ki l l ä.

� Sijo i t u s mer ki tään x  5 (Java ssa x = 5 ).

� T auluk o n alkio i h i n vii t ataan t yyli i n A[i ] .

� K o o s te i n e n data esi te tään

ol i o i n a/ t i e t u e i n a joi l l a on k entät:

esi m . jos C on t yypp i ä jol l a on k entät

key ja next , näi h i n k entti i n vii tataan

key[ C] ja next[ C] (esim . Javassa sama

tapahtu u C: key ja C: next ).

� fo r -l au s e e n in d e ksi m u u ttu j an lo p p u a r v o :

esi m . lau s e e n

fo r i  1 to 10 . . . suo r i tu kse n jälk een

i = 11

� Jos heti fo r -l au s e e n alu ksi in d e ksi n

alkua rv o yli tt ää lo p p u a r v o n , ni i n

sil m u kk aa ei tehd ä k ertaak aan.
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V aativu u s 1.2

1.2 V aativ u u s

� Al g o r i tm i n teho kku u d e l l a tai vaativu u d e l l a

ta rk oi te taan sen suo r i t u s ai k an a ta rvits e m i a

resu r s s e j a:

� suo r i t u kse e n kul u v a aik a

� suo r i t u kse n vaatima mu i s t i ti l a

� k omm u n i k o i n n i n mää rä

� . . .

� Tällä kurss i l l a ta rk astell aan läh i n n ä aik aa ,

jos ku s my ö s til aa.

� Resur s s i n ta r v e tt a ta rk astell aan suh te e s s a

sy ötte e n k ok o o n

esi m . jä rjes te ttäes s ä k ok o on taul u k o n A
alkio i d e n lu ku m ää rä length[ A ] .
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V aativu u s 1.2

� V o i m m e analys o i d a resu r s s i e n ta rvetta

pa rhaassa tapaukses s a � ei ylee n s ä

kii n n o s ta

k esk imää räisessä tapaukses s a � vaatisi

to d e n n äk ö i s y y s l ask en taa / til asto ti e d e tt ä

pahi mmassa tapaukses s a.

� Keski t y m m e kurss i l l a pahi m m an tapauksen

analyy s i i n :

� Help o m p aa kui n k eskim ää räi s e n

tapauksen analyy s i

� k osk a voi m m e vali ta alg o r i tm i l l e m m e

pahi m m an mahd o l l i s i m m an sy ötte e n .

� Joskus k eskim ää räi s e t tapaukset ovat

suu n n i l l e e n yhtä vaik ei ta kui n

pahi m m atki n (lis ä ys j ä r j e s täm i n e n ! ).

� Mon i l l a alg o r i tm e i l l a pahi m m at tapaukset

my ö s ylei s i ä.
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V aativu u s 1.2

� T a rk a stellaan jäll e e n li s ä ys j ä r j e s täm i s tä

k alvoi l ta 1.1 .

� Merki tään ci = ri v i n i suo r i ttam i s e e n kul u v a

aik a.

� Se ol e t e t aan vakioksi :

jos ri v i i on ki n mu tki k as (esim .

ali o h j e l m aku ts u ), ni i n ri v i n osat pi t ää

lask ea eri kse e n ja ta rk emm i n .

� Sen yksikk öä (mil l i s e ku n te j a tms.) ei

mer ki tä

vaan ajetel l aan k aikkien ci ol e v an samaa

yksikk öä.

� T o del l i n e n sei n äk el l o ai k a ri i p p u i s i

mo n e s ta alg o r i tm i n ul k o p u o l i s e s ta

tekijästä

(ohj e l m o i n ti ki e l i , lai t te e n om i n ai s u u d e t,

k one e n mu u t y öku o r m a,. . . )

mu tt a mei tä kii n n o s taa nyt itse

alg o r i t m i n om a ajanta rve täll ai s i s ta

vaih t u v i s ta sei k o i s ta ri i p p u m atto m an a

suu r e e n a.
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V aativu u s 1.2

� Merki tään t j = kui n k a mo n ta k ertaa

whi l e -riv i n 5 testi suo r i te t aan kull aki n

mu u ttu j an j a rvol l a.

� Tämä ri v i on k esk ein e n k ontr o l l i k o h ta

algo r i t m i s s a: jok ai n e n

� fo r -u l k o s i l m u k an

� whi l e -sis äsi l m u k an

suo r i t u s k er ta jou t u u suo r i tt am aan my ö s sen.

� Juur i sel l ai s t e n ri v i e n suo r i t u s k er to j e n

lu ku m ää rää k annattaa ta rkk aill a.

� Merki tään n = sy ötte e n mää rä

eli tässä alg o r i t m i s s a taul u k o n A pi tu u s

length[ A ] .
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V aativu u s 1.2

� Lask etaan kui n k a mo n t a k ertaa eri ri v i t

suo r i t e t aan :

aik a k ertaa

1 fo r j  2 to length[ A ] do c1 n
2 key  A [j ] c2 n � 1
3 � . . . 0 n � 1
4 i  j � 1 c4 n � 1

5 whi l e i > 0 and A[i ] > key c5

nP

j =2
t j

6 A[i + 1]  A [i ] c6

nP

j =2
( t j � 1)

7 i  i � 1 c7

nP

j =2
( t j � 1)

8 A[i + 1]  key c8 n � 1

� Lask emall a ne k aikki yhtee n saadaan

k ok on ai s aj aksi

T ( n) = c1 � n+

( c2 + c4 + c8) � ( n � 1)+

c5 �
nX

j =2
t j +

( c6 + c7) �
nX

j =2
( t j � 1) :
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V aativu u s 1.2

P a rhaassa tapaukses s a sy öte tau l u kk o A on

valm i i ksi jä rjes t y kse s s ä.

� Sil l o i n jok ai n e n whi l e -testi tehd ään vain

k erran , eli

t1 = t2 = t3 = � � � = 1 :

� K ok o n ai s aj an lau s e k e saa mu o d o n

T ( n) = ( c1 + c2 + c4 + c5 + c8)| {z }
a

�n

� ( c2 + c4 + c5 + c8)| {z }
b

= a � n + b

joi l l aki n vakioi l l a a ja b

joi s ta emm e nyt ol e kii n n o s tu n e i ta.

� T ( n) on li n e aa ri n e n funkti o :

suo r a vii v a, jon k a kul m ak err o i n on a .

� Sanom m e sii s :

li s ä ys j ä r j e s t äm i n e n toi m i i

pa rh aassa tapaukses s a li n e aa ri s e s s a

ajassa sy ötte e n pi tu u te e n nähd e n .
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V aativu u s 1.2

P ahi mmassa tapaukses s a sy öte tau l u kk o A
on ki n k äänteises s ä jä rjes t y kse s s ä.

� Sil l o i n jok ai n e n whi l e -sil m u kk a vie

alkio n s a A[j ] k ok o matk an pai kk aan A[1]
saakk a , eli

t j = j:

� K ok o n ai s aj an lau s e k e saa nyt mu o d o n

T ( n) = c1 � n+

( c2 + c4 + c8 � c6 � c7) � ( n � 1)+

( c5 + c6 + c7) �
nX

j =2
t j :

� Kä yttämäll ä sum m ak aavaa

qX

k= p
k =

p + q

2| {z }
k a.

� ( q � p + 1)| {z }
lkm.

saadaan

nX

j =2
t j =

2 + n

2
� ( n � 1)

=
1

2
( n2 + n � 2) :
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V aativu u s 1.2

� K ok o n ai s aj an lau s e k e saa nyt mu o d o n

T ( n) = a � n2 + b � n + c

joi l l aki n vakioi l l a a , b ja c.

� T ( n) on nel i ö (l l )i n e n funkti o :

pa raab el i .

� Sanom m e sii s :

li s ä ys j ä r j e s täm i n e n toi m i i

pahi m m ass a tapaukses s a nel i ö i s e s s ä ajassa

sy ötte e n pi tu u te e n nähd e n .

� Näin ol e m m e sel v i t tän e e t

li s ä ys j ä r j e s täm i s al g o r i tm i n ol e e l l i s e n

aik avaatimu kse n eri tapauksi s s a:

pa rhai mmil l aan li n e aa ri n e n

pahi mmil l aan nel i ö i n e n .

Tämä k erto o in t u i t i i v i s e s ti sen, mi l l ai s ta

vauh ti a lask en tateh o n ta rve k asvaa sy ötte e n

k o on n k asvaessa .
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F unktio i d e n k ertaluo k at 1.3

1.3 F unkti oi d en k e rtaluok at

� Halu am m e pu h u a funkti o n f ( n) ol e e l l i s e s ta

k asvun o p e u d e s ta suu r i l l a a rvoi l l a n .

� T a rk a stellaan funkti o i t a f : N ! R ja

g : N ! R .

� f kuul u u k ertalu o kk aan O ( g) jos on

ol e m ass a vakiot d > 0 ja n0 site n että

k aikil l a n > n 0 ehto 0 � f ( n) � d � g( n) on

voi m ass a.

� El i f on k ertalu o k assa O ( g) jos ja vain jos

voi m m e vali t a

� jon ki n k ertoi m e n d

� ja k ohd an n0 lu ku s u o r al t a

site n että tämä k ohd an jälk een funkti o n

f ( n) kuvaaja p ysy tt e l e e funkti o n d � g( n)
kuvaajan alapu o l e l l a.

� Tällö i n mer ki tään f = O ( g) .
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F unktio i d e n k ertaluo k at 1.3

� Intui t i i v i n e n tul ki n ta: jos f on oh j e l m an

resu r s s i ta r v e t ta kuvaava funkti o ja

f = O ( g) , ni i n

� ta rp ee ksi suu r i l l a sy öte p i tu u ksi l l a n > n 0

� toteu tu s k o h tai s i i n vakioi h i n d men e m ättä

resu r s s i ta r p e i d e n ylä raja on g.

� P alataan li s ä ys j ä r j e s täm i s e e n :

pa rhaassa tapaukses s a alg o r i tm i kul u tti

aik aa a � n + b � n � ( a + b) = O ( n) , sil l ä

vakioksi voi d aan vali t a d = a + b

pahi mmassa tapaukses s a

a � n2 + b � n + c � n2 � ( a + b+ c) = O
�
n2

�

sil l ä vakioksi voi d aan vali t a d = a + b+ c.

� Näin mer ki n n äss ä f = O ( g) funkti o g on se

osa funkti o s t a f , jok a k asvaa raju i m m i n :

� no u s e v a suo r a n raju m m i n kui n

vaak asuo ra b

� pa raab el i n2
raju m m i n kui n suo r a n .
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F unktio i d e n k ertaluo k at 1.3

� Jatk ossa tul e m m e analys o i m aan alg o r i tm e j a

O -me r ki n n än ta rkkuud e l l a.

� O -me r ki n tää k ä ytetään ylä rajan esi ttäm i s e e n

� Jos jon ki n algo r i t m i n pahi m m an

tapauksen vaativu u s on esi m . O
�
n3

�
, ni i n

� se ei välttämättä ta rk oi ta että pahi n

tapaus toi m i i ajassa d � n3
jol l e ki n d

� vaan että alg o r i tm i ei toi m i ain ak aan

hu o n o m m i n kui n ajassa d � n3
.

� Esi m : k osk a n2 = O
�
n5

�
, voi d aan (ja on

ih an oi k ei n ) mer ki tä että

li s ä ys j ä r j e s t äm i n e n on pahi m m ass a

tapaukses s a O
�
n5

�

mu tt a k erto o k o se ta rp ee ksi

li s ä ys j ä r j e s t äm i s e s t ä?

� Mie l e kk äin t ä on ki n etsi ä pi e n (i n )tä

a rgu m e n tti fu n kti o t a f jol l a algo r i t m i n

vaativu u s on O ( f ) .
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F unktio i d e n k ertaluo k at 1.3

� V ai h to e h to i s e s ti voi d aan esi ttää

vaativu u d e l l e ala rajo j a. Tällö i n k ä ytetään

mer ki n tää 
 .

� f = 
( g) jos on ol e m ass a vakiot d > 0 ja n0
site n että k aikil l a n > n 0 ehto

0 � d � g( n) � f ( n) on voi m ass a.

� Esi m : vali ts e m al l a d � a hu o m aam m e että

d � n2 � a � n2

� a � n2 + b � n + c

eli li s ä ys j ä r j e s täm i n e n on my ö s pahi m m ass a

tapaukses s a 
( n2) .

� sii s ylä- ja ala rajat vaativu u d e l l e ovat

samat

� eli kyseessä on ta rkk a a rvio .

� My ös täll e tapauksel l e on ol e m ass a om a

mer ki n tätap a.
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F unktio i d e n k ertaluo k at 1.3

� g on sek ä ylä- että ala raja f :ll e , mer ki tään

f = �( g) , jos ja vain jos f = O ( g) ja

f = 
( g)

� nyt ol e m ass a vakiot d1 ja d2 site n että

funkti o f ( n) jää kuvaajie n d1 � g( n) ja

d2 � g( n) väli i n

� f k ä yttä yt yy ol e e l l i s e s ti samo i n kui n g
toi s i n sano e n f :ll ä sama asymp to o t ti n e n

k asvun o p e u s kui n g:ll ä

� Esi m : k osk a li s ä ys j ä r j e s täm i s e n pahi m m an

tapauksen

yl ä r aj a on O
�
n2

�

ala r aj a on 
( n2)

ni i n voi m m e k ä yttää mer ki n tää �( n2) .

� Seuraavat kuvat valais e v at asymp to o tt i s t e n

mer ki n tö j e n ero j a.
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F unktio i d e n k ertaluo k at 1.3

� T(ä llä kurss i l l a t)ä rk eimm ät vaativu u s l u o k at

(k asvavassa jä rjes t y kse s s ä) sy ötte e n k ok o o n

n nähd e n ovat

1. O ( 1) (vakio)

2. O ( log( n) ) (log a r i tm i n e n )

3. O ( n) (lin e aa ri n e n )

4. O ( n � log n)

5. O
�
n2

�
; O

�
n3

�
; : : : (p ol y n o m i (aali )n e n )

6. O ( 2n) (eksp on e n ti aal i n e n ).

� Seuraava kuva valais e e näi d e n lu o kki e n

suh te i ta.

Eksp o n e n ti aal i s e t funkti o t on jätett y p o i s ;

ne k asvaisi v at viel ä pal j o n raju m m i n .

� Al g o r i tm i a pi d e tään k ä ytännö l l i s e n ä vain jos

sen aik avaatimu s on p o l y n o m i n e n .

(Kä ytännö s s ä eksp o n e n t i n ki n pi tää ol l a

. 3 .)
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Sääntöjä algo r i tm i e n analyso i n t i i n 1.3.1

1.3.1 Sääntöjä alg o ri tmi en anal y s oi n ti i n

Yksink ertai set mu u ttu j i a k äsittel e v ät

p er u s to i m i tu kse t kuten

� sij o i tu s l au s e x  y kun y on

yksin k er tai n e n lau s e k e

� yhd e n a rvon sy öttö

� yhd e n a rvon tul o s tu s

� k ahden a rvon suu r u u s v e r t ai l u

� k ahden a rvon p er u s l asku to i m i t u kse t

ovat O ( 1) .

�P eru s te l u � : kutsu k aamm e yksin k er t ai s i ksi

vain sel l ai s i a toi m i tu ksi a, joi h i n kul u u

sy ötte e n k o os ta n ri i p p u m ato n kii n te ä

mää rä suo r i te ttu j a k one k äskyjä.

581 3 1 : Tieto rak ente e t 33



Sääntöjä algo r i tm i e n analyso i n t i i n 1.3.1

P eräkk äiset lau s e e t S1; S2 voi d aan analys o i d a

seur aavasti :

1. An al y s o i d aan ne eri kse e n : ol k o o n

S1 O ( f 1( n) ) ja S2 O ( f 2( n) ) .

V o i m m e ol e ttaa että funkti o t f 1 ja f 2
eivät saa neg ati i v i s i a a rvoj a.

2. K ok o n ai s ai k a on sil l o i n ni i d e n sum m a

O ( f 1( n) ) + O ( f 2( n) ) = O ( f 1( n) + f 2( n) ) :

P erus t e l u + :n sii r täm i s e l l e O :n sis ään :

� On d1 ja n0
1 site n , että S1 vie

k o rk ei n taan d1 � f 1( n) ask elta kun

n � n0
1 .

� Samoi n d2 ja n0
2 .

� Sil l o i n S1; S2 vie k o rk ei n taan

( d1 + d2)| {z }
d

�( f 1( n) + f 2( n))

ask elta kun

n � max( n0
1; n0

2)
| {z }

n0

:
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Sääntöjä algo r i tm i e n analyso i n t i i n 1.3.1

Summ a t yksin k er tai s t u v at:

O ( f 1( n) + f 2( n) ) = O ( max( f 1( n) ; f 2( n)) ) :

P erustel u : S1; S2 vie k o rk ei n taan

2 � hi taam p i lau s e i s ta S1 ja S2

ask elta � hi d aste taan no p e am p i yhtä

hi t aaksi .

V a rsi n ki n : jos f 2( n) = O ( f 1( n) ) ni i n

O ( f 1( n) + f 2( n) ) = O ( f 1( n) ) :

�Summan rajui mmin k asvava termi�

-p e r i aatetta k ä ytettii n jo k alvoi l l a 1.3 .

Ehtolause i f E then S1 else S2 vie aik aa

O( ehd o n E testauksen viem ä aik aa

+

vali tu n haa ran S1 tai S2 viem ä aik a ) :
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Sääntöjä algo r i tm i e n analyso i n t i i n 1.3.1

Sil mukk a mu o to a

fo r i  p( n) to q( n) do

S

voi d aan analys o i d a seur aavasti :

� Muo d o s te taan ru n g o l l e S lau s e k e

O ( f S( n; i ) ) jok a voi ri i p p u a nyt

pai tsi sy ötte e n k o os ta n

my ös nykyi s e s tä kierr o kse s ta i .

� Kääntäen: jos tämä sil m u kk a on toi s e n

sil m u k an fo r j . . . sis äl l ä, ni i n p( n; j ) ,

q( n; j ) ja f S( n; j; i ) .

� K ok o n ai s aj aksi saadaan sum m a

O

0

B
@

q( n)X

i = p( n)

f S( n; i )

1

C
A :

� Tätä sum m aa ei saa max -yksi n k er tai s taa:

yhtee n l ask ettavi e n lu ku m ää rä ei ol e

vakio!
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Sääntöjä algo r i tm i e n analyso i n t i i n 1.3.1

� Matemati i k assa on sovi t tu , että t yhj ä

sum m a

0

@
qX

i = p
: : :

1

A = 0

� kun q < p eli yhtee n l ask ettavi a ei ol e

yhtään k appal e tta

� k osk a 0 on yhtee n l asku n + neu t r aal i al ki o

eli se jol l a tul o s ei mu u tu .

� Tämä sop i i my ö s mei l l e

tieto j e n k äsi t te l i j ö i l l e . . .

� Usei n f S( n; i ) ei ri i p u kierr o kse s t a i . Sil l o i n

k ok on ai s ai k a yksin k er t ai s tu u mu o to o n

O ( k � f S( n) )

mi s s ä

k = max (0 ; q( n) � p( n) + 1)

on kierr o s te n lu ku m ää rä.
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Sääntöjä algo r i tm i e n analyso i n t i i n 1.3.1

Sil mukk a mu o to a

whi l e E do

S

on ylei s e s s ä tapaukses s a pal j o n vaik eamp i

(jop a mahd o t o n ):

� Tä rk eät suu r e e t

� kierr o s te n lu ku m ää rä k

� ehd o n E testausai k a f E ( n) (tehdään

yhtee n s ä k + 1 k ertaa)

� run g o n S suo r i t u s ai k a f S( n)

voi v at ri i p p u a

sek ä sy ötte e n pi tu u d e s t a n

että edel l i s i s tä kierr o ksi s ta.

� Jos ne eivät ri i p u edel l i s i s tä kierr o ksi s ta,

ni i n

O ( k � ( f E ( n) + f S( n)) )

ask elta.
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Sääntöjä algo r i tm i e n analyso i n t i i n 1.3.1

� Onn e ksi whi l e -sil m u k o i t a k ä ytetään täll ä

kurss i l l a (ja mu u s s aki n oh j e l m o i n n i s s a)

ylee n s ä

vaeltamaan eteen p äi n tieto r ak en te e s s a

p ysäht ymään heti hal u tu s s a k ohd ass a eik ä

vasta tieto r ak en te e n lo p u s s a.

� Esi m e r kki n ä p er äkk äish aku :

An n e ttu n a jä rjes t y kse s s ä ol e v a taul u kk o

A[1 ; : : : ; n ] ja lu ku x . Onk o lu ku taul u k o s s a?

1 i  1

2 whi l e i � n and A[i ] < x do

3 i  i + 1
4 return ( i � n and A[i ] = x )

� Tällais i a whi l e -sil m u k o i t a voi k äsitel l ä

suo r aan :

k = O ( n)
f E ( n) = O ( 1)
f S( n) = O ( 1)

yhtee n s ä = O ( n) :

581 3 1 : Tieto rak ente e t 39



Sääntöjä algo r i tm i e n analyso i n t i i n 1.3.1

Ei- r ekursi i v i n en ali ohj el ma voi d aan analys o i d a

seur aavasti :

P eri aatteessa ajatell aan , että jok ai n e n

ali o h j e l m aku ts u k o rvataan ensi n

ali o h j e l m an läh d e k o o d i l l a:

Kuts u s ta r ( a1 ,. . . , am ) tul e e

1 p1  a1
.

.

.

m pm  am

m + 1 S

mi s s ä

� p1; : : : ; pm ovat pa ram e tr i e n ni m e t

� S on ru n k o

ali o h j e l m an r k o o d i s s a.

Kä ytännössä ru n g o n S analyy s i toi s tu i s i

mo n ta k ertaa

jote n k annattaa mu o d o s taa ensi n

eri l l i n e n lau s e k e

f S( n; p1 :n k ok o ; : : : ; pm :n k ok o ) :
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Esim e r kki : Kupl aj ä r j e s täm i n e n 1.3.2

1.3.2 Esimerkki: Kupl aj ä r j estämin en

1 fo r i  n do wnto 2 do

2 fo r j  1 to i � 1 do

3 i f A[j ] > A [j + 1] then

4 � vaih d e taan A[j ] $ A [j + 1]
5 apu  A [j ]
6 A[j ]  A [j + 1]
7 A[j + 1]  apu

Inva ri an tti : T auluk o n osa A[i + 1 ; : : : ; n ] on

jä rjes t y kse s s ä ja jä rjes t e t y n osan alkio t

vähi n tään yhtä suu r i a kui n osan A[1 ; : : : ; i ]
alkio t.

� Al u s s a i = n eli voi m ass a itse s tään

(lop p u o s a t yhj ä).

� Inva ri an tti p ysy y toten a jok ai s e n

ul o m m an fo r -l au s e e n run g o n suo r i tu kse n

jälk een :

1. ensi n k ohtaan A[i ] haetaan alkuo s an

suu r i n alkio

2. sitte n in d e ksi n i a rvo vähen e e yhd e l l ä.
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Esim e r kki : Kupl aj ä r j e s täm i n e n 1.3.2

� Lop u ksi i = 1 eli in v a r i an t i s t a seur aa:

� taul u k o n osa A[2 ; : : : ; n ] jä rjes t y kse s s ä ja

jä rjes te t y n osan alkio t vähi n tään yhtä

suu r i a kui n pai k an A[1] alkio

� sii s k ok o taul u kk o jä rjes t y kse s s ä.

� Rivi e n 2� 7 sis äsi l m u k an analyy s i :

� suo r i t e taan i k ertaa

� run k o (eli ri v i t 3� 7 ) vie O ( 1) ask elta

� sii s O ( i ) ask elta.

� Ul k o s i l m u k an analyy s i :

O

0

@
nX

i =2
i

1

A = O
�
n2

�

k alvoj e n 1.1 sum m ak aavall a.

� Huo m : toi s i n kui n k alvoj e n 1.1

li s ä ys j ä r j e s täm i s e l l ä aik avaativuu s on nyt

sama k aikiss a tapauksi s s a .
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Esim e r kki : Binää rih aku 1.3.3

1.3.3 Esimerkki: Bin ää ri h aku

An n e tt u n a jä rjes t y kse s s ä ol e v a taul u kk o

A[1 ; : : : ; n ] ja lu ku x . Onk o lu ku taul u k o s s a?

1 vasen  1
2 oikea  n
3 found  false
4 whi l e vasen � oikea and not found do

5 keski  (vasen + oikea) =2
6 found  A [keski] = x
7 i f A[keski] > x then

8 oikea  keski � 1
9 else

10 vasen  keski +1

K onvergentti: Sil m u kk a p ysäh t y y , k osk a

jok ai s e l l a toi s t o l l a

jok o etsi tt y alkio lö y t y i

tai etsi t tävä alu e A[vasen : : : oikea] kuti s t u u .
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Esim e r kki : Binää rih aku 1.3.3

Inva ri an tti : jos x on taul u k o s s a ni i n se on

alue e l l a A[vasen : : : oikea] ja found = true
jos ja vain jos x lö y t y i jo.

� T osi alu s s a sil l ä vasen = 1 ; oikea = n ja

found = false .

� Säily y toten a toi s to l au s e e n suo r i t u kse s s a:

� jos x lö y t y y , ni i n asetetaan

found = true

� jos A[keski] > x ni i n my ö s k aikil l a

j > keski on A[j ] > x eli ei ta rvits e etsi ä

k ohd an keski tak aa ja voi d aan asettaa

oikea  keski � 1

� else -haa ra vastaavasti.

� lo p u ksi jok o vasen > oikea ja

found = false eli etsi t t y ä ei lö y t y n y t , tai

x = A[keski] .
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Esim e r kki : Binää rih aku 1.3.3

� Merki tään T ( k) = bi n ää ri h au n pahi m m an

tapauksen aik avaativuu s sil l o i n kui n

taul u k o s ta on viel ä tutki m atta k pai kk aa.

Sii s k = oikea � vasen +1 .

� P ahin tapaus on , että x on suu r e m p i kui n

mi k ään taul u k o n A lu ku :

� Sil m u kk a jatk aa lo p p u u n saakk a .

� Al u e pu o l i ttu u jok a kierr o kse l l a.

� Oletetaan yksin k er tai s u u d e n vuo ksi että

taul u k o n A pi tu u s n on joki n k ahden

p o t e n s s i , eli n = 2 j
jol l ai n k ok on ai s l u v u l l a j .

� Al u e e n pu o l i tu s hel p o t tu u : eksp o n e n t ti j
vähen e e yhd e l l ä.

� Tämä yksin k er tai s tu s on sall i t tu a:

� vaikk a k aikki sy ötte e n pi t u u d e t n eivät

ol e k aan aivan yhtä vaik ei ta

� ni i n on ol e m ass a vaikk a kui n k a suu r i a

täll ai s i a vaik ei t a pi t u u ksi a.
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Esim e r kki : Binää rih aku 1.3.3

� T on mää ri te l t y seur aavasti

rekur s i o y h täl ö n ä:

T ( k) = T ( k=2) + c kun k > 1

T (1) = c

mi s s ä c on joki n ri i ttävän suu r i vakio.

� Binää ri h au n aik avaatimu s saadaan

lask em al l a rekur s i o k aava auki

T ( n) = T ( n=2) + c

= ( T ( n=4) + c) + c

= ( T ( n=8) + c) + c + c

= T ( n=23) + 3 � c
.

.

.

= T ( n=2 j ) + j � c

= ( j + 1) � c

ja k osk a n = 2 j
ni i n j = log 2( n) eli

= (log 2( n) + 1) � c

= O ( log 2( n) )

= O ( log( n) )

k osk a lo g a r i tm i n k antalu v u l l a ei ol e väli ä

O -anal y y s i s s ä.
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Esim e r kki : Binää rih aku 1.3.3

� Samaa rekur s i o y h t äl ö te kn i i kk aa k ä ytetään

my ö s rekur s i i v i s te n ali o h j e l m i e n analyy s i s s ä:

� Haa ra T (1) vastaa rekur s i o ku ts u a, jok a

ei kutsu itse ään .

� Muu haa ra T ( k) vastaa rekur s i o ku ts u a,

jos s a

� sy ötte e n pi t u u s on k

� rekur s i i v i n e n kutsu sy ötte e n pi t u u d e l l a

k0< k analys o i d aan term i ksi T ( k0) .

� Nyt voi m m e sano a mi s s ä mi e l e s s ä

bi n ää ri h aku on pa rem p i alg o r i t m i samaan

tehtävään kui n k alvoj e n 1.3 p er äkk äish aku :

� bi n ää ri h au n pahi n tapaus O ( log( n) ) on

aid o s t i pa rem p i kuin O ( n)

� k osk a log n = O ( n) mu tta n 6= O ( log( n) )

� eli ta rp ee ksi suu r i l l a n bi n ää ri h au s ta tul e e

väistäm ättä no p e am p i kui n

p er äkk äish au s ta.
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Loga ri tm e i s ta 1.4

1.4 Lo ga ritmeista

� Lukio n matemati i k assa mää ri te l ti i n

(luo n n o l l i n e n ) lo g a r i tm i eksp o n e n tt i fu n kti o n

x 7! ex

k äänteisfun kti o n a, mi s s ä k antalu ku

e = 2 :718281828459045 : : :

on ns. Nep er i n vakio. Sii s

ln( y) = �se x jol l a ex = y � :

� Tietoj e n k äsi tt e l y s s ä k antalu ku on ki n

tavalli s e s ti 2 :

log( n) = �kui n k a mo n t a k ertaa lu ku a n � 1
on jaettava lu v u l l a 2, jotta tul o s ol i s i

� 1 ?�

1 k  0
2 whi l e n > 1
3 do k  k + 1
4 n  n

2
5 return k
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Loga ri tm e i s ta 1.4

� Tätä ajatusta k ä ytimm e k alvoj e n 1.3 .3

bi n ää ri h au n analyy s i s s a:

1. pu o l i ti m m e etsi ttävän alu e e n

A[vasen : : : oikea] pi tu u d e n jok a

kierr o kse l l a

2. kunn e s pi t u u s ol i < 1 .

� Sama pu o l i tt am i s i d e a toi s tu u

� eri mu o d o i s s a

� mo n i s s a teho kk ais s a alg o r i tm e i s s a

� ja tieto r ak en te i s s a.

� Tietoj e n k äsi tt e l i j än näk öku l m asta lo g a r i tm i

sii s vastaa kysymykse e n :

�Ku i n k a mo n ta k ertaa pi tää sove l taa

pu o l i t tam i s i d e aa, enn e n kui n päästään ni i n

pi e n e e n tapaukseen , ettei sitä enää ta rvita?�
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Loga ri tm e i s ta 1.4

� Otetaan esi m e r ki ksi tul o a � b:

� Kun sitä pu o l i te taan toi s tu v asti , ni i n

1. ensi n pu o l i t e t aan ka k ertaa osaa a ,

kunn e s se on � 1

2. sitte n kb k ertaa osaa b, kunn e s sekin

on � 1 .

Sii s yhtee n s ä pu o l i te t ti i n

k = ka + kb

k ertaa.

� Näin nähti i n lo g a r i tm i e n laskus ään tö

log( a � b) = log( a) + log( b) :

581 3 1 : Tieto rak ente e t 50



Loga ri tm e i s ta 1.4

� T oin e n tapa ajatell a 2-k an tai s ta lo g a r i tm i a

log( n) on :

�Ku i n k a mo n ta bi tt i ä on lu v u s s a n ?�

Sen bi tt i e n tul o s tu s tak ap eri n (pie n i m m ästä

suu u r i m p aan ) on :

1 whi l e n > 0
2 do i f n on pa ri t o n

3 then tul o s ta ' 1 '

4 n  n � 1
5 else tul o s ta ' 0 '

6 n  n
2

� Tällä ajattelu t aval l a havaitaan, että log( n)
k asvaa, mu tta hyvi n hi taasti :

n bi tte j ä

1 000 10
1 000 000 20

1 000 000 000 30
1 000 000 000 000 40
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Abst r akti tietot y y p p i jou kk o 1.5

1.5 Abstrakti ti etot yyppi joukk o

� Usei n oh j e l m a yll äp i t ää suo r i tu s ai k an aan

jotai n jou kk o a tieto al ki o i ta .

Esi m e r ki ksi k alvoj e n 1 pu h e l i n l u e t te l o on

ni m i - n u m e r o - p a r i e n jou kk o .

� Jouk o n tieto al ki o t mu o d o s tu v at tietu e i s ta .

� Tietuee n yksi k enttä on ns. avain .

� Tietuei ta voi d aan hak ea ja jä rjes t ää

avaimen p er u s te e l l a.

� Esi m e r ki ksi pu h e l i n l u e tte l o s s a ni m i on

avain.

� V er taa tieto k an tatau l u ja sen avain.

� Muu tieto voi ol l a

� tietu e e n mu i s s a k enti s s ä, tai

� vii tt e e n tak ana "satel l i i tti - ti e tu e e n a" .
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Abst r akti tietot y y p p i jou kk o 1.5
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Abst r akti tietot y y p p i jou kk o 1.5

� Jouk o n S k äsittel y s s ä voi d aan ta rvita

esi m e r ki ksi seur aavi a op e r aati o i ta:

sea rch( S , k ) etsi i avainta k : pal au te taan

vii te x sel l ai s e e n tietu e e s e e n , jon k a

avaink en täss ä on k .

i n s ert( S , x ) li s ää jou kk o o n sen tietu e e n ,

joh o n x vii tt aa

delete( S , x ) p o i s taa tietu e e n joh o n x vii tt aa

(jos sii s hal u taan p o i s taa avain k , ni i n on

ensi n tehtävä sea rch , jotta saadaan x )

min/max( S ) pal au ttaa vii tt e e n jou k o n

sii h e n tietu e e s e e n , jon k a avain on

pi e n i n / s u u r i n

p red/succ( S , x ) pal au ttaa vii tt e e n sii h e n

tietu e e s e e n , jon k a avain on jä rjes t y kse s s ä

läh i n pi e n e m p i / s u u r e m p i kui n vii tatu n

tietu e e n x avain.

� Jos kyseis tä tietu e tt a ei ol e , ni i n

palau t e t aan NIL .
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Abst r akti tietot y y p p i jou kk o 1.5

� Puh e l i n l u e t te l o n ki n op e r aati o t (paitsi l i st )

sis äl t y v ät näi h i n jou kk o - o p e r aati o i h i n .

� Näin mää ri te l t y n ä jou kk o on abstrakti

tieto t y y p p i , jok a toteu ttam i s e e n on usei ta

vaih to e h to i s i a tieto r ak en te i ta:

� taul u kk o (edel l y ttäen , että

jok o tied äm m e etuk äteen jou k o n

maksim i k o o n

tai osaamm e pi d e n t ää taul u kk o a

ta rvittaes s a � k alvot 4.4 )

� li n ki t e t t y li s ta � k alvot 2.4

� hakup u u , tasapain o tu kse l l a tai il m an �

k alvot 3

� hajautu s r ak en n e � k alvot 4

� k ek o � k alvot 5

� . . .
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Abst r akti tietot y y p p i jou kk o 1.5

� Jouk o n op e r aati o i d e n teho kku u s ri i p p u u

suu r e s ti sii tä mi n k ä tieto r ak en te e n avul l a

jou kk o on toteu te tt u .

� Eri tieto r ak en te i l l a eri op e r aati o t ovat

no p e i ta/ h i tai t a:

l i s ta1 on epäjä rj e s t y kse s s ä

l i s ta2 pi d e tään jä rjes t y kse s s ä avaime n

mu k aan.

� Sii s toteu tu s tavan vali n n ass a on

ratk aisevaa se mi tä op e r aati o i ta jou kk o a

k ä yttävä oh j e l m a ta rvits e e eni te n .

� Suu r i osa kurss i s ta k äsittel e e

� jou k o n toteu t u kse e n sop i v i a

tieto r ak en t e i t a

� ja ni i d e n op e r aati o i d e n analys o i n ti a

� jon k a tul o s te n p er u s t e e l l a eri

toteu tu ksi e n väli l l ä voi vali ta eri

til an te i s s a.
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Pino , jon o ja lis t a 2

2 Pi n o, jono ja l i sta

� Enn e n kui n men e m m e va rsi n ai s e e n

tieto r ak en t e e s e e n l i sta (k alvot 2.4 ),

op i s k el e m m e k ahta k onkr e e tti s t a

tieto r ak en n e tta:

pi n oa (k alvot 2.1 )

jonoa (k alvot 2.2 ).

� Pin o ja jon o eivät toteu ta k alvoj e n 1.5

jou kk o - o p e r aati o i ta

vaan ne toi m i v at kuten pi n o ja jon o

toi m i v at no r m aal i e l äm äss ä.

� Pin o ja jon o ovat kui te n ki n tä rk eitä

rak enn e o s asi a mo n i s s a algo r i t m e i s s a

kuten tul e m m e my ö h e m m i n näk emään.
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Pino 2.1

2.1 Pi n o

� Last-in - � r s t- o u t (LIF O ) -p e r i aate.

� Pin o n S op e r aati o t:

push( S , x ) li s äää pi n o n pääll e viel ä sen

tietu e e n , joh o n x vii tt aa

p op( S ) p o i s taa ja pal au tt aa pi n o s ta sen

pääll i m m äi s e n tietu e e n

empt y( S ) tutki i , on k o pi n o t yhj ä vaik o ei.

� Oletetaan seur aavassa yksin k er tai s u u d e n

vuo ksi että pi n o o n tall e te t tavat tietu e e t

sis äl tävät vain avaink en tän :

push( S , k ) li s ää pi n o n pääll e viel ä

tieto al ki o n k

p op( S ) p o i s taa ja pal au tt aa pi n o s ta sen

pääll i m m äi s e n tieto al ki o n .
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Pino 2.1

� Jos pi n o n k o ol l e tied e tään enn ak o l t a ylä raja

n , ni i n pi n o voi d aan toteu t taa hel p o s ti

taul u k o n avul l a:

� T alletetaan pi n o n alkio t ta rp ee ksi

pi t k ään taul u kk o o n S[1 : : : n ] .

� T alletu s j ä r j e s t y s :

S[1] = pi n o n p o h j i m m ai n e n alkio

S[2] = p o h j i m m ai s e n pääll ä ol e v a alkio

S[3] = edel l i s e n pääll ä ol e v a alkio

.

.

.

S[top] = pi n o n pääll i m m äi n e n alkio

mi s s ä k ok o pi n o n attrib u u tti

top[ S] = pi n o s s a ol e v i e n alkio i d e n mää rä

= pääll i m m äi s e n alkio n in d e ksi :

� Huo m aa: mu u t tu j aan top li i t t y y sii s om a

in v a r i an t ti

jos ta hu o l e h d i t aan op e r aati o i ta

toteu te ttaes s a.

� Al u s s a sii s top[ S] = 0 ja pi n o t yhj ä.
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Pino 2.1

75 64321

S

top[S] = 4

15 6 2 9

75 64321

S 17 3

top[S] = 6

15 6 2 9

75 64321

S

push(S,15); push(S,6); push(S,2); push(S,9)

push(S,3)
push(S,17)

pop(S)

17

top[S] = 5

15 6 2 9
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Pino 2.1

� Pin o - o p e r aati o i d e n toteu tu s :

empty( S)
return top[ S] = 0

push( S; k)
top[ S]  top[ S] + 1
S[top[ S]]  k

pop( S)
top[ S]  top[ S] � 1
return S[top[ S] + 1]

� T oteutu s ol e ttaa k ä yttävältä oh j e l m al t a:

� Op eraati o ta pop ei kutsu ta, jos pi n o on

t yhj ä.

� Op eraati o ta push ei kutsu ta, jos pi n o on

tä ysi:

full( S)
return top[ S] = n

� No r m aal i s t i op e r aati o full ei kui te n k aan

kuul u pi n o n op e r aati o v al i k o i m aan .
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Pino 2.1

� Ab s t r akti n tieto t y y p i n toteu tu s p e r i aatteet:

Tä ysi suojautumi n en: toteu t u s lu p aa

k äsitel l ä sis äi s e s ti k aikki vir h e ti l an te e t.

+ T otetusta voi k ä yttää hu o l e t to m asti .

� Vi r h e e n ta r ki s t u s k o o d i jou d u t aan

suo r i ttam aan ain a op e r aati o ta

k ä ytettäessä � vaikk a k ä yttävä

oh j e l m a tak aisiki n , ettei vir h e ttä voi

synt y ä.

�Desi g n b y Contract�: Jos tieto t y y p p i ä

k ä ytetään �so p i m u kse n mu k aan� , ni i n

sekin toi m i i �so p i m u kse n mu k aan� .

� Muu n ki n oh j e l m an on no u d atettava

sop i m u s e h to j a.

� Ei tä ysin mo d u l aa ri s ta: jos ehd o t ovat

tiu k at, ni i n mu u oh j e l m a ja juu r i tämä

tieto t y y p i n toteu tu s t ap a tul e v at

li i t e t y i ksi toi s i i n s a.

+ Vi r h e e n ta r k astu s voi d aan välttää.

Ede l l i s e t pu s h - ja p o p - k ä yttö e h d o t ovat

esi m e r kki täll ai s e s ta sop i m u kse s t a.
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Pino 2.1

� Kaikki pi n o - o p e r aati o t sis äl tävät vain saman

vakiom ää rän k omen to j a ri i p p u m atta sii tä

kuin k a mo n ta alkio t a pi n o s s a on .

� Op eraati o t ovat sii s vaativu u d e l t aan O ( 1) .

� Pin o n k ä yttö algo r i t m i s s a ei sii s k asvata sen

ol e e l l i s t a aik avaatimu s ta.
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Jono 2.2

2.2 Jono

� �rst- i n - � r s t - o u t (FI F O ) -p e r i aate

� Op eraati o t jon o l l e Q :

enqueue( Q , k ) li s ää tieto al ki o n k jon o n Q
vii m e i s e ksi

dequeue( Q ) p o i s taa ja pal au tt taa

jon o s t a Q sen ensi m m äi s e n tieto al ki o n

empt y( Q ) tutki i on k o jon o Q t yhj ä vaik o ei.
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Jono 2.2

� Jällee n , jos jon o n k o on ylä raja n tied e tään

enn ak o l t a, toteu t u s on n i s tu u taul u k o n

avul l a:

� T alletetaan jon o n alkio t taul u kk o o n

Q[0 : : : n ] .

� T aulukk o o n va rataan sii s 1 pai kk a

enem m än kui n ta rp ee n !

� Merki tään va ratun taul u k o n pi t u u tt a

m = length[ Q] = n + 1 .

� Jono l l a on attrib u u ti t

head[ Q] = ensi m m äi s e n alkio n in d e ksi

tail[ Q] = seur aavan vapaan paik an in d .

� Nii d e n mu k ai n e n tall e t u s j ä r j e s t y s on

Q[head] = 1. alkio

Q[(head +1) mod m] = 2. alkio

Q[(head +2) mod m] = 3. alkio

.

.

.

Q[tail � 1] = vii m e i n e n alkio :
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75 64321 8 9 10 110

75 64321 8 9 10 110

75 64321 8 9 10 110

enqueue(Q,17); enqueue(Q,3); enqueue(Q,5)

173

dequeue(Q)

5

Q 15 6 9 8 4

head[Q]=6 tail[Q]=11

Q 15 6 9 8 4

53 17Q 6 9 8 4

tail[Q]=2 head[Q]=6

tail[Q]=2 head[Q]=7
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Jono 2.2

� Op eraati o i d e n toteu t u kse t:

emp t y ( Q )

return head[ Q] = tail[ Q]

enq u e u e ( Q , k )

Q[tail[ Q]]  k
tail[ Q]  (tail[ Q] + 1) mod m

deq u e u e ( Q )

x  Q[head[ Q]]
head[ Q]  (head[ Q] + 1) mod m
return x

� Jak ojäännö s o p e r aatto r i mod tek ee

taul u k o s ta k ehän: ensi m m äi s e s tä

paik asta Q[0] tul e e vii m e i s e n

paik an Q[m � 1] seur aaja.

� Sovi m m e jäll e e n , että

� t yhj ästä jon o s ta ei p o i s t e ta

� tä yteen jon o o n ei li s ätä

alkio ta.
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0

1

2

m-1
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Jono 2.2

� Mik ä on op e r aati o i d e n aik avaativuu s ?

� Miksi empt y( Q ) toi m i i ?

� Mih i n ta rvitti i n li s äp ai kk aa?

� Mite n tun n i s te taan tä ysi jon o ?
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Linki t e t y t rak enteet 2.3

2.3 Lin ki tet yt rak ente e t

� Jos emm e tied ä mi k ä on pi n o o n tai jon o o n

tall e te ttavi e n alkio i d e n maksim i m ää rä, ei

taul u kk o to t e u tu s ta voi k ä yttää.

� Ratk a isu saadaan li s ääm äl l ä tieto al ki o t

tall e n t avi i n tietu e i s i i n k enttä jok a sis äl tää

vii tt e e n joh o n ki n toi s e e n tieto al ki o o n .

� Esi m e r ki ksi tietu e jok a sis äl tää

� avaimen

� vii tt e e n seur aavaan tietu e e s e e n

� tähän avaimee n li i tt y v än mu u n datan

tai

vii tt e e n satell i i tti t i e t u e e s e e n , jos s a on

kysein e n mu u data.

581 3 1 : Tieto rak ente e t 71



Linki
t

e
t

y
t

rak
enteet

2.3

data1

data2

data3

data1

data2

data3

key

data2

data1

key

data2

data1

key key

581
3

1
:

Tieto
rak

ente
e

t
72



Linki t e t y t rak enteet 2.3

� Huo m aa: NIL on vii te jok a ei vii t taa

mi h i n k ään, kuvassa 


� Kalvo j e n 2.1 pi n o voi d aan toteu tt aa

li n ki te t t y n ä rak enteen a seur aavasti :

� Pin o s s a ol e v a tieto tall e te taan t yypp i ä

pi n o s o l m u ol e v i i n tietu e i s i i n .

Sell ai s e s s a tietu e e s s a x on k entät

� key[ x] = pi n o o n tall e te ttu tieto al ki o

� next[ x] = vii te tietu e e n x all a ol e v aan

samanl ai s e e n tietu e e s e e n

tai

NIL jos x on pi n o n p o h j i m m ai n e n

tietu e .

� K ok o pi n o l l a S on attrib u u tt i top[ S] =
vii te pääll i m m äi s e e n pi n o s o l m u u n

tai

NIL jos pi n o S on t yhj ä.
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7
3

5
to

p[
S

]
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Linki t e t y t rak enteet 2.3

emp t y ( S )

return top[ S] = NIL

pu s h ( S , k )

x  new pi n o s o l m u

key[ x]  k
next[ x]  top[ S]
top[ S]  x

p o p ( S )

x  top[ S]
top[ S]  next[ x]
return key[ x]

� Lisätään pseu d o k o o d i i n O ( 1) op e r aati o

new �

� Se pal au ttaa vii t te e n sel l ai s e e n

mu i s ti al u e e s e e n , joh o n voi tall e ttaa

t yypp i ä � ol e v an a rvon

� Tämä alu e on eri l l ään k aik esta sitä

enn e n k ä ytet ystä mu i s ti s ta.

� V a rau s t y ö n tek ee k ä yttöjä rje s te l m ä.
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Linki t e t y t rak enteet 2.3

� Huo m aa: op e r aati o n pop jälk een sen

paik al l i s e n mu u t tu j an x vii t taam a vanh a

pääll i m m äi n e n tietu e jää �ro s k aksi � :

� sii h e n ei tul e enää yhtään vii te ttä

� jote n oh j e l m a ei enää näe sitä

� vaikk a se on yhä va rattun a oh j e l m al l e .

� Javassa on autom aatti n e n ro s k an k er u u , jok a

hu o l e h ti i sel l ai s e n mu i s t i n vapauttam i s e s ta .

� Mon i s s a vanh e m m i s s a oh j e l m o i n t i ki e l i s s ä

oh j e l m (o i j )an pi tää itse vapauttaa

va raamansa mu i s t i , kun sitä ei enää ta rvita.

Muu t e n suo r i tu s tä yttää hi l j al l e e n k one e n

k ok o mu i s ti n .

� Esi m e r ki ksi oh j e l m o i n t i ki e l e s s ä C täll ai n e n

dyn aam i s e n mu i s ti n

va raus/ v ap au t u s fu n kti o p a r i on mal l o c / fr e e .
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Linki t e t y t rak enteet 2.3

� Selvästi ki n pi n o - o p e r aati o t ovat jäll e e n

vaativu u d e l taan O ( 1) my ö s li n ki t e t t y n ä

toteu t u kse n a.

� Lisäksi ol e m m e vapautu n e e t etuk äteen

asetetus ta kii n te ästä ylä raj asta n pi n o n

k o ol l e .

V ai n mu i s ti n mää rä on rajana.

� T oisaal ta jou d u i m m e ol e ttam aan

new -mek ani s m i n .

� My ös k alvoj e n 2.2 jon o voi d aan toteu t taa

li n ki te t t y n ä rak enteen a site n että

jon o - o p e r aati o t vaativat vakioajan .

Mite n ?
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2.4 Lista

� Lin ki t e t y n li s t an avul l a voi m m e hel p o s ti

toteu t taa k alvoi l l a 1.5 esi t e l l y n abstr akti n

tieto t y y p i n jou kk o .

� Lin ki t e t y i s tä li s t o i s t a on mo n i a eri

va riaati o i ta.

� T a rk a stelemm e ni i s tä ensi n mo l e m p i i n

suu n ti i n li n ki te tt y ä li s t aa .

� Nämä suu n n at ovat � eteen p äi n � ja

� taakse päi n � .

� Listass a tieto on sii s p er äkk äin .

� T oteutetaan li s ta k alvoj e n 2.3 li n ki te tt y n ä

rak enteen a.
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� Listass a ol e v a tieto tall e t e taan t yypp i ä

li s t aso l m u ol e v i i n tietu e i s i i n .

Sell ai s e n tietu e e n x k entät ovat

� key[ x] = tähän sol m u u n tall e te tt u

tieto al ki o

� next[ x] = vii te seur aavaan tietu e e s e e n

tai

NIL jos x on li s tan vii m e i n e n tietu e .

� prev[ x] = vii t e edel l i s e e n tietu e e s e e n

tai

NIL jos x on li s tan ensi m m äi n e n tietu e .

� K ok o li s tal l a L on attrib u u tt i head[ L ] = vii t e

ensi m m äi s e e n tietu e e s e e n

tai

NIL jos li s ta L on t yhj ä.
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� Hae li s tal t a L vii te ensi m m äi s e e n

tietu e e s e e n x , jon k a key[ x] = k .

sea rch ( L , k )

x  head[ L ]
whi l e x 6= NIL and k 6= key[ x] do

x  next[ x]
return x

Jos sel l ai s ta x ei ol e , ni i n palau t e taan NIL.

� Op eraati o s s a sea rch verr ataan li s t an alkio i ta

alus t a läh ti e n etsi t tävään.

� Jos etsi tt ävää ei lö y d y , ni i n k ä ydään k aikki

li s t an alkio t läpi .

� P ahim m ass a tapaukses s a op e r aati o n

aik avaativuu s on sii s O ( n) , mi s s ä n =
li s t al l a ol e v i e n alkio i d e n mää rä.
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� Mutta uu d e n alkio n k li s ääm i n e n li s tan L
alkuu n on no p e aa:

in s e r t( L , k )

x  new li s taso l m u

key[ x]  k
next[ x]  head[ L ]
prev[ x]  NIL

i f head[ L ] 6= NIL then

prev[head[ L ]]  x
head[ L ]  x

� Käsite l l ään vain mu u t am aa vii t e t tä

� joi d e n lu ku m ää rä ei ri i p u li s tass a ol e v i e n

alkio i d e n lu ku m ää rästä n

� jote n op e r aati o n vaativu u s on O ( 1) .
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9 16 4 1

25

insert(L,25)

head[L]

head[L] 9 16 4 1
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Lista 2.4

� Tietuee n x p o i s tam i n e n li s t astaan L on

yhtä no p e aa:

del e te ( L , x )

y  prev[ x]
z  next[ x]
i f y = NIL then

head[ L ]  z
else

next[ y]  z
i f z 6= NIL then

prev[ z]  y

� Op eraati o del e te saa pa ram e tr i n aan x
vii tt e e n p o i s te ttavaan tietu e e s e e n .

Jos hal u taan ki n p o i s taa avaime n k sis äl tävä

tietu e , ni i n se on ensi n haettava op e r aati o l l a

sea rch :

x  search( L; k )
i f x 6= NIL then

delete( L; x )
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delete(L,search(16))

9 16 4 1head[L]

y

9 16 4 1head[L]

zx
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Lista 2.4

� Ent ä lo p u t k alvoj e n 1.5 op e r aati o i s ta?

� Op eraati o min voi d aan toteu t taa

seur aavasti :

min( L )
x  head[ L ]
p  head[ L ]
whi l e p 6= NIL do

i f key[ p] < key[ x] then

x  p
p  next[ p]

return x

� Op eraati o k ä y läpi li s tan k aikki alkio t, eli

vaatii ajan O ( n) .
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� Op eraati o succ voi d aan toteu ttaa

seur aavasti :

succ( L; x )
y  NIL
p  head[ L ]
whi l e p 6= NIL do

i f key[ p] > key[ x] and

( y = NIL o r key[ p] < key[ y] )

then y  p
p  next[ p]

return y

� Op eraati o k ä y k ok o li s tan läp i , eli

aik avaativuu s O ( n) .

� Lop u t op e r aati o t max ja pred toteu te taan

samaan t yyli i n kui n min ja succ .
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� T oteutu kse s s am m e op e r aati o i d e n

vaativu u d e t ovat itse asiassa samat kuin

k alvoj e n 1.5 taul u k o n toteu t u kse s s a ni m e l tä

l i sta1 .

� Lista ei ol e k ovi n teho k as tieto r ak en n e

jou k o n toteu t u kse e n sil l o i n , jos tieto a

haetaan avaimen a rvol l a k .

+ My öh e m m i n kurss i l l a esi te l l ään

avainkys e l y i s s ä pa rem p i a tieto r ak en t e i t a.

� Hyvä oh j e l m o i j a vali t s e e ki n eri jou kk o j e n

toteu t u kse t ni i d e n eri k ä yttö yhte y ksi e n

mu k aan.

� T a rkk a a n ottaen tämä l i sta1 ei toteu tak aan

matemaatti s ta k äsitettä �jo u kk o � .

Mikse i ?
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Jä rjestett y reng asl i s ta 2.4.1

2.4.1 Jä rjestett y rengasl i s ta

� Jos tall e tam m e avaime t li s tal l e

jä rjes t y kse s s ä , ni i n

� op e r aati o n insert vaativu u s hu o n o n e e

lu o kk aan O ( n)

k osk a li s ä ykses s ä etsi tään uu d e l l e

avaimel l e jä rjes t y kse n mu k ai n e n oi k ea

pai kk a

+ op e r aati o i d e n max ja pred vaativu u s

pa ran e e lu o kk aan O ( 1)

� esi m e r ki ksi k ä yttäen jä rjes t e t t y ä

ren g as l i s taa

� mu tt a mu i taki n yhtä teho kk aita

jä rjes te tt y j ä li s ta r ak en te i t a on

ol e m ass a.

� Näin saadaan k alvoj e n 1.5 toteu tu s ni m e l tä

l i sta2 .
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Jä rjestett y reng asl i s ta 2.4.1

� Lisätään vii tte e t

� prev[ jon o n ensi m m äi n e n alkio ] =
jon o n vii m e i n e n alkio

� next[ jon o n vii m e i n e n alkio ] =
jon o n ensi m m äi n e n alkio

joi s ta joh tu u ni m i t y s ren g as l i s ta.

� V er t aa jak ojäänn ö s o p e r aatto r i n mod k ä yttö

jon o j e n taul u kk o t o t e u t u kse s s a k alvoi l l a 2.2 .
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Jä rjestett y reng asl i s ta 2.4.1

� A vai n te n jä rjes t y kse e n li i tt y v ät op e r aati o t

yksin k er tai s tu v at ja teho s t u v at:

min( L )
return head[ L ]

max( L )
i f head[ L ] = NIL

then return NIL
else return prev[head[ L ]]

succ( L; x )
i f next[ x] = head[ L ]

then return NIL
else return next[ x]

pred( L; x )
i f x = head[ L ]

then return NIL
else return prev[ x]
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Jä rjestett y reng asl i s ta 2.4.1

� Listan tul o s t u s avainj ä r j e s t y kse s s ä tul e e

eleg an ti ksi ja teho kk aaksi:

x  min[ L ]
whi l e x 6= NIL do

p ri n t ( key[ x] )

x  succ( L; x )

� Tietuee n p o i s tam i n e n jä rjes t e t y l tä

ren g asl i s tal t a:

delete( L; x )
y  prev[ x]
z  next[ x]
i f x = z then

� p o i s t e t tava on li s t an ain o a alkio

head[ L ]  NIL
else

next[ y]  z
prev[ z]  y
i f x = head[ L ] then

head[ L ]  z
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Jä rjestett y reng asl i s ta 2.4.1

� Tietuee n etsi n tä jä rjes te t y l tä ren g asl i s tal ta:

search( L; k )
i f head[ L ] = NIL then

return NIL
x  head[ L ]
whi l e next[ x] 6= head[ L ] and

k > key[ x] do

x  next[ x]
i f key[ x] = k then

return x
else

return NIL

� V o i m m e lo p e ttaa etsi n n än heti kun li s tal l a

tul e e vastaan tietu e x jon k a avain on

vähi n tään etsi t tävä avain k .

� Etsi n n än pahi m m an tapauksen

aik avaativuu s on kuit e n ki n yhä O( n) .
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Jä rjestett y reng asl i s ta 2.4.1

� Jä rjestet yn ren g asl i s tan op e r aati o i s ta

hank al i n on tietu e e n li s ääm i n e n .

� K os k a li s ättävä tietu e on vietävä oi k eal l e

paik al l e e n , kul u u aik aa pahi m m ass a

tapaukses s a O( n) .

� Op eraati o on hi u k an hank al a my ö s mo n i e n

eri kse e n hu o m i o i tavi e n tapauste n s a takia.

� Huo m aa tapauste n k äsittel y j ä r j e s t y s :

1. Onk o li s t a L on t yhj ä?

2. Muu te n li s tal l a L on ensi m m äi n e n tietu e .

V asta nyt tapaukses s a voi m m e k ä yttää

sen k entti ä.

3. Etsi tään oi k ea li s ä ys k o h t a sii r t äm äl l ä

vii te t tä p li s tass a eteen p äi n :

(a) T a rvitseek o sii r tää k ertaak aa n?

(b) Meni k ö p li s t an L lo p p u u n ?

(c) V ai li s ätäänk ö sen eteen ?
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Jä rjestett y reng asl i s ta 2.4.1

insert( L; k )
x  new jon o s o l m u

key[ x]  k
p  head[ L ]
i f p = NIL then � li s ä ys t yhj ään

next[ x]  x
prev[ x]  x
head[ L ]  x

else i f k < key[ p] then � li s ä ys alkuu n

next[ x]  p
prev[ x]  prev[ p]
next[prev[ x]]  x
prev[ p]  x
head[ L ]  x

else

whi l e next[ p] 6= head[ L ] and key[ p] < k
do p  next[ p] � vrt. search

i f k > key[ p] then � li s ä ys lo p p u u n

next[ x]  head[ L ]
prev[ x]  p
next[ p]  x
prev[head[ L ]]  x

else � li s ä ys väli i n

next[ x]  p
prev[ x]  prev[ p]
next[prev[ p]]  x
prev[ p]  x
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T unnu s s o l m u l l i n e n lis t a 2.4.2

2.4.2 T unn u ss ol mul l i n en l i sta

� Joitaki n op e r aati o i ta

(kuten k alvoj e n 2.4 .1 ren g asl i s taan li s ä ys tä)

mu tki s t aa hi e m an eri k o i s tap au s te n (lis t a

t yhj ä? k äsitel l ään k ö ensi m m äi s tä/ v i i m e i s tä

tietu e t ta?) hu o m i o i m i n e n .

� Yksi va riaati o li n ki t e t y i s tä li s t o i s t a on

tun n u s s o l m u l l i n e n ren g as l i s ta L :

� nyt li s tan alu s s a on aina tun n u s s o l m u

eli eri k o i s s o l m u jos s a ei säil y t e t ä tieto a

� attrib u u t ti nil[ L ] oso i tt aa li s tan

tun n u s s o l m u u n

� li s tan ensi m m äi n e n alkio lö y t y y vii tte e n

next[nil[ L ]] päästä

� li s tan vii m e i n e n alkio lö y t y y vii tte e n

prev[nil[ L ]] päästä

� t yhj äl l ä li s t al l a

next[nil[ L ]] = prev[nil[ L ]] = nil[ L ] .
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T unnu s s o l m u l l i n e n lis t a 2.4.2

� Käsite l l ään seur aavassa tun n u s s o l m u l l i s e n

li s t an va riaati o ta jok a ei edel l y tä alkio i l l e

suu r u u s j ä r j e s t y s t ä.

� Tietuee n p o i s to tun n u s s o l m u l l i s e s ta

ren g asl i s tal t a ho i tu u eri tt äi n hel p o s ti :

delete( L; x )
next[prev[ x]]  next[ x]
prev[next[ x]]  prev[ x]

� Tietuee n etsi n tä tun n u s s o l m u l l i s e s t a

ren g asl i s tasta:

search( L; k )
x  next[nil[ L ]]
whi l e x 6= nil[ L ] and k 6= key[ x] do

x  next[ x]
i f x = nil[ L ] then

return NIL
else

return x
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T unnu s s o l m u l l i n e n lis t a 2.4.2
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T unnu s s o l m u l l i n e n lis t a 2.4.2

� Tietuee n li s ääm i n e n :

insert( L; k )
x  new jon o s o l m u

key[ x]  k
next[ x]  next[nil[ L ]]
prev[ x]  nil[ L ]
prev[next[ x]]  x
next[nil[ L ]]  x

� Listo i s ta voi k ehi t tää eri l ai s i a va riaati o i t a:

� mo l e m p i i n suu n t i i n tai vain yhtee n

suu n taan (eli eteen p äi n ) li n ki te tt y

� päätt yvä tai ren g asl i s t a

� tun n u s s o l m u l l a tai il m an

� . . .
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Pino n toteutu s Javalla 2.5

2.5 Pi n on tote utus Javal l a

� V ai kk a kurss i on kiel i r i i p p u m ato n ,

toteu t am m e esi m e r kki n ä Javalla

k alvoj e n 2.1 abstrakti n tieto t y y p i n pi n o .

� Luo k an Pin o meto d i t:

pub l i c voi d pus h ( O b j e c t k) lai ttaa pi n o n

pääll i m m äi s e ksi tietu e e ksi ol i o (vi i tte e )n k

pub l i c Obj e c t pop ( ) p o i s t aa ja pal au t taa

pi n o s ta sen pääll i m m äi s e n tietu e e n

pub l i c boo l e a n emp t y ( ) tutki i , on k o pi n o

t yhj ä vai ei.

� Pin o n tietu e e t toteu te taan lu o k an Pin o

yksit yi s e n sis äl u o k an Pin o S o l m u il m e n t y m i n ä.

� pi n o n pääll i m m äi s e e n alkio o n oso i ttaa

yksit yi n e n Pin o S o l m u -t yyppi n e n k enttä top .
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Pino n toteutu s Javalla 2.5

pub l i c cla s s Pin o {

pri v a t e cla s s Pin o S o l m u {

Obj e c t key ;

Pin o S o l m u nex t ;

pri v a t e Pin o S o l m u ( O b j e c t k,

Pin o S o l m u seu r ) {

key = k;

nex t = seu r ;

}

}

pri v a t e Pin o S o l m u top ;

Pin o ( ) {

top = nul l ;

}

� Yksi t y i s e n sis äl u o k an Pin o S o l m u il m e n t y m ät

ovat näkyvi s s ä vain lu o k an Pin o sis äl l ä.

� Saamme abstr akti n tieto t y y p i n :

� Pin o a k o os s a pi t ävi ä vii tt e i t ä top , nex t ja

key k äsittel e v ät vain pus h , pop ja emp t y .

� Ne ovat sii s suo j ass a ul k o m aai l m al t a.

� Sii s pi n o a ei voi ri kk o a.
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Pino n toteutu s Javalla 2.5

pub l i c voi d pus h ( O b j e c t k) {

Pin o S o l m u uus i = new Pin o S o l m u ( k , t o p ) ;

top = uus i ;

}

pub l i c Obj e c t pop ( ) {

Pin o S o l m u poi s = top ;

top = poi s . n e x t ;

ret u r n poi s . k e y ;

}

pub l i c boo l e a n emp t y ( ) {

ret u r n (to p == nul l ) ;

}

}

� Op eraati o n pop jälk een vanh a pi n o n

pääll i m m äi n e n tietu e poi s jää il m an vii te ttä

ja Javan ros k an k er ääjä tul e e aik anaan

kierr ättäm ään sil l e va ratun mu i s ti al u e e n

uu s i o k ä yttö ö n .
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Esim e r kki pin o a k ä yttävästä algo r i tm i s t a 2.6

2.6 Esimerkk i pi n oa k ä yttävästä

al g o ri tmi sta

� Ohjel m o i n n i s s a tul e e hel p o s ti vir h e i t ä

sul ku m e r kki e n kirj o i tt am i s e s s a:

� sul ku j a on jok o li i k aa tai li i an vähän

� jol l e ki n alkusu l u l l e ei lö y d y lo p p u s u l ku a

tai päi n v asto i n

� eri l ai s e t sul k eet voi v at "m e n n ä ri s ti i n " :

[(. . . ] ) .
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Esim e r kki pin o a k ä yttävästä algo r i tm i s t a 2.6

� Sul ku j e n tasapain o sy ötte e n ä ol e v asta

mer kki j o n o s ta voi d aan testata esi m e r ki ksi

seur aavasti :

� lu e taan sy öte m e r kki j o n o n jok ai n e n

mer kki , yksi k erral l aan , alu s ta alk aen

� vied ään jok ai n e n vasen sul ku m e r kki

pi n o o n

� kun lu e taan joki n oi k ea sul ku m e r kki , sitä

vastaavan vasemm an sul ku m e r ki n pi tää

lö y t y ä pi n o n päältä, se p o i s t e t aan

� kun tied o s to on lu e tt u , pi n o n pi t ää ol l a

t yhj ä.

� Oletetaan apufu n kti o rea d n e x t ( t ) jok a lu k ee

ja pal au ttaa seur aavan mer ki n

sy öte v i r r asta t

esi m e r ki ksi tekstiti e d o s to s ta.

� Oletetaan yksin k er tai s u u d e n vuo ksi että t
saa sis äl tää ain o astaan sul ku m e r kk ejä.
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Esim e r kki pin o a k ä yttävästä algo r i tm i s t a 2.6

� Pin o a S k ä yttävä alg o r i tm i sul ku j e n

tasapain o n ta rk astamis e ksi :

S  t yhj ä mer kki p i n o

whi l e (sy ötevi r t a t ei ol e lo p p u ) do

c2  rea d n e x t ( t )

i f c2 on '(' , '[' tai '{' then

push( S; c2 )

else i f empty( S) then

ERROR "Li i an vähän alkusu l ku j a! "

else

c1  pop( S)
i f ( c1 = '(' and not c2 = ')' ) o r

( c1 = '[' and not c2 = ']' ) o r

( c1 = '{' and not c2 = '}' )

then ERROR "Su l u t ri s ti s s ä! "

i f not empty( S) then

ERROR "Li i an vähän lo p p u s u l ku j a! "

� ERROR tul o s taa vastaavan vir h e i l m o i t u kse n

ja k esk eyttää alg o r i tm i n suo r i tu kse n .
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Hakupuu t 3

3 Hak upuut

� Hakupu u on li s t aa hu o m attavasti

edi s t y n e e m p i tapa toteu tt aa k alvoj e n 1.5

abstrakti tieto t y y p p i �jo u kk o � .

� Puu r ak en te e l l e on tieto j e n k äsi t te l y s s ä my ö s

mu u taki n k ä yttöä:

� alg o r i t m i n suo r i tu s aj an analys o i n n i s s a

� oh j e l m an lask en n an etene m i s e n

kuvail u s s a

� on g e l m an r atk ais u n apuv äl i n e e n ä,

esi m e r ki ksi strateg i ap e l i e n oh j e l m o i n n i s s a

� . . .

� Pui l l a on sii s 2 ro o l i a:

k onk re e t t isi n a tieto r ak en t e i n a tieto k o n e e n

mu i s ti s s a

abstrakteina on g e l m an hahm o tt am i s e n ja

analys o i n n i n apuv äl i n e i n ä.
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Hakupuu t 3

� Enn e n kui n men e m m e k onkr e e tt i s i i n

hakup u i h i n , tutu s tu m m e ylei s e e n pu i h i n

li i tt y v ään k äsittei s tö ö n .

T osin eri k äsittei d e n

� ni m e t

� mää ri te l m i e n yksit yi s k o h d at

vali t e t tavasti ero avat eri läh te i s s ä. . .

� Puu on k ok o el m a sol m u j a ja ni i tä yhd i s tävi ä

k aa ria site n että:

� k ok o el m a on t yhj ä, tai

� yksi sol m u i s t a r on juu r i

� joh o n k aa ret li i t tävät no l l a tai

useam p i a ali p u i ta T1; : : : ; Tk

� jotk a itse ki n ovat pu i ta.

Tämä on itse e n s ä vii tt aava

(ind u kti i v i n e n , rekur s i i v i n e n ) mää ri t e l m ä.
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Hakupuu t 3

� Pui d e n term i n o l o g i a on vali tt u mu k ai l e m aan

suku p u u ta (mie h e n mu k aan).

� Pui d e n T1; : : : ; Tk om at juu r e t r 1; : : : ; r k ovat

juu r e n r lap s i a

ja r on lasten s a r 1; : : : ; r k vanh e m p i (tai isä )

� Jok aisel l a mu u l l a sol m u l l a kui n juu r e l l a on

tasan yksi vanh e m p i :

tästä seur aa että n -so l m u i s e s s a pu u s s a on

täsmäll e e n n � 1 k aa rta.

� Sol m u jol l a ei ol e laps i a on leh ti .

� Sol m u t joi l l a on yhtei n e n vanh e m p i , ovat

sis a r u ksi a .

� Sell ai s e t k äsitteet kui n iso v an h e m p i ,

laps e n l ap s i , setä ja serkku mää rä yt yvät

lu o n n o l l i s e l l a tavall a.
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Hakupuu t 3

� Seuraavassa kuvassa

� k ok o pu u n juu r i on a , ja sil l ä on lap s e t b,

c ja h

� pu u n leh ti ä ovat sol m u t d, g, f ja h

� sol m u t d, e ja f ovat sol m u n a
lap s e n l ap s i a

ja sol m u a on sol m u j e n d, e ja f
iso v an h e m p i (tai iso i s ä)

� sol m u t d ja e ovat sis a r u ksi a

ja ni i d e n serkku on f

� sol m u b on sol m u n f setä.
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Hakupuu t 3

P ol ku sol m u s ta x1 sol m u u n xk on jon o sol m u j a

x1; x2; x3; : : : ; x k

site n että aina seur aava sol m u x i +1 on

edel l i s e n sol m u n x i laps i .

P ol ku j a voi d aan ajatell a my ö s �tak ap eri n �

laps e s t a isään.

P ol u n pi tu u s on sen k aa rien lu ku m ää rä k � 1 .

� Ede l l i s e s s ä kuvassa a; b; e; g on p o l ku

sol m u s ta a sol m u u n g.

� Tämän p o l u n pi tu u s on 3 .

� Eri k o i s tap au kse n a jok ai s e s ta sol m u s t a on

p o l ku itse e n s ä, ja sen pi t u u s on 0 .
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Hakupuu t 3

Edeltäjä: Jos on ol e m ass a p o l ku sol m u s t a x i
sol m u u n x j , ni i n sol m u x i on sol m u n x j
edel täj ä .

� Jos x i 6= x j , ni i n aito edel täj ä.

� Ede l l i s e s s ä kuvassa sol m u n e edel täj ät

ovat e itse , b ja a .

� Nii s tä vain b ja a ovat aito j a.

Jäl k el äi n en: Kääntäen, sol m u x j on sol m u n x i
(aito) jälk el äi n e n eli seuraaja .

� Ede l l i s e s s ä kuvassa sol m u n e jälk el äi s e t

ovat e itse ja g.

� Nii s tä vain g on aito .
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Hakupuu t 3

Solmun x taso eli syvyys on p o l u n pi tu u s

k ok o pu u n juu r e s ta sol m u u n x .

� Juur e n itse n s ä taso on 0 .

� Seuraavassa kuvassa on mer ki t t y

edel l i s e n kuvan sol m u j e n tasot.

Solmun x k o rk e us on pi s i m m än p o l u n pi t u u s

sol m u s ta x leh t e e n .

� K ok o pu u n k o rk eu s on sen juu r e n

k o rk eu s .

� Seuraavassa kuvassa on sol m u j e n a ja b
k o rk eu d e t .

� Sol m u n c k o rk eu s on ki n 1 .
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Binää rip u u 3.1

3.1 Bi n ää ri p u u

� Jos pu u n jok ai s e l l a sol m u i l l a on k o rk ei n t aan

k aksi lasta, ni i n kyseessä on bi n ää ri p u u .

� Binää ri p u u n ali p u i d e n juu r i a kutsu taan

vasemm aksi ja oi k eaksi lap s e ksi .

� Sol m u n x

vasempaan lap s e e n vii tataan left[ x]

oik eaan right[ x] .

� Sol m u s t a left[ x] alk avaa pu u ta kutsu t aan

sol m u n x vasemm aksi ali p u u ksi

ja sol m u s ta right[ x] alk avaa oi k eaksi

ali p u u ksi .

� Ede l l i n e n kuva on bi n ää ri p u u . Sii n ä

left[ b] = d
right[ b] = e:
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Binää rip u u 3.1

Lause 3.1. Binää ri p u u n tasol l a i on k o rk ei n taan

2 i

sol m u a.

T o di s t u s : Indu kti o l l a tason i suh te e n .

� T asoll a 0 on vain juu r i s o l m u , ja

20 = 1 :

� Oletetaan sitte n , että väite pätee

tasol l a i � 1 . Osoi te taan sen no j al l a, että

väite pätee my ö s tasol l a i .

Indu kti o - o l e tu kse n mu k aan tasol l a i � 1 on

k o rk ei n t aan

2 i � 1

sol m u a. Jok aisel l a ni i s tä on k o rk ei n taan

2 lasta. Sii s tasol l a i on k o rk ei n taan

2 � 2 i � 1 = 2 i

sol m u a. 2
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Binää rip u u 3.1

Lause 3.2. Olk o o n T bi n ää ri p u u jon k a k o rk eu s

on k . Sii n ä on yhtee n s ä k o rk ei n taan

2k+1 � 1

sol m u a.

T o di s t u s : Binää ri p u u n sol m u j e n

k ok on ai s l u ku m ää rä on sum m a sen eri tasoje n

sol m u j e n k ok on ai s l u ku m ää rästä

Puu s s a T on tasot i = 0 ; 1; 2; : : : ; k .

Ed e l l i n e n lau s e 3.1 antaa ylä raj an kunki n

tason i sol m u j e n lu ku m ää räl l e .

Sii s k ok o pu u n sol m u j e n lu ku m ää räl l ä on ylä raj a

kX

i =0
2 i =

1 � 2k+1

1 � 2

= 2 k+1 � 1

mi s s ä ensi m m äi n e n ask el on geo m e tr i s e n sa rjan

sum m a k aava. 2
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Binää rip u u 3.1

� Binää ri p u u on

aito jos jok ai s e l l a sol m u l l a on jok o 0 tai 2
lasta

� eli sii n ä ei ol e 1 -l ap s i s i a sol m u j a

� Seuraavan kuvan pu i s ta T1 ja T3 ovat

aito j a, mu t ta T2 ei.

tä ysi jos sen jok ai n e n leh t i on samall a

tasol l a

� Seuraavan kuvan pu i s ta T2 ja T3 ovat

tä ysiä, mu tta T1 ei.

tä ydell i n en jos se on aito ja tä ysi

� eli sii n ä on k aikki ne sol m u t , jotk a

tämän k o rku i s e s s a bi n ää ri p u u s s a voi

eni m m i l l ään ol l a.

� Seuraavan kuvan pu i s ta vain T3 on

tä ydel l i n e n , kun taas T1 ja T2 eivät

ol e .
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Binää rip u u 3.1

� Siten k o rk eu tta k ol e v ass a tä ydel l i s e s s ä

bi n ää ri p u u s s a

solmuja on lau s e e n 3.2 no j al l a tasan

2k+1 � 1

k appal e tt a

ja ni i s tä

l ehti ä on laus e e n 3.1 no j al l a tasan

2k

k appal e tt a.

� T oisaal ta bi n ää ri p u u s s a jon k a k o rk eu s on k
voi ol l a vähi m m i l l ään

solmuja vain k + 1 k appal e tt a

ja ni i s tä

l ehti ä vain 1

seur aavan kuvan p er u s te e l l a.
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Binää rip u u 3.1

korkeus = 5

solmuja = 6

581 3 1 : Tieto rak ente e t 126



Binää rip u u 3.1

Lause 3.3. Jos bi n ää ri p u u s s a T on

n > 0 sol m u a, ni i n sen k o rk eu s on

vähi n tään log 2( n + 1) � 1

(ta rvittaessa p y ö r i s t e t t y n ä ylö s p äi n )

enin tään n � 1 .

T o di s t u s : K o r k eu s k on pi e n i m m i l l ään

sol m u j e n lu ku m ää rään nähd e n sil l o i n kun T on

tä ydel l i n e n . Saadaan ehto

2k+1 � 1 = n

2k+1 = n + 1

log 2
�
2k+1

�
= log 2( n + 1)

k + 1 = log 2( n + 1)

k = log 2( n + 1) � 1:

K o r k eu s k on suu r i m m i l l aan edel l i s e s s ä kuvassa,

ja sie l l ä k = n � 1 . 2
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Binää rip u u al g o r i t m i e n joh t am i s e s ta 3.1.1

3.1.1 Bi n ää ri p u u al g o ri tmi en johtamisesta

� Binää ri p u u mää ri t e l t i i n k alvoj a 3 seur aten

in d u kti i v i s e s t i :

P erustapaus: NIL on t yhj ä eli pi e n i n

mahd o l l i n e n bi n ää ri p u u .

Indukti o: Jos T
vasen

ja T
oi k ea

ovat

pi e n e m p i ä bi n ää ri p u i ta, ni i n my ö s

sel l ai n e n otu s on bi n ää ri p u u , jos s a on

� uu s i sol m u x jon k a

� vasemp an a ali p u u n a left[ x] on T
vasen

� oi k ean a ali p u u n a right[ x] on T
oi k ea

.
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Binää rip u u al g o r i t m i e n joh t am i s e s ta 3.1.1

� Näin in d u kti i v i s e s ti mää ri te l t y ä rak enn e tt a

on lu o n te v aa k äsitel l ä rekur s i o l l a

mää ri te l m än s ä suh te e n :

Puu Rek ( x)

1 i f ol e m m e p er u s tap au kse s s a eli x = NIL

2 then return sop i v a vakiotu l o s c
3 else v

vasen

 Puu Rek (left[ x])
4 v

oi k ea

 Puu Rek (right[ x])
5 u  itse sol m u n x tieto

6 return yhd i s tä väli tu l o kse t

v
vasen

, v
oi k ea

ja u
lo p p u tu l o kse ksi

� Tätä p er u s r e ku r s i o s k eem aa voi mu u n n e l l a

sen mu k aan, mi l l ai n e n tul o s hal u taan lask ea:

� Osat c, u ja yhd i s t äm i s tapa saadaan

hal u t u n tul o kse n mää ri t e l m ästä.

� Jos väli tu l o s ta v
vasen

ei ta rvita ri v i l l ä 6,

ni i n rekur s i o ku ts u r i v i 3 jää p o i s . (Samoi n

v
oi k ea

ja ri v i 4.)

� Rivi t 3� 5 voi d aan tehd ä hal u tu s s a

jä rjes t y kse s s ä.
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Binää rip u u al g o r i t m i e n joh t am i s e s ta 3.1.1

� Esi m e r kki : ta rvitaan sel l ai n e n alg o r i t m i ,

jon k a

sy öttee nä anne taan sel l ai n e n bi n ää ri p u u ,

jon k a jok ai s e s s a sol m u s s a x on

k ok on ai s u l u ku key[ x]

tul oksena hal u t aan ni i d e n sol m u j e n y
lu ku m ää rä, jos s a key[ y] on pa ri l l i n e n .

� Ede l l i s e l l ä resep ti l l ä:

P a ril l i s te n Lkm ( x)

1 i f x = NIL

2 then return 0
3 else v

vasen

 P a ril l i s te n Lkm (left[ x])
4 v

oi k ea

 P a ril l i s te n Lkm (right[ x])
5 i f key[ x] on pa ri l l i n e n

then u  1
else u  0

6 return v
vasen

+ v
oi k ea

+ u

581 3 1 : Tieto rak ente e t 130
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3.1.2 Bi n ää ri h akupu u t

� T oteutetaan k alvoj e n 1.5 abstrakti

tieto t y y p p i joukk o site n että jou k o s s a

ol e v at alkio t tall e t e t aan bi n ää ri p u u n

sol m u i h i n .

� Rajoi tu m m e jäll e e n yksin k er tai s t e t tu u n

tapaukseen jos s a tall e te ttavat tieto al ki o t

sis äl tävät ain o astaan avaimen .

� Puu rak entu u t yypp i ä pu u s o l m u ol e v i s ta

tietu e i s t a.

� Kuki n tietu e edu s t aa yhtä sol m u a.

� Tietuee n x k entät ovat

key[ x] = tall e te t tu avain

left[ x] = vii te vasemp aan lap s e e n

right[ x] = vii te oi k eaan lap s e e n

p[x] = vii te vanh e m p aan .

� Jos vii tattavaa sol m u a (eli tietu e tt a) ei

ol e , ni i n vii t e on NIL .
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� Vi i te p[x] ei ol e välttämätö n

� mu tt a se teho s taa joi taki n op e r aati o i ta

� kuten k alvoj e n 2.4 2- s u u n t ai n e n li n ki t y s .

� K ok o pu u l l a T on attrib u u tt i root[T] jok a

vii tt aa juu r i s o l m u u n .

� Puu n jok ai s e s s a sol m u s s a y vall i ts e e

bi n ää ri h aku p u u e h to :

key[ x] < key[ y] < key[ z]

mi s s ä

� x on mi k ä tahansa ali p u u n left[ y]

� z on mi k ä tahansa ali p u u n right[ y]

sol m u .

� V er t aa k alvoj e n 1.3 .3 bi n ää ri h aku u n :

sol m u s ta y

vasemm a ll e ovat sitä pi enemmät sol m u t x

oik eall e suuremmat sol m u t z .
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Binää rih aku p u u t 3.1.2

� Esi m e r kki n ä edel l i s e s s ä kuvassa on

hakup u u , jos s a on avaimet

2 , 3 , 4 , 5 , 7 ja 8 .

� Yl e e n s ä jätämme pi i r r o ksi s ta p o i s

vii te k en t ti e n ekspl i s i i tti s e t sis äl l ö t.

Näin saadaan seur aavan kuvan vasen pi i r r o s .

� Samoi l l e avaimi l l e on mo n t a eri l ai s ta

hakup u u ta.

Esi m e r ki ksi seur aavan kuvan oi k ea pu u

sis äl tää samat avaimet ja toteu t taa

bi n ää ri h aku p u u e h d o n

mu tta pu u n mu o t o on eri l ai n e n .

� My öh e m m i n k äsitel l ään tasapain o tt am i s ta ,

jol l a p yr i tään vali t s e m aan �teh o kk aan

mu o to i n e n � pu u .
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� Puu n T alkio t voi d aan tul o s taa

suu r u u s j ä r j e s t y kse s s ä kutsu l l a

inorderTreeWalk(root[ T ])

mi s s ä kutsu t aan rekur s i i v i s ta funkti o ta

inorderTreeWalk( x)
i f x 6= NIL then

inorderTreeWalk(left[ x])
p ri n t key[ x]
inorderTreeWalk(right[ x])

� Al g o r i tm i on rak enn e ttu k alvoj e n 3.1 .1

tapaan:

T yhj äl l e pu u l l e ei ta rvits e tehd ä mi tään .

Solmussa x toi m i t aan seur aavassa

jä rjes t y kse s s ä:

1. ensi n tul o s te taan vasen ali p u u left[ x]
rekur s i i v i s e s ti

2. sitte n tul o s te taan juu r e n sis äl t ö key[ x]

3. lo p u ksi tul o s te taan oi k ea ali p u u

right[ x] rekur s i i v i s e s ti .
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� Al g o r i tm i n etene m i n e n edel l i s e n kuvan

vasemm an p u o l e i s e s s a pu u s s a:

in o r d e r T ree W al k(5)

in o r d e r T ree W al k(3)

in o r d e r T ree W al k(2)

in o r d e r T ree W al k(NIL)

p ri n t(2 ) 2

in o r d e r T ree W al k(NIL)

p ri n t(3 ) 3

in o r d e r T ree W al k(4)

in o r d e r T ree W al k(NIL)

p ri n t(4 ) 4

in o r d e r T ree W al k(NIL)

p ri n t (5 ) 5

in o r d e r T ree W al k(7)

in o r d e r T ree W al k(NIL)

p ri n t(7 ) 7

in o r d e r T ree W al k(8)

in o r d e r T ree W al k(NIL)

p ri n t(8 ) 8

in o r d e r T ree W al k(NIL)

(Kutsu inorderTreeWalk(5) lu e t aan

�pa r am e t r i x vii t taa sol m u u n jon k a avain

on 5 �.)
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Lause 3.4. Kuts u inorderTreeWalk( x) tul o s t aa

k asvavassa jä rjes t y kse s s ä sen ali p u u n avaimet,

jon k a juu r i on x .

T o di s t u s : Binää ri p u u t a k äsittel e v än

rekur s i i v i s e n funkti o n toi m i n taa on lu o n te v a

ta rk astell a in d u kti o l l a yli pu u n rak enteen :

� Jos pu u x on t yhj ä eli x = NIL , ni i n

tul o s t e t tavi a avaimi a ei ol e , eik ä funkti o

my ö s k ään tul o s ta yhtään mi t ään .

� Muu t e n pu u x on epät yh j ä, eli tietu e x on

ol e m ass a. F unkti o tul o s taa

alu ksi vasemm an ali p u u n left[ x] sis äl l ö n

si tten itse sol m u n avaime n key[ x]

l opu ksi oi k ean ali p u u n right[ x] sis äl l ö n .

Indu kti o - o l e tu kse n no j al l a ali p u i d e n avaime t

tul o s t e t aan k asvavassa jä rjes t y kse s s ä.
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� Binää ri h aku p u u e h d o n mu k aan key[ x] on

suurempi kui n vasemm a n ali p u u n suu r i n

eli vi i mei seksi tul o s te tt u

mu tt a

pi enempi kui n oik ean ali p u u n pi e n i n

eli ensimmäiseksi tul o s te ttu

avain.

On sii s oi k ei n tul o s taa se ni i d e n väli i n . 2
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Binää rih aku p u u t 3.1.2

� Ede l l i s e e n kuvaan on pi i r r e tt y k at ko vii va na

algo r i t m i n kulk em a rei tt i esi m e r kki p u u ta

pi tki n .

� Al g o r i tm i k äsittel e e pu u n

si säj ä r j est yksessä:

T ultaessa sol m u u n x

alu ksi k äsitel l ään vasen lap s i left[ x]

si tten tul o s te taan solmu n om a key[ x]

l opu ksi oik ea lap s i right[ x] .

� Binää ri p u u n voi k äsitel l ä my ö s

esij ä r j est yksessä jol l o i n solmu

k äsitel l ään ki n heti alu ksi

jäl ki j ä r j est yksessä jol l o i n solmu

k äsitel l ään ki n vasta l opu ksi .
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� Olk o o n n = k ok o pu u n sol m u j e n lu ku m ää rä.

� Al g o r i tm i n aik a vaativuu s on O ( n) , k osk a

jok ai s e e n sol m u u n x tul l aan tasan k olm e

k ertaa:

1. alu ksi sen vanh e m m asta

2. pal attaess a sii h e n vasemm asta

rekur s i o ku ts u s ta

3. pal attaess a sii h e n oi k easta

rekur s i o ku ts u s ta.

� Al g o r i tm i n til a vaati v u u s :

� Al g o r i tm i n edete s s ä rekur s i o p i n o o n on

tall e te ttu n a rei t ti juu r i s o l m u s t a

ta rk asteltavaan sol m u u n .

� Al g o r i tm i n suo r i tu s ai k an a rekur s i o p i n o s s a

on sii s tieto a �pi i l o s s a� .

� Rekursi o p i n o n k ok o on pahi m m i l l aan

sama kuin pu u n k o rk eu s h , eli

til avaati v u u s on O ( h) .
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� Lauseen 3.3 p er u s te e l l a pu u n k o rk eu s eli

algo r i t m i n til avaati v u u s h on

vähi n tään


(log 2 n)

enin tään

n � 1 = O ( n)

mu i s ti p ai kk aa.

� Rekursi i v i s te n bi n ää ri p u u al g o r i tm i e n

analyy s i s s a a rvio i d aan tavalli s e s ti

aik a sum m an a

X

vier ai l l u t sol m u t x
sol m u s s a x viete t t y aik a

ti l a sum m an a

X

p o l u n p sol m u t x
sol m u n x viem ä til a

mi s s ä p on pu u n pi s i n p o l ku .
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Joukk o-o p e r aati o i d e n toteuttam i n e n 3.1.3

3.1.3 Joukk o -op e raat ioiden toteuttam inen

� A vai m e n k etsi m i n e n pu u s ta tapahtu u

kutsu l l a

search(root[ T ]; k)

mi s s ä

search( x; k )
i f x = NIL o r key[ x] = k then

return x
i f k < key[ x] then

return search(left[ x]; k)
else

return search(right[ x]; k)

� Etsi n tä sii s etene e juu r e s ta alaspäi n

� pahi m m ass a tapaukses s a pu u n k o rk eu d e n

verr an

� eli aik avaativuu s on

O ( h)

mi s s ä h on pu u n k o rk eu s .
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� Lauseen 3.3 mu k aan aik a vaativuu s on sii s

vähi n tään


(log 2 n)

enin tään

n � 1 = O ( n)

mi s s ä n = sol m u j e n lu ku m ää rä.

� My ös rekur s i o p i n o n k o rk eu s on

pahi m m i l l aan sama kui n pu u n k o rk eu s , eli

my ö s til a vaati v u u s on sama.

� Seuraavassa kuvassa

� search(root[ T ]; 13) etene e p o l ku a

15 ! 6 ! 7 ! 13

� search(root[ T ]; 10) p o l ku a

15 ! 6 ! 7 ! 13 ! 9 ! NIL :
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� A vai m e n etsi m i n e n on hel p p o toteu tt aa

my ö s il m an rekur s i o t a:

search( x; k )
whi l e x 6= NIL and key[ x] 6= k do

i f k < key[ x]
then x  left[ x]
else x  right[ x]

return x

� Rekursi o n k o rvaami n e n sil m u k al l a on n i s tu i ,

k osk a k aikki kutsu t ol i v at eri t y i s tä mu o t o a

return search( : : : )

jota kutsu taan tak a - eli häntä r e ku r s i o ksi .

� Ai k a vaativu u s on edel l e e n

O ( h)

mu tta til a vaati v u u s on ki n enää

O ( 1)

k osk a rekur s i o p i n o s ta päästii n ero o n .

� Jois s aki n oh j e l m o i n t i ki e l i s s ä (ei Javassa)

tämä op t i m o i n t i tapahtu u autom aatti s e s ti .
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� Binää ri h aku p u u e h d o s t a seur aa suo r aan että

jos pu u s s a kul j e t aan aina vain vasemm al l e

ni i n lo p u l ta päädytään sen pi e n i m p ään

alkio o n

joten

min( x)
whi l e left[ x] 6= NIL do

x  left[ x]
return x

ja k ääntäen

max( x)
whi l e right[ x] 6= NIL do

x  right[ x]
return x

� Ai k a- ja til avaati v u u d e t ovat samat kui n

op e r aati o l l a search

(sen iter ati i v i s e l l a versi o l l a).
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� Ede l l i s e s s ä kuvassa

mini mi n haku etene e p o l ku a

15 ! 6 ! 3 ! 2

mak simin p o l ku a

15 ! 18 ! 20 :

� Op eraati o n succ toteu tu s on hi e m an

haastavamp i :

succ( x)
i f right[ x] 6= NIL then

return min(right[ x])
else

y  p[x]
whi l e y 6= NIL and x = right[ y] do

x  y
y  p[x]

return y

Jos eri t y i s e s ti x on k ok o pu u n suu r i n alkio ,

ni i n palau t u s a r v o on y = NIL .
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Jos solmun x oik ea ali p u u on epät yhjä ni i n

sol m u n seur aaja on sen pi e n i n alkio .

Ede l l i s e s s ä kuvassa sol m u n 15 seur aaja on

sen oi k ean ali p u u n pi e n i n , eli sol m u 17 .

Jos oik ea ali p u u onkin t yhjä ni i n

� kul j e taan sol m u s ta x tak aisin juu r ta k ohti

� kunn e s on otettu yksi ask el oi k eal l e

� k osk a ni i n k auan kuin kul j e taan

vasemm al l e , ni i n p ysy tään sii n ä

ali p u u s s a T 0
, jon k a oi k ean p u o l i m m ai n e n

eli suu r i n avain key[ x] on

� ja hal u taan se sol m u y , jon k a vasen

ali p u u on T 0
.

Ede l l i s e s s ä kuvassa sol m u n 13 seur aaja

lö y t y y palu u r e i t ti ä

13 vas.���! 7 vas.���! 6 oi k.��! 15

kun taas

17 oi k.��! 18 :
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� Tämä op e r aati o n succ toteu tu s edel l y ttää

isäl i n ki t p[x] .

� Op eraati o n succ pahi n tapaus vie aik a a

O ( h)

k osk a voi d aan jou tu a

jok o lask eu t u m aan juu r e s ta ain a leh t e e n

tai no u s e m aan leh d e s tä ain a juu r e e n

asti, eli k ok o pu u n k o rk eu d e n h verr an .

� Tila a ta rvitaan

O ( 1)

mu i s ti p ai kk aa.

� Op eraati o pred on

vasen/ o i k ea- s y m m e tr i n e n .
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� Al ki o n li s ääm i n e n bi n ää ri h aku p u u h u n on

hi e m an pi d e m p i mu tta suo r avi i v ai n e n

algo r i t m i :

insert( T; k)
1 z  new pu u s o l m u

2 key[ z]  k
3 left[ z]  NIL
4 right[ z]  NIL
5 x  root[ T ]
6 y  NIL
7 whi l e x 6= NIL do

8 y  x
9 i f k < key[ x]
10 then x  left[ x]
11 else x  right[ x]
12 p[z]  y
13 i f y = NIL
14 then root[ T ]  z
15 else i f k < key[ y]
16 then left[ y]  z
17 else right[ y]  z
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� Rivei l l ä 1� 4 lu o d aan ja alus t e taan uu s i

pu u s o l m u z li s ättäväl l e avaimel l e k .

� Rivei l l ä 5� 1 1 etsi t ään pu u s ta T sel l ai n e n

sol m u y , jon k a lap s e ksi sol m u z voi d aan

li s ätä.

� T oim i t aan kuten hakuo p e r ati o s s a search

� jok a nyt epäo n n i s tu u k osk a k ei viel ä

esi i n n y pu u s s a

� samall a mu i s te taan vii tte e n x edel l i n e n

a rvo y (rive i l l ä 6 ja 8).

� Rivei l l ä 13 � 1 4 hu o l e h d i taan

eri k o i s t i l an t e e s t a, jos s a

� sol m u a y ei ol e k aan ol e m ass a

� k osk a k ok o pu u T ol i ki n t yhj ä.

� Seuraavassa kuvassa on li s ätt y 13 .

Etsi n täp o l ku on tumme nnett u , ja li s ätt y

li n kki on k at ko vii va na .

581 3 1 : Tieto rak ente e t 153



Joukk o-o p e r aati o i d e n toteuttam i n e n 3.1.3

12

18
5

2
15

9
19

17
13

y

z

581 3 1 : Tieto rak ente e t 154



Joukk o-o p e r aati o i d e n toteuttam i n e n 3.1.3

� Kuten mu i l l aki n tähän asti k ohtaami l l am m e

op e r aati o i l l a, on li s ä yksen ki n aik a vaativuu s

O ( h)

� mi s s ä h = pu u n T k o rk eu s

� sil l ä pahi m m ass a tapaukses s a li s ä ys

tehd ään ali m m al l a tasol l a ol e v an

sol m u n y lap s e ksi .

� Tila vaativu u s on

O ( 1)

sil l ä rekur s i o p i n o ei ol e k ä ytössä.
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� P oi s to on pu u - o p e r aati o i s ta mo n i m u tk ai s i n :

a rgumenttin a saadaan pu u T ja sii tä

p o i s te ttava sol m u z

tul oksena pal au t e taan oi k easti p o i s t e t tu

sol m u y .

� Sii s voi ol l a y 6= z !

� Ohjel m (o i j )a voi vapauttaa sol m u n y
va raaman mu i s t i n .

� Jos hal u taan p o i s taa täsmäll e e n

sol m u z (eik ä y ), ni i n sol m u y
sii r r e tään sol m u n z til al l e pu u s s a.

� Al g o r i tm i jak autuu k ol m e e n tapaukseen sen

mu k aan, mo n tak o lasta sol m u l l a z on :

0: ri v i t 1� 7

1: ri v i t 8� 1 8

2: ri v i t 19 � 2 7 .
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delete( T; z)
1 i f left[ z] = NIL and right[ z] = NIL then

2 w  p[z]
3 i f w = NIL then root[ T ] = NIL
4 else i f z = left[ w]
5 then left[ w]  NIL
6 else right[ w]  NIL
7 return z
8 i f left[ z] = NIL o r right[ z] = NIL then

9 i f left[ z] 6= NIL
10 then x  left[ z]
11 else x  right[ z]
12 w  p[z]
13 i f w = NIL then root[ T ] = x
14 else i f z = left[ w]
15 then left[ w]  x
16 else right[ w]  x
17 p[x]  w
18 return z
19 y  succ( z)
20 x  right[ y]
21 w  p[y]
22 i f y = left[ w]
23 then left[ w]  x
24 else right[ w]  x
25 i f x 6= NIL then p[x]  w
26 key[ z]  key[ y]
27 return y
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Jos solmu z on l ap s eton ni i n se voi d aan

p o i s t aa, eik ä mu i ta mu u to ksi a ta rvita.

Jos solmul l a z on vai n yksi l ap s i x ni i n

sol m u x ottaa sol m u l ta z vapautu v an pai k an

pu u s s a.

Jos solmul l a z on molemm a t l ap set ni i n sitä

itse ään ei voi k aan p o i s taa.

� Sen sij aan p o i s te taan ki n sen

seur aajaso l m u y = succ( z) .

� Sol m u y = min(right[ z]) on välttämättä

ol e m ass a.

� Sol m u l l a y ei voi ol l a ain ak aan lasta

left[ z] .

� Sol m u y voi d aan sii s p o i s t aa kuten yll ä.

� A vai n key[ z] voi d aan k o rvata

avaimel l a key[ y]

k osk a ni i d e n väli s s ä ei ol e mu i t a avaimi a.
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Joukk o-o p e r aati o i d e n toteuttam i n e n 3.1.3
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Joukk o-o p e r aati o i d e n toteuttam i n e n 3.1.3
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Joukk o-o p e r aati o i d e n toteuttam i n e n 3.1.3
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Joukk o-o p e r aati o i d e n toteuttam i n e n 3.1.3

� Ede l l i s i s s ä kuvi s s a on esi te tt u 0- , 1- ja

2-l ap s i s e n sol m u n z p o i s t o .

� P oi s to n ki n aik a vaativuu s on

O ( h)

mi s s ä h = pu u n T k o rk eu s :

kulj e taan yksi p o l ku juu r e s ta mahd o l l i s e s ti

leh ti s o l m u u n ja kussakin sol m u s s a

suo r i t e t aan vakiom ää rä op e r aati o i ta.

� P oi s to n til a vaati v u u s on

O ( 1) :

� Kir j ass a Co rm e n et al. p o i s to on esi te tt y

hi e m an eri tavalla:

� eri tapaukset ovat yhä samat mu t ta

lo m i ttu n e e t toi s i i n s a

� näi n saadaan lyh y e m p i mu tt a

vaik easel k o i s e m p i pseu d o k o o d i .
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Joukk o-o p e r aati o i d e n toteuttam i n e n 3.1.3

� Kalvo j e n 1.5 abstrakti n tieto t y y p i n joukk o

jok ai n e n op e r aati o sii s p yst y tään tek emään

ajassa O ( h)

ti l assa O ( 1)

mi s s ä h = pu u n T k o rk eu s .

� Lauseen 3.3 p er u s te e l l a n -so l m u i s e n pu u n

k o rk eu s on väli l l ä

log 2( n + 1) � 1 � h � n � 1:

� Jos pu u on tasapain o i n e n

� eli jos

h = O ( log n)

� ni i n pu u on ol e e l l i s e s ti pa rem p i toteu tu s

jou k o l l e kui n k alvoj e n 2.4 li s tat.

� Hyvin epä tasapai n o i s e s s a pu u s s a

h = 
( n)

ja pu u on li s tan lu o kk aa (mutta

mo n i m u tk ai s e m p i oh j e l m o i d a).
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Joukk o-o p e r aati o i d e n toteuttam i n e n 3.1.3

� Huo n o pu u synt y y vaikk apa li s ääm äl l ä

t yhj ään pu u h u n T avaimet 1; 2; 3; : : : ; n
(suu r u u s )jä r j e s t y kse s s ä.

T ai k äänteise s s ä jä rjes t y kse s s ä.

T ai patol o g i s e n

in s e r t/ d e l e te - ku ts u y h d i s te l m än takia.

� Ong e l m a: mi t e n voi s i m m e taata että

hakup u u m m e p ysy v ät tasapain o i s i n a?
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T asapainoi s i a puu l aj e j a 3.2

3.2 T asapai n oi si a puul aj eja

A VL-puu (A del 's o n , V el'ski

�

i ja L andi s )

� V anh i n (196 2 ).

� Esi tte l i hakup u u n rak enteen

mu o kk auksee n kierr o n (rotati o n )

jota meki n k ä ytämme k alvoi l l a 3.3 .1 .

� Jok a sol m u u n on tall e te ttu sii tä alk avan

ali p u u n k o rk eu s .

+ Intui t i i v i n e n tasapain o e h t o :

sol m u n ali p u i d e n k o rk eu ksi e n ero � 0 .

� Al g o r i tm e i s s a pal j o n eri k o i s t ap au ksi a:

esi m e r ki ksi p o i s to oh i te taan usei s s a

op p i ki r j o i s s a li i an mu tki kk aana. . .

� Yksi op e r aati o voi tehd ä mo n ta kierto a.

� Se vaik eu t taa k ä yttämistä mu i d e n

tieto r ak en te i d e n toteu t u s al u s t an a

� k osk a kierr o n yhtey d e s s ä voi jou t u a

tek emään mu u taki n .
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T asapainoi s i a puu l aj e j a 3.2

Spla y- p u u tek ee kierto j a site n , että

tavalli s i m m i n kysytt yjen avainte n sol m u t

lähe s t y v ät juu r ta.

+ Ei lai n k aan sol m u k o h tai s ta

tasapain o ti e to a.

� Ei tak aa jok ai s e n op e r aati o n no p e u tt a:

� Jos tätä avainta ei ol e kysytt y pi t k ään

aik aan, ni i n sen sol m u n lö y t äm i n e n

saattaa k estää pi d e m p ään .

� T oisaal ta suo r i tu s kyky k ok o oh j e l m an

mi t ass a on hyvä, k osk a tavalli s i m m i n

kysyt yt sol m u t lö y t y v ät no p e asti .

2-3-4-puu ei ol e k aan bi n ää ri p u u (kuten nämä

mu u t) vaan tasapain o saavutetaanki n

sol m u n lap s i e n lu ku m ää rää mu u tte l e m al l a.

+ Sen ylei s t y s B-pu u (k alvot 3.5 ) on

eri tt äi n hyvä jos hakup u u ta yll äp i d e tään

k ovale v y l l ä.

� Keskus m u i s t i s s a NIL -vi i tte e t pu u tt u v i i n

lap s i i n viev ät tur h aan til aa.
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T asapainoi s i a puu l aj e j a 3.2

Pun amusta puu on vali t tu täll e kurss i l l e

(k alvot 3.3 ).

+ Jok a sol m u s s a on tasapain o ti e to a vain

1 bi tti .

� Vähe m m än kuin A V L- p u u s s a.

� Onk o enää nyky ään tä rk eä om i n ai s u u s ?

+ Jok aine n op e r aati o tek ee vain

vakiom ää rän kierto j a.

� T oisi n kuin A V L- p u u s s a.

� Sovel tu u pa rem m i n toteu tu s al u s taksi .

� Sitä voi d aan ki n pi tää 2- 3 - 4 - p u u n

toteu tu s al u s tan a.

+ Jok aine n op e r aati o on ain a teho k as

toi s i n kui n Spl a y- p u u s s a.

� Al g o r i tm e i s s a on mo n i a eri tapauksi a.
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Punamu s tat puu t 3.3

3.3 Pun amustat puut

� Kaikki bi n ää ri h aku p u u n op e r aati o t sii s

p yst y t ään toteu t tam aan

O ( h)

ask elees s a, mi s s ä h = pu u n k o rk eu s .

� Jos voi m m e taata, että k o rk eu s h on läh e l l ä

mi n i m i ään , eli

h = O ( log n)

mi s s ä n = pu u s s a ol e v i e n sol m u j e n

lu ku m ää rä

ni i n k aikkien op e r aati o i d e n aik avaativuu s on

to d e l l a hyvä.

� Intui t i i v i s e s ti : aik avaatimu s on vain samaa

lu o kk aa kui n nu m e r o m e r kk ejä sil l o i n kun

lu ku m ää rä n kirj o i te taan pap e r i l l e

(bin ää ri l u ku n a).
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Punamu s tat puu t 3.3

� Pun am u s t a pu u on bi n ää ri h aku p u u , jos s a

jok ai s e e n sol m u u n x on li s ätt y uu s i k enttä

color[ x] = sol m u n x vä ri :

� Vä ri on jok o pu n ai n e n ( RED ) tai mu s t a

( BLACK ).

� Rajoi ttam al l a sol m u j e n vä rit y s tä p o l u i l l a

sis äso l m u i s ta leh ti i n voi d aan taata että

mi k ään p o l ku ei ol e yli k aksi k ertaa pi te m p i

kuin mi k ään mu u .

� Näin va rmi s tu taan sii tä että pu u on

ri i t tävän tasapain o s s a.

(Osoitam m e tämän k ohta.)

� T asapaino e h to on kui te n ki n samall a

va rsi n sall i v a:

� hyvi n mo n e n mu o to i s e t pu u t k elp aavat

� jote n tasapain o o n päästään vähäll ä

li s ät y ö l l ä.
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Punamu s tat puu t 3.3

� K ok o pu u h u n T li i tt y y om a ni l - s o l m u nil[ T ] .

� Sen vä ri color[nil[ T ]] = BLACK .

� Sen mu i d e n k entti e n a rvoi l l a ei ol e väli ä.

� Nii t ä voi d aan k ä yttää vapaasti.

� Tämä yksin k er tai s t aa eri k o i s tap au s t e n

k äsittel y ä alg o r i tm e i s s a.

� Eri t y i e s ti voi d aan kysy ä sol m u n vä riä

ta rkistam atta ensi n on k o se ol e m ass a.

� Kui n k alvoj e n 2.4 .2 tun n u s s o l m u li s tass a.

� Jos pu u n T sol m u l l a x ei ol e vasenta

lasta left[ x] , ni i n sil l o i n

left[ x] = nil[ T ]

ja samo i n oi k eal l e lap s e l l e right[ x] sek ä

isäl l e p[x] .

� Sii s pu n am u s tan pu u n jok ai n e n (eli ain o a)

leh ti on nil[ T ] .

� Kaikki tieto tall e te taan sis ä so l m u i h i n (eli

ni i h i n sol m u i h i n jotk a eivät ol e leh ti (ä)).
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Punamu s tat puu t 3.3

� Binää ri h aku p u u on pu n am u s ta pu u , jos

seur aavat ehd o t ovat voi m ass a:

1. Jok aine n sol m u on jok o pu n ai n e n tai

mu s ta.

2. Juur i s o l m u on mu s ta.

3. Jok aine n leh ti (nil - s o l m u ) on mu s ta.

4. Jos sol m u on pu n ai n e n , sen mo l e m m at

lap s e t ovat mu s ti a.

5. Jok aine n p o l ku tiet ys t ä sol m u s ta sen

leh ti i n sis äl tää saman mää rän mu s ti a

sol m u j a.

� Seuraavassa kuvassa on eräs pu n am u s t a

hakup u u T .

� Yl e e n s ä emm e pi i r r ä kuvi i n sol m u a nil[ T ]
vaan

jok o jätämme sen pi i r täm ättä

tai pi i r r äm m e jok ai s e l l e om an NIL -so l m u n

(tai -l i n ki n ).
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Punamu s tat puu t 3.3
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Punamu s tat puu t 3.3

� Mää ritel l ään sol m u n x mu s t ak o r k eu d e ksi

mu s ti e n sol m u j e n lu ku m ää rä jol l ai n p o l u l l a

sol m u s ta x leh t e e n .

� Sol m u a x itse ään ei lask eta mu k aan.

� Merki tään bh( x) .

Pun am u s t aeh t o 5 tak aa , että bh( x) on

hyvi n mää ri t e l t y : tul o s on sama ri i p p u m atta

sii t ä mi t ä p o l ku a pi tki n se lask etti i n .

� K ok o pu u n T mu s tak o r k eu s

bh( T ) = bh(root[ T ]) :

� Seuraavassa kuvassa on sama pu u , jos s a

jok ai s e n sis äso l m u n vier e e n on mer ki tt y sen

mu s tak o r k eu s .

� T a rk a stellaan sitte n mu s tak o r k eu d e n ja

sis äso l m u j e n lu ku m ää rän väli s tä suh d e tta.
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Punamu s tat puu t 3.3

Lause 3.5. Jos x on pu n am u s t an pu u n T sol m u ,

ni i n sol m u s ta x alk avassa ali p u u s s a on ain aki n

2bh( x) � 1

sis äso l m u a.

T o di s t u s : Ede tään in d u kti o l l a sol m u n x
tavalli s e n k o rk eu d e n k suh te e n .

� Jos k = 0 , ni i n x on leh ti s o l m u nil[ T ] . Sil l o i n

sen ali p u u s s a on 20 � 1 = 0 sis äso l m u a.

� Jos k > 0 , ni i n x on sis äso l m u . Sil l ä on näin

ol l e n 2 lap s i s o l m u a (erit y i s e s t i my ö s nil[ T ]
on sol m u ).

Lapsen mu s t ak o r k eu s on mää ri te l m än

no j al l a jok o bh( x) tai bh( x) � 1 .

K os k a lap s e n k o rk eu s on pi e n e m p i kui n

isän x , ni i n in d u kti o - o l e t u kse n mu k aan

laps e n ali p u u s s a on ainaki n 2(bh( x) � 1) � 1
sis äso l m u a.

Sii s isän x pu u s s a on ain aki n

2 � (2 (bh( x) � 1) � 1) + 1 = 2 bh( x) � 1
sis äso l m u a. 2
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Punamu s tat puu t 3.3

� Ede l l i s e n aputu l o kse n no j al l a voi m m e

vih d o i n päätell ä, että pu n am u s tap u u on

to d e l l aki n sii n ä mi e l e s s ä tasapain o i n e n kui n

halu s i m m e ki n .

Lause 3.6. Jos pu n am u s tal l a pu u l l a T on

n sis äso l m u a, ni i n sen k o rk eu s on eni n t ään

2 � log 2( n + 1) .

T o di s t u s : Olk o o n k ok o pu u n T k o rk eu s h .

Pun am u s taeh d o n 4 no j al l a sen bh( T ) � h=2 .

Sil l o i n lau s e e n 3.5 no j al l a k ok o pu u s s a T on

ain aki n 2h=2 � 1 sis äso l m u a.

Saadaan epä yh täl ö

2h=2 � 1 � n

2h=2 � n + 1

log 2
�
2h=2

�
� log 2 ( n + 1 )

h=2 � log 2 ( n + 1 )

h � 2 � log 2 ( n + 1 ) :

2
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Punamu s tat puu t 3.3

� Ede l l i s e s tä lau s e e s ta 3.6 seur aa heti :

� k alvoj e n 1.5 abstrakti n tieto t y y p i n

joukk o voi toteu ttaa site n , että

� sen jok ai n e n op e r aati o voi d aan tehd ä

ajassa

O ( log n)

mi s s ä n = jou k o n alkio i d e n lu ku m ää rä

� eli taul u k o n sa rakk een tasap. puu

mu k ai s e n a

� k ä yttämällä toteu t u kse n a pu n am u s ti a

hakup u i ta.

� �En ää� on vain hu o l e h d i ttava että sol m u n

li s ä ys ja p o i s to säil y ttävät saamansa pu u n

pu n am u s t an a. . .
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Kier r o t 3.3.1

3.3.1 Kierrot

� Al ki o n li s ä ys tai p o i s to pu n am u s taan

pu u h u n sii s saattaa ri kk o a pu n am u s taeh to j a.

� Lisä ys pu n am u s taan pu u h u n tehd ään

alu ksi samall a tavalla kui n ylei s e e n

hakup u u h u n k alvoi l l a 3.1 .3 :

� etsi tään li s ä ys k o h ta etene m äl l ä pu u s s a

alaspäi n

� li n ki t e t ään uu s i sol m u lö y d e tt y y n

k ohtaan

l opu ksi uu te n a jälki k äsi tt e l y v ai h e e n a:

� pal ataan pu u s s a tak aisin li s ä ys k o h d asta

ylö s p äi n ja

� matk all a mu o k ataan pai k al l i s e s t i pu u n

mu o to a ja vä rejä, jotta

pu n am u s taeh d o t saadaan taas

voi m aan .

� P oi s to no u d attaa samaa p er i aatetta.

581 3 1 : Tieto rak ente e t 178



Kier r o t 3.3.1

� T a rvitaan sii s pai k al l i s i a

pu u n m u o kk aus to i m e n p i te i tä, jotk a

� säil y ttävät bi n ää ri h aku p u u e h d o n

� toi m i v at ajassa

O ( 1) :

� Kie r r o t ovat täll ai s i a toi m e n p i te i tä.

� Yh d e s s ä kierr o s s a pu u n joki n isä- l ap s i - s u h d e

k äännetäänki n päi n v astai s e ksi .

� Pun am u s t aeh d o i s ta hu o l e h d i t aan

� tek emäll ä sop i v at kierr o t sop i v i s s a

k ohd i s s a pu u ta

� mi s s ä sop i v at k ohd at päätell ään sol m u j e n

vä rei s tä.

Kie r r o n jälk een päi v i t e t ään vä rit

vastaamaan sen tul o s t a.
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Kier r o t 3.3.1

� Esi m e r ki ksi sol m u n x vasen kierto :

� Nykyin e n isäso l m u x hal u aa mu u ttu a

lap s e n s a y vasemm aksi lap s e ksi .

� Hakupu u e h d o n säil y m i s e ksi

� lap s e n y pi t ää ol l a right[ x]

� ali p u u n left[ y] pi tää sii r t y ä ali p u u ksi

right[ x]

eli ali p u u n y til al l e .

leftrotate( T; x )
1 y  right[ x]
2 right[ x]  left[ y]
3 i f left[ y] 6= nil[ T ] then p[left[ y]]  x
4 w  p[x]
5 p[y]  w
6 i f w = nil[ T ]
7 then root[ T ]  y
8 else i f left[ w] = x
9 then left[ w]  y
10 else right[ w]  y
11 left[ y]  x
12 p[x]  y
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Kier r o t 3.3.1
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Kier r o t 3.3.1

� Seuraavassa kuvassa on k onkr e e tti n e n

esi m e r kki :

� Sol m u j e n vä rejä ei ol e mer ki t t y , eik ä pu u

ol e tasapain o s s a.

� Huo m aa mi te n kierto tasapain o i t taa

pu u n epätasapai n o s s a ol e v aa k ohtaa.

� Hakupu u o m i n ai s u u s säil y y kierr o s ta

hu o l i m atta.

� Oik ea kierto on vasen/ o i k ea- s y m m e t r i n e n :

rightrotate( T; x )
1 y  left[ x]
2 left[ x]  right[ y]
3 i f right[ y] 6= nil[ T ] then p[right[ y]]  x
4 w  p[x]
5 p[y]  w
6 i f w = nil[ T ]
7 then root[ T ]  y
8 else i f left[ w] = x
9 then left[ w]  y
10 else right[ w]  y
11 right[ y]  x
12 p[x]  y
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Kier r o t 3.3.1
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Kier r o t 3.3.1

rig
ht

ro
ta

te
(x

)

B

w

A

B
Cw

A

C

x

y
x

y

581 3 1 : Tieto rak ente e t 184



Vä ri t säily ttävä kierto 3.3.2

3.3.2 Vä ri t säil y ttävä kierto

� Kalvo j e n 3.3 .1 kierto - o p e r aati o t eivät li i t y

vä rei h i n .

� Samoj a kierto j a k ä ytetään my ö s sel l ai s i s s a

bi n ää ri h aku p u i s s a, joi d e n tasapain o tu s ei

p er u s tu vä rei h i n .

� Jatk oa va rten ta rvitaan sel l ai n e n kierto , jok a

ei mu u ta pu n am u s t aeh t o a 5.

� Jos sol m u a x kierr e t täes s ä ylö s p äi n no u s e v a

laps i y on pu n ai n e n

ni i n ri i tt ää vaih taa sol m u j e n x ja y vä rit

k esk enään.

� Kuvasta näkyy , että mu s ti e n sol m u j e n

lu ku m ää rä p ysy y sil l o i n samana p o l u i l l a

isäso l m u s ta w ali p u i h i n A , B ja C .
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Vä ri t säily ttävä kierto 3.3.2
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Alki o n lis ä ys 3.3.3

3.3.3 Al ki on l i s ä ys

� A vai m e n k li s ä ys pu n am u s taan

hakup u u h u n T :

insert( T; k)
1 z  new pu n am u s tap u u s o l m u

2 key[ z]  k
3 left[ z]  nil[ T ]
4 right[ z]  nil[ T ]
5 x  root[ T ]
6 y  nil[ T ]
7 whi l e x 6= nil[ T ] do

8 y  x
9 i f k < key[ x]
10 then x  left[ x]
11 else x  right[ x]
12 p[z]  y
13 i f y = nil[ T ]
14 then root[ T ]  z
15 else i f k < key[ y]
16 then left[ y]  z
17 else right[ y]  z
18 color[ z]  RED
19 rbinsert�xup( T; z)
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Alki o n lis ä ys 3.3.3

� Al ku r i v i t 1� 1 7 ovat samat kuin

k alvoj e n 3.1 .3 li s ä ykses s ä

tasapain o ttam atto m aan hakup u u h u n , pai t s i

että

� ri v i l l ä 1 lu o d aan ki n sol m u z
pu n am u s t at yyp p i s e n ä

� vakiov i i tt e e n NIL sij aan k ä ytetäänkin

pu u n T om aa ni l - s o l m u a nil[ T ] .

� Rivi l l ä 18 sol m u z saa vä rikse e n �pu n ai n e n �

� vaikk a se saattaak in ri kk o a

pu n am u s t aeh d o n 4 sol m u n z isäss ä y

� k osk a �mu s t a� ol i s i va rmasti ri kk o n u t

ehd o n 5.

� Rivi l l ä 19 ryh d y tään k o rj aam aan tätä

ehd o n 4 mahd o l l i s t a ri kk o u tu m i s t a.
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Alki o n lis ä ys 3.3.3

rbinsert�xup( T; z)
1 whi l e color[ p[z]] = RED do

2 i f p[z] = left[ p[p[z]]] then

3 y  right[ p[p[z]]]
4 i f color[ y] = RED then

5 color[ p[z]]  BLACK � 1

6 color[ y]  BLACK � 1

7 color[ p[p[z]]]  RED � 1

8 z  p[p[z]] � 1

9 else i f z = right[ p[z]] then

10 z  p[z] � 2

11 leftrotate( T; z) � 2

12 color[ p[z]]  BLACK � 3

13 color[ p[p[z]]]  RED � 3

14 rightrotate( T; p[p[z]]) � 3

15 else

16 - 2 7 � ri v i t 3� 1 4 vasen/ o i k ea- s y m m e t r i s e s t i

28 color[root[ T ]]  BLACK

581 3 1 : Tieto rak ente e t 189



Alki o n lis ä ys 3.3.3

� T asapaino tu s r u ti i n i n sil m u k an in v a r i an t i s s a

on mo n ta osaa:

1. Sol m u z on pu n ai n e n .

2. Kaa ri z �! p[z] on ain o a k ohta pu u s s a,

jos s a pu n am u s taeh to 4 saattaa ol l a ri kki .

3. Pun am u s taeh to 5 pi d e tään k ok o ajan

voi m ass a

sop i v i n kierr o i n ja vä rie n vaih d o i n .

� Jos pu n am u s taeh to 4 ei ol e ri kki edes

in v a r i an t i s s a 2 (rivi 1), ni i n sil m u k asta

saadaan p o i s tu a.

� Sen jälk een va rmi s te taan pu n am u s taeh to 2

sil t ä va ralta, että z = root[ T ] (rivi 28 ).

Sitten k ok o pu u on jäll e e n kunn o s s a.
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Alki o n lis ä ys 3.3.3

� T a rk a stellaan sitte n , mi tä yhd e l l ä

sil m u kk akier r o kse l l a tapahtu u .

� K os k a isäso l m u p[z] on pu n ai n e n (rivi 1),

ni i n sil l ä on iso i s äso l m u p[p[z]] .

� Isoi s äso l m u p[p[z]] on mu s ta.

� Käsitte l y jak autuu k ahteen

vasen/ o i k ea- s y m m e tr i s e e n tapaukseen sen

mu k aan, on k o isäso l m u p[z]
iso i s äso l m u n p[p[z]] vasen vai oi k ea lap s i

(rivi t 2 ja 15 ).

� T a rk a stellaan esi m e r kki n ä vasen

(rivi t 3� 1 4 ).

� Olk o o n y sol m u n z setä (rivi 3).

� Käsitte l y jakutu u k olm e e n tapaukseen

joi ta vastaavat k o o d i n osat on mer ki tt y

k omm e n te i l l a.
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Alki o n lis ä ys 3.3.3

1. Setä y on pu n ai n e n (rivi 4):

� Seuraava kuva esi ttää tämän tapauksen

jok a on samanl ai n e n ri i p p u m atta sii tä

ol i k o sol m u z itse vasen vai oi k ea lap s i .

� V al u te taan iso i s äso l m u n p[p[z]] mu s ta

vä ri sen lap s i i n p[z] (rivi 5) ja y (rivi 6).

� Isoi s äso l m u s ta p[p[z]] pal j astu u sen

alkup e r äi n e n pu n ai n e n p o h j avä r i (rivi 7).

� T a rkistetaan in v a r i an ti t :

� Mus ti e n sol m u j e n lu ku m ää rä alaspäi n

viev i l l ä p o l u i l l a ei mu u t u

jote n in v a r i an t ti 3 p ysy y voi m ass a.

� Kaikki kuvan k aa ret tä yttävät nyt

pu n am u s taeh d o n 4.

� Ai n o a ehd o n 4 mahd o l l i s e s ti ri kk o v a

k aa ri on iso i s äso l m u s t a ylö s p äi n

p[p[z]] �! p[p[p[z]]] .

� Sii s jatk etaan sil m u kk aa site n , että

seur aava z on ki n iso i s äso l m u p[p[z]]
(rivi 8).
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Alki o n lis ä ys 3.3.3

2. Sol m u z on isäso l m u n p[z] ja

iso i s äso l m u n p[p[z]] väli s s ä (rivi 9).

� Setä y on nyt mu s t a, k osk a mu u te n

ol i s i m m e ki n tapaukses s a 1.

� Seuraavan kuvan yläo s a esi ttää tämän

tapauksen .

� Tämä tapaus palau t e taan seur aavaan

tapaukseen 3

joh o n k o o d i ki n �valu u � .

� P alautu s tehd ään

(a) no u s e m al l a sol m u u n p[z] (rivi 10 )

(b) kiertäm äl l ä sitä vasemm al l e (rivi 11 ).

� Pun am u s taeh to 5 säil y y

� k osk a tämä on k alvoj e n 3.3 .2

mu k ai n e n kierto

� sil l o i n ki n kun my ö s p[z] on pu n ai n e n .

� Eht o 4 on yhä ri kki

mu tt a vain k aa rell a p[z] �! p[p[z]] .
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Alki o n lis ä ys 3.3.3
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Alki o n lis ä ys 3.3.3

3. Sol m u t z , p[z] ja p[p[z]] ovat tässä

jä rjes t y kse s s ä .

� Setä y on nyt mu s t a, k osk a mu u te n

ol i s i m m e ki n tapaukses s a 1.

� Ede l l i s e n kuvan alaosa esi ttää tämän

tapauksen .

� Sovel l e taan iso i s ään p[p[z]] k alvoj e n 3.3 .2

pu n am u s t aeh d o n 5 säil y tt ävää kierto a

� ri v e i l l ä 12 � 1 4

� no s t am aan sen pu n ai n e n lap s i p[z] .

� Kie r r o n seur au kse n a

� k ok o ehd o n 4 ri kk o u tu m i n e n k o rj au t u u

k aa relta z �! p[z]

� pu u on jäll e e n k aikkien

pu n am u s taeh to j e n mu k ai n e n

� tasapain o tu s voi d aan lo p e ttaa.

581 3 1 : Tieto rak ente e t 196



Alki o n lis ä ys 3.3.3

� Al i o h j e l m an rbinsert�xup( T; z) sil m u k an

k onv e r g e n t ti ki n on mo n i o s ai n e n :

1. Jos sil m u k an sis äl l ä k äsitel l ään

tapausta 1, ni i n sen seur au kse n a vii te z
sii r t y y aid o s ti läh e m m äksi pu u n T juu r ta

� ri v i l l ä 8

� jote n tämä tapaus ei voi toi s t u a

iku i s e s t i .

2. Jos sil m u k an sis äl l ä k äsitel l ään

tapausta 3, ni i n sen seur au kse n a

� sol m u p[z] mu s tu i ri v i l l ä 12

� jote n sil m u kk a päätt yy ri v i l l ä 2.

3. Jos sil m u k an sis äl l ä k äsitel l ään

tapausta 2, ni i n sen seur au kse n a

� pal au d u taan tapaukseen 3

� eli sil m u kk a päätt yy sil l o i n ki n .
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Alki o n lis ä ys 3.3.3

� Inva ri an ti s ta nähd ään sil m u k an toi m i n t a:

Al u ksi toi s te taan tapausta 1 eli

� pal ataan tak aisin juu r ta k ohti

� vaih t aen sol m u j e n vä rejä p o l u l l a

� pi t äen pu u n mu o to enn al l aan .

Lopuksi päädytään

juur een � ei tehd ä enää mu u ta

tapauksee n 3 � tehd ään yksi kierto

tapauksee n 2 � tehd ään k aksi kierto a.

� Sii s tasapain o tu s rbinsert�xup( T; z) vie

aik aa O ( log n)

til aa O ( 1)

eli saman kuin pääoh j e l m an s a insert( T; k)

kierto j a � 2:
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Alki o n lis ä ys 3.3.3
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Alki o n lis ä ys 3.3.3

� Ede l l i n e n kuva on viel ä k onkr e e tt i n e n

esi m e r kki jos s a sol m u n li s ääm i n e n pu u h u n

aihe u tt aa k aikkien k o rj au s tap au s te n

suo r i t tam i s e n .

� Esi te l l ään viel ä ri v i t 16 � 2 7

16 y  left[ p[p[z]]]
17 i f color[ y] = RED then

18 color[ p[z]]  BLACK � 1'

19 color[ y]  BLACK � 1'

20 color[ p[p[z]]]  RED � 1'

21 z  p[p[z]] � 1'

22 else i f z = left[ p[z]] then

23 z  p[z] � 2'

24 rightrotate( T; z) � 2'

25 color[ p[z]]  BLACK � 3'

26 color[ p[p[z]]]  RED � 3'

27 leftrotate( T; p[p[z]]) � 3'

joi h i n on k omm e n to i tu tapauste n 1� 3

vasen/ o i k ea- s y m m e tr i s e t tapaukset 1'� 3 '.

� Seuraavi n a ovat näi s t ä tapauksi s t a 1'� 3 '

vastaavat esi m e r kki ku v at kui n edel l ä.
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Alki o n lis ä ys 3.3.3
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

3.3.4 Solmun p oisto

� Sol m u n z p o i s t o pu n am u s tasta

hakup u u s ta T suo r i t e t aan kuten p o i s t o

tasapain o ttam atto m asta hakup u u s t a

k alvoi l l a 3.1 .3

� mi s s ä NIL on jäll e e n nil[ T ]

� vaikk a tämä pseu d o k o o d i on ki n

kirj o i te ttu tii v i i m m i n :

tapaukset �0 / 1 lasta ( 6= NIL[ T ] )�

k äsitel l ään yhd e s s ä ri v e i n ä 1� 1 3 .

� T asapaino tu kse e n rbdelete�xup( T; x )
ryh d y t ään (rive i l l ä 12 ja 23 )

� p o i s to n jälk een

� jos p o i s te ttu sol m u ol i musta

( z ri v i l l ä 11 , y ri v i l l ä 22 )

� alk aen sii tä sol m u s t a x jok a otti

p o i s te tu n sol m u n pai k an .
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

delete( T; z)
1 i f left[ z] = nil[ T ] o r right[ z] = nil[ T ] then

2 i f left[ z] 6= nil[ T ]
3 then x  left[ z]
4 else x  right[ z]
5 w  p[z]
6 i f w = nil[ T ] then root[ T ] = x
7 else i f z = left[ w]
8 then left[ w]  x
9 else right[ w]  x
10 p[x]  w
11 i f color[ z] = BLACK
12 then rbdelete�xup( T; x )
13 return z
14 y  succ( z)
15 x  right[ y]
16 w  p[y]
17 i f y = left[ w]
18 then left[ w]  x
19 else right[ w]  x
20 p[x]  w
21 key[ z]  key[ y]
22 i f color[ y] = BLACK
23 then rbdelete�xup( T; x )
24 return y
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

� Tätä sol m u a x ei välttämättä ol e ol e m ass a!

� Jos esi m e r ki ksi z on pu u n T ain o a

sol m u . . .

� Sil ti ri v e i l l ä 10 ja 20 päi v i te tään

k entän p[x] sis äl t ö ä.

� Tämä on sall i t tu a, k osk a k enttä

p[nil[ T ]| {z }
x

]

on ol e m ass a.

� Näin saadaan p o i s to n tasapain o tu kse n

eri l ai s e t läh tö ti l an te e t ( x on / e i ol e

ol e m ass a) k esk enään samanl ai s i ksi

� jol l o i n ni i t ä ei ta rvits e k äsitel l ä tapaus

tapauksel ta

� vasen/ o i k ea- s y m m e t r i s e s t i

� mi k ä on ki n k esk ein e n syy eri l l i s e n

sol m u n nil[ T ] k ä yttö ön o t o l l e .
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

� Mus tan sol m u n p o i s t am i n e n pu u s ta ri kk o i

pu n am u s t aeh d o n 5:

p o l ku p o i s to k o h d an k autta leh te e n nil[ T ]
sis äl tää 1 vähem m än mu s ti a sol m u j a kui n

pu u n T mu u t p o l u t .

� T asapaino tu kse n in v a r i an t ti on ehd o l l i n e n :

Jos sol m u s s a x ol i s i ki n viel ä yksi musta

enem m än kui n sii n ä oi k easti on

ni i n ehto 5 ol i s i voi m ass a.

� T oisi n sano e n vii t e x k antaa mu k an aan yhtä

yli m ää räi s tä mu s t aa

jol l e tasapain o tu s etsi i sop i v aa

sij o i t u s p ai kk aa.
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

rbdelete�xup( T; x )
1 whi l e x 6= root[ T ] and color[ x] = BLACK do

2 i f x = left[ p[x]] then

3 w  right[ p[x]]
4 i f color[ w] = RED then

5 color[ w]  BLACK � 1

6 color[ p[x]]  RED � 1

7 leftrotate( T; p[x]) � 1

8 w  right[ p[x]] � 1

9 i f color[left[ w]] = BLACK and

color[right[ w]] = BLACK then

10 color[ w]  RED � 2

11 x  p[x] � 2

12 else i f color[right[ w]] = BLACK then

13 color[left[ w]]  BLACK � 3

14 color[ w]  RED � 3

15 rightrotate( T; w) � 3

16 w  right[ p[x]] � 3

17 color[ w]  color[ p[x]] � 4

18 color[ p[x]]  BLACK � 4

19 color[right[ w]]  BLACK � 4

20 leftrotate( T; p[x]) � 4

21 x  root[ T ] � 4

22 - 4 1 else � ri v i t 3� 2 1 vasen/ o i k ea- s y m m .

42 color[ x]  BLACK
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

� T asapaino tu s s i l m u kk a päätt yy (rivi l l ä 1)

jos x vii tt aa

punai seen solmuun k osk a se voi d aan

vä rjätä mu s t aksi

(rivi l l ä 42 )

juur een root[ T ] k osk a k aikki p o l u t kul k evat

juu r e n k autta.

� Sil m u kk a jak autuu k ahteen

vasen/ o i k ea- s y m m e tr i s e e n haa raan (rivi 2)

sen mu k aan, on k o x

vasen (rivi t 3� 2 1 jok a esi t e l l ään nyt)

oik ea (rivi t 23 � 4 1 jotk a esi te tään

my ö h e m m i n )

laps i .
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

� Rivi l l ä 3 vii te w asetetaan oso i tt am aan

sol m u n x velj e e n .

� Tämä veli w 6= NIL[ T ] :

� ali p u u s ta x p o i s te tt u sis äso l m u ol i mu s ta

� jote n my ö s ali p u u s s a w tä yt yy ol l a joki n

mu s ta sis äso l m u

� k osk a yhtei n e n isäso l m u p[x] = p[w]
toteu ttaa pu n am u s t aeh d o n 5

kun otetaan hu o m i o o n sol m u n x
yli m ää räi n e n mu s ta.

� V asen haa ra jak autuu edel l e e n nel j ään

tapaukseen velj e n w p er h e ti l an te e n mu k aan.
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

1. V el i w on pu n ai n e n (rivi t 4� 8 ):

� Sil l o i n

� isäso l m u p[x] ja

� velj e n w lap s i s o l m u t

ovat mu s ti a pu n am u s taeh d o n 4 no j al l a.

� T avoite:

� Saada sol m u l l e x joki n mu s ta veli . . .

� eli pal au ttaa tämä tapaus mu i h i n

tapauksi i n 2� 4 . . .

� joi h i n k o o d i �valu u � .

� Sol m u left[ w]

� on mu s t a ehd o n 4 no j al l a

� saadaan sol m u n x uu d e ksi velj e ksi

kiertäm äl l ä isää p[x] vasemm al l e

k alvoj e n 3.3 .2 tapaan

pu n am u s taeh to 5 säil y ttäen (rivi t 5� 7 )

� vali t aan sol m u n x uu d e ksi velj e ksi .
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

� Tämä velj e n vaih to säil y ttää my ö s

pu n am u s t aeh d o n 4:

� Pun astu v a isäso l m u p[x] päät yy mu s ti e n

sol m u j e n ymp ä r ö i m äksi

� seur aavan kuvan mu k ai s e s ti .

� Kie r r o n jälk een sii r r e tään w oso i tt am aan

tähän uu te e n velj e e n

� jok a lö y t y y ki n kierr o n seur au kse n a

vii tt e e l l ä right[ p[x]] (rivi 8)

� jotta my ö s w ol i s i oi k ei n , kun �valu taan �

tapauksi i n 2� 4 .
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A

a
b

C

c
d

E

B

A

a
b

D

C

c
d

E

e
f

D

e
f

x
B

ne
w

 w

w

x

581 3 1 : Tieto rak ente e t 214



Solm u n p oi s t o 3.3.4

2. Mus tan velj e n w mo l e m m at lap s e t ovat

my ö s mu s t i a (rivi t 9� 1 1 ):

� Isä p[x] voi ol l a kump aa vä riä c tahansa.

� T avoite: no s taa vii te x nykyi s e s t ä

sol m u s ta sen isään p[x] (rivi 11 ).

� Pun am u s taeh to 5 säil y y

� jos veli w pu n astu u (rivi 10 )

� k osk a isään p[x] tul e e

vasemm a lta no u s e v a vii te x ja sen

yksi yli m ää räi n e n mu s ta

oik ealta se mu s ta jok a ol i velj e s s ä w .

� V el j e n w pu n astu m i n e n ei ri k o

pu n am u s taeh to a 4, k osk a sen

l ap s et ovat mu s t i a

i s ään vii ttaa x eli sekin on vähi n tään

yli m ää räi s e s t i mu s ta.

� Sitten alo i te taan seur aava

sil m u kk akier r o s .
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Solm u n p oi s t o 3.3.4
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

3. Mus tan velj e n w lap s i s t a (rivi t 12 � 1 6 )

vasen eli sol m u a x läh e i s e m p i on pu n ai n e n

oik ea eli k auk aisem p i on ki n mu s t a:

� Isä p[x] voi ol l a kump aa vä riä c tahansa.

� T avoite: saada velj e n pu n ai n e n lap s i

k auemm as

� eli pal au ttaa tämä tapaukseen 4

� joh o n k o o d i �valu u � .

� Kie r r e tään velj e ä w oi k eal l e

k alvoj e n 3.3 .2 tapaan pu n am u s taeh to 5

säil y ttäen (rivi t 13 � 1 5 ).

� Kie r t o vaih taa my ö s sol m u l l e x velj e n

� enti s e ksi pu n ai s e ksi velj e n p o j aksi

� jok a mu s tu i kierr o s s a

� jote n päi v i te tään vii te w (rivi 16 ).

� Pun am u s taeh d o n 4 säil y m i n e n näkyy

seur aavasta esi m e r kki ku v asta.
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Solm u n p oi s t o 3.3.4
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

4. Mus tan velj e n w oi k ea laps i on pu n ai n e n

(rivi t 17 � 2 1 ):

� Isä p[x] voi ol l a kump aa vä riä c tahansa.

� V el j e n w toi n e n lap s i left[ w] saa ol l a

kump aa vä riä c0
tahansa.

� T avoite:

� päästä k ok on aan ero o n vii t te e n x
kul j e ttam asta yli m ää räi s e s tä mu s tasta

� eli saada hal u tt u lo p p u tu l o s :

� alkup e r äi s e t pu n am u s taeh d o t

tä yttävä pu u

� il m an että ehd o s s a 5 ta rvits i s i enää

lask ea � +1 � vii t te e n x k ohd al l a

� eli lo p e ttaa k ok o päi v i t y s s i l m u kk a

(rivi 21 ).
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

� T avoite voi d aan saavuttaa 2 vaih e e s s a:

� Ens i n kierr e t ään isää p[x] vasemm al l e

k alvoj e n 3.3 .2 tapaan vaikk a no u s e v a

lap s i w on ki n mu s t a .

� Kie r r o n seur au kse t näkyvät seur aavasta

kuvasta:

� Ong e l m aso l m u n x isä p[x] mu s tu i , eli

alkup e r äi n e n yli m ää räi n e n mu s t a

p o i s tu i .

� Al i p u u left[ w] sii r t y i yhd e n mu s tan

sol m u n alta toi s e n all e , eli sen mu s ta

syvyys säil y i samana.

� Al i p u u right[ w] men e tt i yläp u o l e l taan

mu s tan sol m u n , jote n sii h e n pi täi s i

lai ttaa uu s i yli m ää räi n e n mu s t a .

� Uud e s ta yli m ää räi s e s tä mu s t asta on

kui te n ki n hel p p o a päästä ero o n :

� Se on pu n ai s e s s a sol m u s s a, jok a

voi d aan sii s vä rjätä itse mu s t aksi .

� Vä rj ä ys va rmi s taa samall a

pu n am u s taeh d o n 4.
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

� Rivi t 17 � 2 1 toteu t tavat suo r aan

� näi d e n vaih e i d e n lo p p u tu l o kse n

� sil m u k an p ysä yttäm i s e n �vo i m ak ei n o i n �

kuten kirj ass a.

� V ai h e i t tai n etene m i n e n voi tai s i i n toteu ttaa

� p o i s tam al l a ri v i 19

� mu u ttam al l a ri v i ksi

21 x  right[ w] � 4

� jatk amall a sil m u kk aa no r m aal i s t i ri v i n 1

k autta ri v i l l e 42 .
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

� T asapaino tu s s i l m u k an p ysäh t y m i n e n :

� T apaus 4 p ysäh t y y va rmasti (rivi 21 ).

� T apaus 3 p ysäh t y y , k osk a se pal au tu u

tapaukseen 4.

� T apauksessa 2 on k aksi vaih to e h to a sen

isäso l m u n p[x] vä rin mu k aan, joh o n

vii te x no u s e e :

Pun ai n en (tai juur i ): sil m u kk a päätt yy

ri v i l l ä 1.

Musta (e ik ä juur i ): sil m u kk a jatkuu,

mu tt a vii t e x on no u s s u t nyt

läh e m m äksi juu r t a root[ T ] .

� T apaus 1 palau t u u

jok o p ysäh t y v i i n tapauksi i n 4 tai 3

tai sil m u kk atapaukse e n 2:

� Isäsol m u p[x] on nyt pu n ai n e n .

� Sii s sil m u kk a päätt yy , vaikk a vii t e x
on ki n lask eu tu n u t pu u s s a alaspäi n .
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

� T asapaino tu s al g o r i tm i n pahi n tapaus on sii s

2; 2; 2; 2; 2; 2; : : : ; 2| {z }
puu n k o rk eus � 1 kpl.

; 1; 3; 4:

� Sii tä nähd ään tutu t resu r s s i t a r p e e t

O ( log n) sil m u kk akier r o s ta, mi s s ä

n = sis äso l m u j e n lu ku m ää rä

O ( 1) mu i s ti p ai kk aa

� 3 kierto a

eli ei hi d asta ol e e l l i s e s ti p o i s to a.

� Esi m e r kki ku v i a:

1. Yh t ään sil m u kk akier r o s t a ei ta rvita,

k osk a p o i s tu v an sol m u n z pai k an ottaa

pu n ai n e n sol m u x .

2. Sil m u k assa toi s te taan tapauksen 2

mu s taa vaih t o e h t o a, kunn e s vii te x
oso i tt aa juu r e e n root[ T ] .

3. P oi s to aihe u ttaa pahi m m an tapauksen .

� T apaus 2 esi i n t y y alu ksi 1 k erran .

� 2 kuvaa.
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

nilnilnil

nil nil

nil

4

1 8 14

11

7

15
nil nil

5

4

8 14

11

7

15

nil nil

nilnilnil nil

5

nil nil

2

4

8 14

11

7

15

nil nil

nilnilnil nil

52

nil nil

2

nil nil

delete(z)

z

x

while ehto false

wx

581 3 1 : Tieto rak ente e t 225



Solm u n p oi s t o 3.3.4
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Solm u n p oi s t o 3.3.4
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Solm u n p oi s t o 3.3.4
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

� Esi te tään viel ä tä ydel l i s y y d e n vuo ksi

vasen/ o i k ea- s y m m e tr i s e n else -haa ran k o o d i :

23 w  left[ p[x]]
24 i f color[ w] = RED then

25 color[ w]  BLACK � 1'

26 color[ p[x]]  RED � 1'

27 rightrotate( T; p[x]) � 1'

28 w  left[ p[x]] � 1'

29 i f color[left[ w]] = BLACK and

color[right[ w]] = BLACK then

30 color[ w]  RED � 2'

31 x  p[x] � 2'

32 else i f color[left[ w]] = BLACK then

33 color[right[ w]]  BLACK � 3'

34 color[ w]  RED � 3'

35 leftrotate( T; w) � 3'

36 w  left[ p[x]] � 3'

37 color[ w]  color[ p[x]] � 4'

38 color[ p[x]]  BLACK � 4'

39 color[left[ w]]  BLACK � 4'

40 rightrotate( T; p[x]) � 4'

41 x  root[ T ] � 4'
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Solm u n p oi s t o 3.3.4

� K om m e n te i n on oso i te tt u tapauste n 1� 4

vasen/ o i k ea- s y m m e tr i s e t mu o d o t 1'� 4 '.

� Jok aisesta mu o d o s t a 1'� 4 ' esi t e t ään viel ä

sitä vastaava esi m e r kki ku v a.

� Muo d o n 4' esi m e r kki ku v ass a on kui te n ki n

vain lo p p u tu l o s , ei väli v ai h e tta.
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Solm u n p oi s t o 3.3.4
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Solm u n p oi s t o 3.3.4
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Solm u n p oi s t o 3.3.4
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Monta ind e ksi ä samaan dataan 3.4

3.4 Monta i n d eksi ä samaa n dataan

� Ede l l ä k äsitel ti i n yksin k er t ai s t(ettu )a

til an n e tt a, jos s a pu u h u n tall e t e t ti i n vain

avaimen a rvo.

� Usei n tall e te tt ava tieto al ki o sis äl tää

enem m än :

� usei ta eri l ai s i a avaimi a

� li s äti e to k en tt i ä.

� Esi m e r ki ksi pu h e l i n n u m e r o ti e d u s te l u s ta

kysytään

� ni m e e n li i tt y v ää pu h e l i n n u m e r o a �

ni m e t ovat avaimi a

� nu m e r o o n li i t t y v ää ni m e ä � nu m e r o tki n

ovat avaimi a

� näi l l ä avaimi l l a lö y d e tt y ä oso i te tt a �

li s äti e to n a.
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Monta ind e ksi ä samaan dataan 3.4

� Luo n te v a ratk aisu on sil l o i n ero tt aa

toi s i s taan

ti etueet jotk a esi tt ävät k aikki yhtee n

enti t e e tt i i n li i tt y v ät tieto k en tät

pu h e l i n l u e t te l o s s a yhd e n hen ki l ö n tietu e

sis äl tää k entät

� ni m i

� pu h e l i n n u m e r o

� oso i te

� . . .

i n d eksi t jotk a ovat (esim e r ki ksi ) hakup u i ta

avaink en tti e n suh te e n :

jok ai s e s s a sol m u s s a on lo o g i s e s ti

� vastaava avaime n a rvo

� vii t e vastaavaan tietu e e s e e n .

F yysise s t i ri i tt ää p el kk ä vii t e : avaimen

a rvo voi d aan lu k ea vii t te e n k autta.
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Monta ind e ksi ä samaan dataan 3.4

� Yh te e n tietu e e s e e n voi sil l o i n vii tata

mo n e s t a eri in d e ksi s t ä

eli samaa tieto a k äsitel l ä mo n e n eri avaimen

suh te e n .

� Tieto r ak en te i d e n näk ökul m asta

ti etok annat ovat oh j e l m i s to j a, jotk a

yll äp i tävät k ovale v y l l ä täll ai s i a tietu e i t a

ja ni i d e n in d e kse j ä

ti etok antasuunni ttel u analys o i

tieto j e n k äsi t te l y o n g e l m aa lö y tääkseen

sop i v at tietu e e t, k entät, in d e ksi t. . .

. . . eheysehdot ovat

oh j e l m o i n ti p e r i aattei ta, jotk a pi tävät

tieto r ak en t e e n kunn o s s a, kuten

�jo s p o i s t at hen ki l ö ä vastaavan tietu e e n ,

ni i n mu i s ta p o i s t aa my ö s sii h e n vii ttaavat

avains o l m u t ni m i - ja

pu h e l i n n u m e r o i n d e kse i s tä� .
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B-puu t 3.5

3.5 B-pu u t

� V anh ass a tutki n n o s s a pääain e o p i s k el i j o i l l e

pak ol l i s e l l a kurss i l l a Tietok ann an hal l i n ta

esi t e l l ään ni i d e n suku l ai s e t B

+
-pu u t.

� Kalvo j e n 3.3 pu n am u s tat hakup u u t ovat

eri n o m ai s i a k eskusm u i s ti s s a:

� Jok aine n sol m u on pi e n i k o k o i n e n ,

t yypi l l i s e s t i kymme n i ä tavuja.

� Ohjel m a voi va rata hal u am an s a k ok oi s i a

mu i s ti n pal asi a (op er aati o l l a new ).

� K oval e v y on kui te n ki n eri l ai s ta mu i s ti a:

� V a rataan levy l o h k o j a , joi d e n vakiok o k o

ri i p p u u k ovale v y s tä, ei oh j e l m asta.

� Loh k o n lu k em i n e n levy l tä on palj o n

hi t aam p aa kui n sen k äsittel y

k eskusm u i s ti s s a.

� Mutta yhtee n lo h k o o n mahtu u pal j o n

tieto a, t yypi l l i s e s ti usei ta kil o tavu j a.
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B-puu t 3.5

� Siksi k ovale v y l l ä säil y t e ttävi s s ä k alvoj e n 3.4

in d e kse i s s ä k ä ytetäänkin ylee n s ä sel l ai s i a

hakup u i ta, joi d e n yksi sol m u tä yttää

k ok on ai s e n levy l o h k o n .

� Loh k o tä ytetään haa rautu m al l a useam p aan

kuin vain k ahteen lap s e e n .

� Puu ei sii s ol e k aan bi n ää ri p u u .

� Puu n haa ratum i s aste e l l a on kii n te ä

ylä raja, jok a ri i p p u u lo h k o n k o os ta.

� T oim i n ta teho s tu u :

� T oisaal t a k eskusm u i s ti i n lu e t u n sol m u n

k äsittel y hi d astu u .

� T oisaal t a lu e taan vähem m än sol m u j a.

� Luk emi n e n on pal j o n (kymmen i ä

tuh an s i a k ertoj a) k äsittel y ä hi t aam p aa.

� Sama til an n e on li e v e m p än ä my ö s

k eskusm u i s ti n ja p ro s e s s o r i n väli m u i s ti n

(cache) väli l l ä.
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B-puu t 3.5

� B-pu u T on seur aavanl ai n e n pu u :

� Sil l ä on juu r i root[ T ] .

� Jok aisel l a sol m u l l a x on seur aavat k entät:

� n[x] = täll ä hetk el l ä sol m u u n x
tall e te tt u j e n avainte n lu ku m ää rä

jok a voi sii s vaih d e l l a

� nämä tall e te tu t avaimet

avainj ä r j e s t y kse s s ä

key 1[x] < key 2[x] < � � � < key n[x] [x]

� leaf[ x] = true jos ja vain jos sol m u x
on leh t i eli lap s e to n

� jos leaf[ x] = false ni i n n[x] + 1 vii te tt ä

c1[x]; c2[x]; c3[x]; : : : cn[x]+1 [x]

sen lap s i s o l m u i h i n

jotk a ovat my ö s ol e m ass a.
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B-puu t 3.5

� A vai n te n ja vii tt e i d e n väli l l ä vall i ts e e

k alvoj e n 3.1 .2 bi n ää ri h aku p u u e h d o n

laajen n u s n[x] + 1 -h aa rai s e e n sol m u u n :

k1 < key 1[x] < k 2 < key 2[x] < k 3 < : : :

< k n[x] < key n[x] [x] < k n[x]+1

mi s s ä jok ai n e n ki on mi e l i v al t ai n e n avain

ali p u u s ta ci [x] .

� Binää ri h aku p u u s o l m u n x ain o a

avain key[ x] jak oi mu u t avaimet k ahteen

osaan: vasemp aan pi e n e m m ät ja oi k eaan

suu r e m m at.

� Nyt n[x] -alki o i n e n jä rjes te tt y

avaintau l u kk o jak aa mu u t avaimet

n[x] + 1 osaan vastaavasti:

� c1[x] = � � � < key 1[x]

� c2[x] = key 1[x] < � � � < key 2[x]

� c3[x] = key 2[x] < � � � < key 3[x]

� . . .

� cn[x]+1 [x] = key n[x] [x] < : : : .
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B-puu
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3.5

true . . .

c[2t]c[n+1]key[n]key[3]c[3]key[2]c[2]key[1]c[1]nleaf

. . .

c[2t]c[n+1]key[n]key[3]c[3]key[2]c[2]key[1]c[1]nleaf

false

= ei käytössä

alipuu 1 alipuu 2 alipuu 3 alipuu n+1

määrää kohdan
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B-puu t 3.5

� B-pu u n tasapain o e h d o t:

� Kaikki leh d e t ovat samall a syvyyd e l l ä

jok a on pu u n k o rk eu s h .

� Jok aisen sol m u n x avainte n lu ku m ää rää

säätelee vakio t � 2 :

t � 1 � n[x] � 2 � t � 1:

Jos sii s leaf[ x] = false , ni i n sol m u l l a x on

t : : : 2 � t lasta.

� root[ T ] on p o i kk eu s (my ös

alg o r i t m e i s s a): jok o

1 � n[root[ T ]] � 2 � t � 1

tai pu u on k ok on aan t yhj ä.

� Puu ta tasapain o t e t aan (ei kierr o i n ja vä rei n

vaan) li s ääm äl l ä ja vähen täm äl l ä lap s i e n

lu ku m ää rää sen sol m u i s s a näi d e n rajo j e n

sis äl l ä.
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B-puu t 3.5

� V akio t vali taan levy l o h k o n k o on mu k aan.

� Yksi n k er tai s i n tapaus t = 2 on 2-3 - 4 - p u u :

� Jok aisel l a sol m u l l a on 2, 3 tai 4 lasta.

� T ai 0, jos sol m u on leh ti .

� Seuraavassa kuvassa on 2-3 - 4 - ja

k alvoj e n 3.3 pu n am u s ti e n sol m u j e n

yhtey s .

� Sitä seur aavassa kuvassa

� jok ai s e s s a sol m u s s a on 1000 avainta

� pu u n T k o rk eu s h = 2

jol l o i n jok ai n e n haku tutki i � 3 levy l o h k o a

� pu u s s a T on maksim i m ää rä sol m u j a

� pu u s s a T on hi e m an yli mi l j a r d i avainta!

(Kuva 18.3 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c t i o n to

Alg o r i th m s , 2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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B-puu t 3.5

on on on

ta
i
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B-puu t 3.5
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B-puu t 3.5

� V o i d aan oso i ttaa (vastaavasti kui n

bi n ää ri h aku p u i l l e ) että B-pu u n k o rk eu s

h � log t

� n + 1

2

�

kun B-pu u s s a on n � 1 avainta.

� Sii s my ö s B-pu u n k o rk eu s h on lo g a r i tm i n e n

� mu tt a k antalu ku n a on ki n

mi n i m i h aa rau tu m i s aste t

� eik ä vain 2 kuten tasapain o i s e s s a

bi n ää ri h aku p u u s s a.
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A vaim e n haku 3.5.1

3.5.1 A vai men haku

� A vai m e n k haku B-pu u s ta T tapahtu u

rekur s i o ku ts u l l a

BTreeSearch(root[ T ]; k)

mi s s ä

BTreeSearch( x; k )
1 i  1
2 whi l e i � n[x] and k > key i [x] do

3 i  i + 1
4 i f i � n[x] and key i [x] = k then

5 return ( x; i )
6 i f leaf[ x] then

7 return NIL
8 else

9 DiskRead( ci [x])
10 return BTreeSearch( ci [x]; k)

� Rekursi o ku ts u n tul o kse n a saadaan

� pa ri ( x; i ) mi s s ä key i [x] = k (rivi t 4� 5 )

� NIL (rivi t 6� 7 ) jos pu u s s a T ei ol e yhtään

sel l ai s t a sol m u a x , jos s a esi i n t y i s i avain k .
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A vaim e n haku 3.5.1

� Al g o r i tm i on suo r a ylei s t y s bi n ää ri s i s tä

useam p i h aa rai s i i n hakup u i h i n :

� Rivei l l ä 1� 3 haetaan se k ohta i , jos s a

avain k voi s i esi i n t y ä

� nykyi s e s s ä sol m u s s a x

� ali p u u s s a ci [x]

joh o n edetään rekur s i i v i s e s t i ri v i l l ä 10 .

� Enn e n rekur s i o ta haetaan ri v i l l ä 9

vii tt e e n ci [x] oso i tt am a levy l o h k o

k eskusm u i s ti i n .

� Al g o r i t m i sii s ol e tt aa, että sol m u x on

lu e tt u k eskusm u i s t i i n .

� Eri t y i s e s ti sii s root[ T ] ol i valm i i ksi

k eskusm u i s ti s s a.

� Seuraavassa kuvassa haetaan avainta R .

Käsite l l y t sol m u t on pi i r r e tt y vaaleamm al l a

ha rm aal l a.

(Kuva 18.1 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c t i o n to

Alg o r i th m s , 2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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A vaim e n haku 3.5.1

� B-pu u al g o r i tm e i s s a k annattaa lo h k o j e n

sii r r o t k eskusm u i s ti n ja levy n väli l l ä mer ki tä

näkyvi i n , k osk a

� ne ovat op e r aati o i s ta rask aim m at

� alg o r i t m i ei saisi pi tää levy l o h k o j a

tur h aan k eskusm u i s t i s s a

� Nämä ovat levy t i e t o k an ta - al g o r i tm e j a,

jote n ni i d e n ei pi täi s i tur h aan

� k opi o i d a tieto k an taa levy l t ä

k eskusm u i s t i i n

� lu ki ta levy l o h k o j a o d o ttam aan

päi v i ttäm i s t ä, jol l o i n toi s e t ri n n akk ain

suo r i te tt avat op e r aati o t eivät pääse

lu k em aan ni i tä.

� Oletamm e alg o r i tm e i s s am m e , että

(Java -)rosk ank erääjä hävi t tää

k eskusm u i s ti i n lu e tu n levy l o h k o n

va raaman k eskusm u i s ti ti l an ja

lu ki t u kse n sitte n kun lo h k o a ei enää

k äsitel l ä.
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A vaim e n haku 3.5.1

� Haku vie ajan

O ( t � h) :

� V akio k er r o i n t joh tu u ri v i e n 1� 3

p er äkk äis h au s ta (k alvoi l ta 1.3 .1 ).

� Se pi e n e n t y y a rvo o n

log 2 t

jos k ä ytetäänkin bi n ää ri h aku a

(k alvoi l ta 1.3 .3 ).

� T oisaal t a k ä ytännö s s ä levy o p e r aati o t

mää räävät suo r i t u s aj an , ei haku pi e n e s s ä

pal ass a k eskusm u i s ti a.

� F unkti o n BTreeSearch( x; k ) tak a rekursi o

voi d aan k o rvata sil m u k al l a (k alvoi l ta 3.1 .3 ).

Sil l o i n nähd ään , että funkti o pi tää mu i s ti s s a

vain yhtä levy l o h k o a x k erral l aan .
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T yhjän puu n luo n ti 3.5.2

3.5.2 T yhj än puun l u onti

� Esi te tään t yhj ä B-pu u T t yhj än ä

levy l o h k o n a:

BTreeCreate( T )
1 x  new B-pu u s o l m u k eskusm u i s ti i n

2 leaf[ x]  true
3 n[x]  0
4 DiskWrite( x)
5 root[ T ]  x

� Rivi l l ä 5 kirj o i t e t aan levy l l e sel l ai n e n

sol m u x , jon k a sis äl tö ä on mu u t e t tu

k eskusm u i s ti s s a.

� Merki tään sii s nämäki n op e r aati o t näkyvi i n

algo r i t m e i s s am m e .
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

3.5.3 A vai men l i sä y s

� A vai m e n k li s ä ys B-pu u h u n T on

vaik eamp aa kui n bi n ää ri p u u h u n :

� Emm e voi lu o d a uu tta sol m u a

p el k ästään avainta k va rten

k osk a se ri kk o i s i

mi n i m i h aa rau tu m i s aste tta t .

� Sen sij aan avain k on sij o i te tt ava

joh o n ki n jo ol e m ass a ol e v aan sol m u u n .

� P äätämme: sij o i te taan uu s i avain ain a

leh te e n .

� Mutta entä jos tähän leh te e n ei enää

mahd u k aan enem p ää avaimi a

k osk a avainte n maksim i m ää rä 2 � t � 1
yhd e s s ä sol m u s s a yli tt y i s i ?

� Oletetaan, ettei avain k viel ä esi i n n y

pu u s s a T .
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

� Tä ysi sol m u voi d aan hal k ai s ta k ahdeksi

mahd o l l i s i m m an vajaaksi sol m u ksi :

Ensi mmäiset t � 1 avainta

key 1[y]; key 3[y]; : : : ; key t � 1[y]

ja t vii te tt ä

c1[y]; c2[y]; : : : ; ct [y]

jäävät nykyi s e e n sol m u u n y .

Vi i mei set t � 1 avainta

key t+1 [y]; key t+2 [y]; : : : ; key 2�t � 1[y]

ja t vii te tt ä

ct+1 [y]; ct+2 [y]; : : : ; c2�t [y]

mu o d o s tavat uu d e n sol m u n z .

Kesk imm ä inen avain key t [y] no u s e e

isäso l m u u n x ero t tam aan p er äkk äisi ä

ali p u i ta y ja z .

� Seuraavassa esi m e r kki ku v ass a hal k ai s taan

isäso l m u n x i :s lap s i y .

(Kuva 18.5 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c t i o n to

Alg o r i th m s , 2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

� Tässä pseu d o k o o d i s s aki n a rgu m e n ti t x , i
ja y ovat kuten edel l i s e s s ä esi m e r kki ku v ass a.

BTreeSplitChild( x; i; y )
1 z  new B-pu u s o l m u k eskusm u i s ti i n

2 leaf[ z]  leaf[ y]
3 n[z]  t � 1
4 fo r j  1 to t � 1 do

5 key j [z]  key t+ j [y]
6 i f not leaf[ y] then

7 fo r j  1 to t do

8 cj [z]  ct+ j [y]
9 n[y]  t � 1
10 fo r j  n[x] + 1 do wnto i + 1 do

11 cj +1 [x]  cj [x]
12 ci +1 [x]  z
13 fo r j  n[x] do wnto i do

14 key j +1 [x]  key j [x]
15 key i [x]  key t [y]
16 n[x]  n[x] + 1
17 DiskWrite( y)
18 DiskWrite( z)
19 DiskWrite( x)
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

� Rivei l l ä 1� 3 lu o d aan uu s i sol m u z .

� Rivei l l ä 4� 9 sii r r e tään sol m u u n z sol m u n y
jälki m m äi n e n pu o l i s k o .

� Rivei l l ä 10 � 1 2 li s ätään vii te z sol m u u n x .

� Rivei l l ä 13 � 1 6 li s ätään avain key t [y]
sol m u u n x .

� Huo m aa: sol m u n x ol e m ass ao l e v i a

� vii tt e i t ä (rivi t 10 � 1 1 ) ja

� avaimi a (rivi t 13 � 1 4 )

sii r r e tään yksi pai kk a eteen p äi n

jotta uu d e l l e vii tt e e l l e ja avaimel l e saadaan

til aa oi k eal l e k ohd al l e e n .
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

� Rivi l l ä 17 kirj o i te taan pu o l i t tu n u t sol m u y
levy l l e .

� Rivi l l ä 18 kirj o i te taan uu s i sol m u z levy l l e .

� Kä ytänn ö s s ä sol m u l l e z va rataan täll ö i n

uu s i aik aisem m i n k ä yttämätön levy l o h k o .

(Samoi n kui n op e r aati o new

k eskusm u i s ti s s a.)

� Olk o o n b tämän va ratun lo h k o n oso i te

levy l l ä.

� Rivi l l ä 19 kirj o i te taan mu u t tu n u t isäso l m u x
levy l l e .

� Kä ytänn ö s s ä vii tt e e n ä z = ci +1 [x]
(rivi 12 ) kirj o i te taan b.

� Halk aisu u n kul u u

O ( t)

ask elta (vii tt e i d e n ja avainte n sii r te l y y n ).

� Halk aisu n aik ana mu i s ti s s a on

3 levy l o h k o a x , y ja z .
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

� Halk aisu al g o r i tm i BTreeSplitChild( x; i; y )
ol e tt aa seur aavaa:

1. Sol m u t x ja y ovat jo k eskusm u i s ti s s a.

2. Sol m u x ei itse ol e tä ysi

� jotta sitä itse ään ei ta rvits e jak aa

� kun sii h e n li s ätään uu s i avain ja vii t e .

� Lisä ysal g o r i tm i n pääoh j e l m a tak aa

halk ai s u o l e t u kse n 2 jak amall a juu r e n jos

ta rp ee n :

BTreeInsert( T; k)
1 i f n[root[ T ]] = 2 � t � 1 then

2 s  new B-pu u s o l m u

3 c1[s]  root[ T ]
4 root[ T ]  s
5 leaf[ s]  false
6 n[s]  0
7 BTreeSplitChild( s; 1; c1[s])
8 BTreeInsertNonfull(root[ T ]; k)

(Kuva 18.6 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c t i o n to

Alg o r i th m s , 2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

� V a rsi n ai n e n rekur s i i v i n e n li s ä ys al g o r i t m i voi

sil l o i n tehd ä saman hal k ai s u o l e tu kse n 2:

BTreeInsertNonfull( x; k )
1 i  n[x]
2 i f leaf[ x] then

3 whi l e i � 1 and k < key i [x] do

4 key i +1 [x]  key i [x]
5 i  i � 1
6 key i +1 [x]  k
7 n[x]  n[x] + 1
8 DiskWrite( x)
9 else

10 whi l e i � 1 and k < key i [x] do

11 i  i � 1
12 i  i + 1
13 DiskRead( ci [x])
14 i f n[ci [x]] = 2 � t � 1 then

15 BTreeSplitChild( x; i; c i [x])
16 i f k > key i [x] then

17 i  i + 1
18 BTreeInsertNonfull( ci [c]; k)
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

� Jos sol m u x on leh t i (rivi 2), ni i n

1. tehd ään til aa avaimel l e k (rivi t 3� 5 )

2. tall e te taan k pai k o i l l e e n (rivi t 6� 8 ).

� Jos sol m u x ei ol e leh ti :

1. Etsi tään sel l ai n e n ali p u u ci [x] joh o n k
voi d aan li s ätä (rivi t 10 � 1 2 ).

2. Luetaan tämä ali p u u n ci [x] juu r i s o l m u

k eskusm u i s ti i n (rivi 13 )

jotta hal k ai s u o l e t u s 1 saadaan voi m aan .

3. Jos tämä juu r i s o l m u ci [x] on tä ynn ä

(rivi 14 ), ni i n

(a) halk ai s t aan se (rivi 15 )

(b) jotta rekur s i o s s a (rivi 18 ) pätee

hal k ai s u o l e tu s 2

(c) vali taan hal j e n n e i s t a pal o i s t a

avaimel l e k sop i v a (rivi t 16 � 1 7 ).
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

� Seuraavassa esi m e r kki s a r j aku v ass a t = 3 ja

mu u ttu n e e t sol m u t on va rjo s t e t tu

vaaleamm i n :

(b) A vai m e l l e B on viel ä til aa leh d e s s ä.

(c ) A vai m e l l e Q ei ol e til aa

leh d e s s ä RST UV , jote n se hal k ai s taan

ensi n .

(d) Lisätään avainta L , mu tta

juu r i GMP T X on tä ynn ä.

� Halk aistaan juu r i pääoh j e l m ass a.

� Juur e n hal k ai s u on ain o a tapa, jol l a

B-pu u k asvaa k o rk eu tt a.

� Juur e n hal k ai s u n jälk een tehd ään

no r m aal i li s ä ys .

(e ) Samoi n kuin (c ) .

(Kuva 18.7 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c t i o n to

Alg o r i th m s , 2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

� Lisä ysal g o r i tm i n ajanta rve on

O ( t � h)

mi s s ä vakiok er r o i n t joh tu u avainte n sek ä

vii tt e i d e n sii r te l y s tä k eskusm u i s ti s s a.

� Kuten haus s aki n (k alvoi l l a 3.5 .1 ), my ö s nyt

k ä ytännö n suo r i tu s aj an mää rää k äsitel t y j e n

levy l o h k o j e n lu ku m ää rä

O ( h) :

Keskus m u i s ti s s a teht y t y ö on ni i n pal j o n

no p e am p aa.

� Mui s ti s s a pi d e t ään k o rk ei n taan 3 levy l o h k o a

k erral l aan

halk ai s u a va rten .
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

� Tämä li s ä ys al g o r i tm i hal k o o tä ysiä sol m u j a

jo edete s s ään li s ä ys k o h t aan .

� Tä ysi sol m u hal k ai s taan va rmu u d e n

vuo ksi

vaikk a viel ä ei tied e täk ään ol i s i k o se

välttämätö n tä.

+ Ei ta rvits e pal ata k äsittel e m ään samaa

levy l o h k o a.

� V o i tai s i i n my ö s toi m i a päi n v asto i n :

1. Ens i n edetään rekur s i o l l a suo r aan

li s ä ys k o h t aan

2. sitte n vasta pal ates s a hal k ai s taan ne

sol m u t, jotk a yli t ti v ät suu r i m m an sall i tu n

k o on .

+ Sol m u hal k ai s taan vain jos se on

välttämätö n tä.

� Tä yt yy pal ata k äsittel e m ään samaa

levy l o h k o a.
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A vaim e n lis ä ys 3.5.3

� Halk aisu

edete ssä on pa rem p i levy tal l e n n u kse s s a

pal atessa on pa rem p i k eskusm u i s t i s s a.

� Kalvo j e n 3.3 pu n am u s tat pu u t ovatkin

k alvoj e n 3.5 kuvan mu k ai n e n 2- 3 - 4 - p u i d e n

toteu t u s site n , että tasapain o t u s

� eli 2- 3 - 4 - s o l m u j e n hal k ai s u

� eli kierr o t ja vä rie n vaih d o t

tehd ään ki n vasta pal ates s a pu u ta tak aisin

juu r ta k ohd e n .

� V astaavasti my ö s pu n am u s t i s ta pu i s ta voi

joh t aa jo edete s s ä tasapain o ttavan versi o n

mu tta sil l o i n tehtävi e n kierto j e n lu ku m ää rä

ei enää ol e k aan vakio / op e r aati o .

(V ersi o kuvattu sivu i l l a 219 � 2 2 8 kirjassa R. Sedgewi c k:

Alg o r i th m s . 2nd Ed. A dd i s o n - W e s l e y 198 8 .)
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A vaim e n p oi s to 3.5.4

3.5.4 A vai men p oisto

� B-pu u s ta T p o i s te taan avain k

ei sitä sol m u a jon k a avain on k , k osk a

yhd e s s ä sol m u s s a on nyt mo n ta eri avainta.

� Kun sol m u s t a p o i s tu u yksi sen avaimi s ta,

sen vii t te e t ja mu u t avaime t tä yt yy

jä rjes te l l ä uu d e l l e e n .

� P oi s to al g o r i t m i s s a hu o l e h d i taan etuk äteen ,

että k äsitel täväl l ä sol m u l l a on enem m än

kuin mi n i m i m ää rä t � 1 avaimi a.

� T yydytään kuvail e m aan eri tapaukset

ylei s taso l l a ta rk an pseu d o k o o d i n sij asta.

Yksi t y i s k o h t i a ol i s i ni i n pal j o n .

1. Jos avain k on leh t i s o l m u s s a x , ni i n p o i s t a

se sie l tä.

Tämä on näin hel p p o a juu r i siksi että

n[x] � t (tai eri k o i s tap au kse n a x = root[ T ] ).
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A vaim e n p oi s to 3.5.4

2. Jos avain k on sis äso l m u s s a x , ni i n

seur aavat 3 vaih to e h to a k attavat k aikki

til an te e t :

(a) Jos avainta k edel t ävä sol m u y on

mi n i m i ä suu r e m p i ( n[y] � t ), ni i n :

� Etsi ja p o i s ta rekur s i i v i s e s ti ali p u u s ta y
avaimen k edel täj ä k0= ali p u u n y
oi k ean p u o l e i s i m m an (leh ti )so l m u n

oi k ean p u o l e i s i n avain.

� K o r v aa sol m u s s a x avain k avaime l l a k0
.

(b) Ed e l l i n e n vaih to e h to 2a

vasen/ o i k ea-s y m m e tr i s e s ti .

(c) Muu te n avainta k sek ä edel tävä sol m u y
että seur aava sol m u z ovat

mi n i m i k o k o i s i a ( n[y] = n[z] = t � 1 ).

i. Lii t ä sol m u n y sis äl l ö n p er ään ensi n

avain k ja sitte n sol m u n z sis äl tö .

P oi s ta sol m u s t a x avain k ja vii te z .

ii . P oi s t a rekur s i i v i s e s t i avain k
sol m u s ta y , jok a k asvoi

(maksim i k o k o i s e ksi ) ask elees s a 2(c)i.
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A vaim e n p oi s to 3.5.4

x

y

k . . .. . .

. . .

. . . . . .

x

k z:n avaimet ja viitteet. . .

y

. . .

z poistuu

z t-1t-1

2t-1
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A vaim e n p oi s to 3.5.4

3. Muu t e n sis äso l m u x ei sis äl l ä avainta k ,

jote n p o i s to jatkuu rekur s i i v i s e s t i .

� Olk o o n ci [x] se, joh o n pi tää edetä.

� Jos ci [x] on mi n i m i k o k o i n e n

( n[ci [x]] = t � 1 ), ni i n sitä pi t ää k asvattaa

enn e n rekur s i o t a.

(a) Jos sol m u l l a ci [x] on vasen

naapu r i ci � 1[x] jok a on mi n i m i k o k o a

suu r e m p i ( n[ci � 1 [x]] � t ), ni i n sii r r ä

� k ohtaa i edel t ävä avain ( key i � 1[x] )

sol m u n ci [x] alkuu n

� naapu r i n vii m e i n e n avain

( key i � 1[n[ci � 1[x]]] ) sen til al l e

� naapu r i n vii m e i n e n vii te

( ci � 1 [n[ci � 1[x] + 1]] ) sol m u n ci [x]
alkuu n .

Oik eall e ci +1 [x] symm e tr i s e s ti .

(b) Muu te n yhd i s tä sol m u ci [x] jom m an

kumm an (tai ain o an ) naapu r i n s a

k anssa kuten ask elees s a 2c.
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A vaim e n p oi s to 3.5.4

b

i

a

. . . . . .

. . .. . .

x

i

. . . . . .

. . .. . .

x

b

a

t-1>t-1

t>t-2
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A vaim e n p oi s to 3.5.4

� Eri k o i s tap au s :

� Jos k äsitel l ään juu r ta x = root[ T ] . . .

� jos s a on vain 1 avain ( n[x] = 1 ) ja . . .

� päädytään yhd i s täm ään sen ain o at

lap s e t c1[x] ja c2[x] ask elei s s a 2c ja 3b .

� ni i n sil l o i n vanh a juu r i x k o rvau t u u

k asvaneel l a lap s e l l aan c1[x] ja . . .

� B-pu u n k o rk eu s pi e n e n e e (yhde l l ä).

� Seuraavassa esi m e r kki s a r j aku v ass a t = 3 ja

mu u ttu n e e t sol m u t ovat vaaleamp i a:

(b) A vai m e n F p o i s to on hel p p o tapaus 1.

(c ) A vai m e n M p o i s to on tapaus 2a:

edel tävä avain L ottaa sen pai k an .

(d) A vai m e n G p o i s to on tapaus 2c:

ensi n rak enn e t aan väli ai k ai n e n

sol m u DEGJK , joh o n voi d aan edetä.
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A vaim e n p oi s to 3.5.4

(Kuva 18.8 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c ti o n to Alg o r i t h m s ,

2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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A vaim e n p oi s to 3.5.4

� Esi m e r kki s a r j aku v a jatkuu :

(e ) A vai m e n D p o i s to joh t aa

tapaukseen 3b :

� En s i n rak enn e taan sol m u CLP T X ,

jotta sii h e n voi d aan edetä.

� V a rsi n ai n e n p o i s t o tapahtu u vasta sen

alapu o l e l l a.

(e ') edel l i n e n kuva (e ) joh taa

eri k o i s tap au kse e n :

� root[ T ] t yhj e n i

� ja k o rvau tu i sol m u l l a CLP T X .

(f ) A vai m e n B p o i s to on tapaus 3a

symm e t r i s e s t i :

� Sol m u AB ottaa lo p p u u n s a isän s ä

seur aavan avaime n C .

� Isä saa sen til al l e seur aavan

lap s e n s a EJK ensi m m äi s e n avaimen E .

� Jos k äsitel täi s i i n sis äso l m u j a, ni i n

sol m u ABC saisi viel ä lo p p u u n s a

sol m u n EJK ensi m m äi s e n vii t te e n .
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A vaim e n p oi s to 3.5.4
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A vaim e n p oi s to 3.5.4

� Resur s s i ta r p e e t ovat samanl ai s e t

O ( t � h) ask elta

O ( 1) lo h k o a yhtä aik aa mu i s ti s s a

kuin k alvoj e n 3.5 .3 li s ä ykses s äki n .
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Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

3.6 Yl ei sen puun tal l etus ja

l äp i k ä ynti

� Jo k alvoj e n 3 alus s a main i tt i i n , että pu i l l a

on mo n e n l ai s t a k ä yttöä tieto j e n k äsi t te l y s s ä.

� Kalvo j e n 3.5 B-pu u t oso i tt i v at, että k aikki

pu u t eivät sui n k aan ol e bi n ää ri p u i ta.

� Mite n sii s voi m m e tall e t taa ylei s e n pu u n ?

� Jos tied äm m e mi k ä on sol m u n suu r i n

mahd o l l i n e n haa rautu m i s aste , voi m m e

tall e ttaa sol m u u n vii t te e t k aikkiin

mahd o l l i s i i n laps i i n .

Näin toi m i tt i i n juu r i B-pu i s s a; ni i s s ä

maksim i aste ol i 2 � t .

� Seuraavi s s a esi m e r kki ku v i s s a on

� 3-h aa rai n e n pu u

� sen mu i s t i e s i t y s maksim i aste e n a 5.
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Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

a

b
d

c

e
f
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Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

e

b

a

d
c

f

581 3 1 : Tieto rak ente e t 282



Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

� Rak enne tuh l aa pal j o n mu i s ti a t yhj i i n

vii te k en t ti i n .

� Rak enne ei sall i sol m u j a joi l l a on enem m än

kuin 5 lasta.

� P a remp i ratk aisu ylei s e n pu u n tall e ttam i s e e n

saadaankin tall e ttam al l a jok ai s e e n

sol m u u n x seur aavat k entät:

� key[ x] = tall e te ttu avain (kuten

aiem m i n ki n )

� last[ x] = on k o x sis a r u ksi s t aan vii m e i n e n

eli suku p u u j ä r j e s t y kse s s ä nu o r i n

� child[ x] = vii te sol m u n x ensi m m äi s e e n

lap s e e n

� vii te next[ x] =

seuraavaan (nuo r e m p aan ) sis a r u kse e n

kun last[ x] = false

i s ään kun last[ x] = true .

� Ede l l i n e n esi m e r kki p u u näi n tall e t e ttu n a.
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Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

true

truefalsefalse

false true

b

a

c d

e f
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Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

� Jok aisess a sol m u s s a x on sii s li s ta child[ x]
sen lap s i s ta.

� Mui s ti a ei tuh l au d u tur h i i n vii te k en tt i i n .

� Puu n haa rautu m i s aste ei ol e rajo i t e ttu .

� Sol m u x osal l i s tu u my ö s isän s ä

lap s i l i s t aan

eli om aan sis a r u s l i s taan s a

vii tt e e l l ä next[ x] .

� Sol m u s t a x päästään sen isään etsi m äl l ä

isävi i t e sis a r u s l i s t an lo p u s ta:

parent( x)
whi l e not last[ x] do

x  next[ x]
return next[ x]

� Tässä toteu tu s tavass a säästetään

mu i s ti a mu tta hi d aste taan isään

sii r t y m i s t ä.

� V ai h to e h to i s e s ti voi d aan li i ttää jok ai s e e n

sol m u u n x aik aisem m i n k ä ytett y om a

isävi i t e p[x] .
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Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

� Sol m u n x laps i l i s t a voi d aan läp i k ä yd ä

seur aavasti :

Ensi mmäin en laps i y saadaan vii tte e n ä

�rstchild( x)
return child[ x]

Seuraavaan lap s e e n z sii r r y t ään edel l i s e s t ä

lap s e s t a y op e r aati o l l a

nextchild( y)
return i f last[ y] then NIL else next[ y]

Vi i mei n en lap s i u on se jol l a

nextchild( u) = NIL .
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Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

� Lauseess a 3.4 tul o s t i m m e bi n ää ri s e n

hakup u u n T avaimet suu r u u s j ä r j e s t y kse s s ä

k äsittel e m äl l ä se sis ä j ä r j e s t y kse s s ä:

1. vasen ali p u u

2. itse sol m u

3. oi k ea ali p u u .

� Yl e i s te n pu i d e n tapaukses s a lu o n te v at

k äsittel y j ä r j e s t y kse t ovat

esij ä r j est ys:

1. itse sol m u

2. sol m u n lap s e t li s tan jä rjes t y kse s s ä

jäl ki j ä r j est ys:

1. sol m u n lap s e t li s tan jä rjes t y kse s s ä

2. itse sol m u

kuten k alvoi l l a 3.1 .2 .
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Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

Esij ä r j est ys on alg o r i tm i n a

preOrderTreeWalk( x)
k äsittel e key[ x]
y  �rstchild( x)
whi l e y 6= NIL do

preOrderTreeWalk( y)
y  nextchild( y)

� Al ku ku t s u

preOrderTreeWalk(root[ T ])

toi m i i vain kun root[ T ] 6= NIL .

� Esi m e r kki p u u m m e sol m u t

esi j ä r j e s t y kse s s ä lu e te l tu i n a:

a; b; e; f; c; d:
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Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

Jäl ki j ä r j est ys on alg o r i tm i n a

postOrderTreeWalk( x)
y  �rstchild( x)
whi l e y 6= NIL do

postOrderTreeWalk( y)
y  nextchild( y)

k äsittel e key[ x]

� Al ku ku t s u

postOrderTreeWalk(root[ T ])

toi m i i vain kun root[ T ] 6= NIL .

� Esi m e r kki p u u m m e sol m u t

jälki j ä r j e s t y kse s s ä lu e te l tu i n a:

e; f; b; c; d; a:
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Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

� Esi - , sis ä- ja jälki j ä r j e s t y s ovat pu u n

syvyys s u u n tai s i a läp i k ä yn te j ä:

sol m u n lap s e t k äsitel l ään enn e n sen

sis a r u ksi a.

Leve yssuuntain en läp i k ä yn ti toi m i i toi s i n .

� Puu k ä ydään läp i taso tasol ta

1. juu r i

2. juu r e n lap s e t

3. juu r e n lap s e n l ap s e t

4. . . .

ja tason sis äl l ä vasemm al t a oi k eal l e .

� Puu m m e sol m u t leve y s s u u n tai s e s t i :

a; b; c; d; e; f:
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Yle i s e n puu n talletu s ja läpi k ä yn t i 3.6

� Pid e tään yll ä k esk ener äi s t e n töi d e n

mu i s ti l i s taa Q :

� Sisäl t ö n ä ovat ne sol m u t jotk a on jo

näht y mu tt a ei viel ä k äsitel t y .

� Seuraavaksi otetaan k äsittel y y n li s t an

ensi m m äi n e n sol m u .

� Käsite l tävän sol m u n lap s e t vied ään li s tan

lo p p u u n .

� Sii s mu i s t i l i s t aksi k ä y k alvoj e n 2.2 jon o .

� Al g o r i tm i n a

Q  alu ksi t yhj ä sol m u j o n o

enqueue( Q; root[ T ])
whi l e not isempty( Q) do

x  dequeue( Q)
k äsittel e key[ x]
y  �rstchild( x)
whi l e y 6= NIL do

enqueue( Q; y )
y  nextchild( y)

� Jällee n ol e tam m e että root[ T ] 6= NIL .
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Puut ong e l m an r atk ais u s s a 3.7

3.7 Puu t ongelmanratk aisu ssa

� T utustu taan pu i d e n k ä yttö ön

� on g e l m an r atk ais u n

� alg o r i t m i k eh i t y kse n

apun e u v o i n a.

� Yksi pu i d e n tä rk eistä k ä yttötavoi s ta on

� on g e l m an r atk ais u s s a tapahtu v an

lask en n an etene m i s e n kuvaami n e n

� jotta voi m m e ol l a va rmo j a, että ratk aisu

to d e l l aki n tutki i k aikki mahd o l l i s e t

vaih t o e h d o t.
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1

3.7.1 Kahdek sa n kuni n g atta ren ongelma

� Mite n voi m m e sij o i ttaa shakkil au d al l e

8 kuni n g ata rta site n , että ne eivät uh k aa

toi s i aan ?

� Kun i n g ata r uh k aa samall a ri v i l l ä, sa rakk eell a

sek ä di ag o n aal i l l a ol e v i a ru u tu j a.

Seuraavan esi m e r kki ku v an va rjo s te tt u j a

ruu tu j a.

� Yl e i s te tt y versi o on g e l m asta: mi te n saamme

sij o i t e ttu a n kuni n g ata rta n � n -k ok o i s e l l e

shakkil au d al l e ?
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1

� Etsi tään oi k ea kuni n g ata rase te l m a

system aatti s e s ti kun n = 4 :

� Al o i te taan t yhj äl t ä laud al t a.

� jok ai n e n kuni n g ata r on om al l a ri v i l l ään ,

jok ai n e n ri v i lo p u l ta k ä ytössä.

� Aset e t aan ri v i n 1 kuni n g ata r � 4 eri

mahd o l l i s u u tta.

� Seuraavaksi asetetaan ri v i n 2

kuni n g ata rta:

� Y r i te tään sa rakk eita 1,2 ,3 ,4

vasemm al ta oi k eal l e .

� Huo m aam m e : ol e m m e mu o d o s tam ass a

pu u ta, jok a kuvaa eri l ai s e t

ratk aisu m ah d o l l i s u u d e t .

� Kaksi vasemm an p u o l e i s i n ta yri t y s tä

ovat jo nyt tuh o o n tuo m i ttu j a, eik ä

ni i t ä sii s k annata enää jatk aa.

� Jatk etaa n pu u n pi i r täm i s tä ri v e i l l e 3,4

kunn e s lö y t y y ratk aisu .
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1

� Kuvass a pu u n sol m u t on nu m e r o i t u

k alvoj e n 3.6 esi j ä r j e s t y kse s s ä

� eli pu u on ajateltu pi i r r e t y ksi

esi j ä r j e s t y kse s s ä

� ja yhd e ksän t e n ä pi i r r e tt y sol m u on sii s

ratk aisu a vastaava p el i t i l an n e .

� Kun lau d an k ok o n k asvaa, tul e e pu u s ta

va rsi n suu r i .

� Kui t e n k aan k ok o pu u n ei ta rvits e ol l a

tall e te ttu n a mu i s ti i n samall a k ertaa:

ri i tt ää että mu i s ti s s a on ain o astaan rei t ti

juu r e s ta pa rh ai l l aan tutki ttavaan sol m u u n .

� V o i m m e etsi ä ratk aisu n n kuni n g atta re n

on g e l m aan suo r i ttam al l a ratk aisu p u u n

läpi k ä yn n i n esi j ä r j e s t y kse s s ä il m an että

ratk aisu p u u ta on mi s s ään vaih e e s s a

ol e m ass a!

� Ratk a isup u u ta k ä ytettii n algo r i t m i n

suu n n i t te l u s s a .
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1

� Yh tä p el i l au taa esi t tää n � n alkio n

totu u s a r v o tau l u kk o table mi s s ä

table[ x][ y] = on k o ri v i n x sa rakk eessa y
kuni n g ata r vaik o ei.

� Oletetaan että k ä ytössä on apufu n kti o

check(table) =

on k o taul u k o n table kuvaama p el i l au t a yhä

tä yden n e tt ävi s s ä ratk aisu ksi vaik o ei?

� Jos taul u k o s s a table on jo k aikki n
kuni n g ata rta, ni i n apufu n kti o vastaa

on k o se ratk aisu vaik o ei.

� Ap u fu n kti o saa vastata false vasta sil l o i n ,

kun on va rmaa , ettei taul u k o s ta table voi

mi te n k ään enää saada ratk aisu a.

� Ratk a isu lö y t y y sitä no p e am m i n , mi tä

aik aisem m i n apufu n kti o usk altaa vastata

false .
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1

� Al u ksi

1. lai te taan n � n taul u k o n table jok ai s e n

ruu d u n a rvoksi false

eli alo i te taan t yhj äl tä p el i l au d al ta

2. kutsu taan rekur s i i v i s ta

ratk aisu n h aku fu n kti o t a

putqueen(table ; 1) .

� Tämä hakufun kti o on

putqueen(table ; r )
1 i f not check(table) then return false
2 i f r = n + 1 then

3 p ri n t( table )

4 return true
5 fo r s  1 to n do

6 table2  table � lau d asta uu s i k opi o

7 table2[ r ][ s]  true
8 i f putqueen(table2 ; r + 1) then

9 return true
10 return false
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1

� Ka rsi t aan p o i s sel l ai n e n p el i l au ta table jota

ei voi laajen t aa ratk aisu ksi (rivi l l ä 1).

� Jos lau taa ei ta rvits e enää laajen t aa, ni i n

� tul o s t e t aan se vastauksen a

� il m o i te taan kutsu j al l e �kyll ä lö y t y i �

(rive i l l ä 2� 4 ).

� Muu t e n s k ä y läp i k aikki sa rakk eet (rivi l l ä 5).

� Y r i te tään sij o i tt aa nykyi s e n ri v i n r
kuni n g ata r sa rakk eell e s (rive i l l ä 6� 7 ).

� T a rkistetaan rekur s i i v i s e s ti (rivi l l ä 8) voi k o

näin tä yden n e t y n laud an table2 ratk aista.

� Jos täll ä sa rakk eell a s voi , ni i n vastataan

heti �kyll ä voi � (rivi l l ä 9).

� Jos mi l l ään sa rakk eell a s ei voi n u t, ni i n

vastataan lo p u ksi �ei voi � (rivi l l ä 10 ).
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1

� Al g o r i tm i k ä y läpi pu u n T , jok a ei ol e

mi s s ään vaih e e s s a rak enn e t tu n a mu i s ti i n .

Tällais ta pu u t a sano t aan im p l i s i i tti s e ksi

pu u ksi .

� Jos pu u T ol i s i k ok on aan mu i s ti s s a, ol i s i sen

k ok o valtava:

O
�
1 + n + n2 + n3 + � � � + nn

�

sol m u a.

� Nyt mu i s t i s s a on ki n vain p o l ku pu u n T
juu r e s ta nykyi s e e n sol m u u n .

Tilavaativu u s p ysy y k ohtu u l l i s e n a

O ( n � m)

mi s s ä

n � 1 = p o l u n maksim i p i tu u s

m = yhd e n p el i l au d an vaatima til a

= O
�
n2

�
ratk aisu s s am m e :
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Kahdeksan kuni n g atta re n ong e l m a 3.7.1

� Ai k avaativu u s sen sij aan on suu r i :

vai kk a k aikkia sol m u j a ei ta rvits e k aan

k ä ydä läp i

si l ti läp i k ä ytävi e n sol m u j e n mää rä voi

k asvaa eksp o n e n ti aal i s e s t i on g e l m an

k o on n suh te e n .

� Kä ytänn ö n ajanta rp e e n voi (noi n ) pu o l i tt aa

hu o m aam al l a vasen/ o i k ea- s y m m e tr i an :

ensi m m äi s e s t ä ri v i s tä ri i tt ää tutki a vain sen

vasen pu o l i s k o .

� Kä yttämästämm e

on g e l m an r atk ais u te kn i i k asta k ä ytetään

ni m i t y s t ä b ran c h - an d - b o u n d :

Haa raudutaan ratk aisu a etsi tt äes s ä yhä

syvem m äl l e eri vaih to e h to j e n pu u s s a.

Rajataan etsi n tää lei kk aamall a haa ra p o i s

kun se oso i t tau tu u mahd o t to m aksi .
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P ermu taati o t 3.7.2

3.7.2 P ermutaatiot

� Kalvo j e n 3.7 .1 ratk aisu s tr ateg i aa voi m m e

k ä yttää my ö s gen e r o i m aan lu ku j e n

1; 2; 3; : : : ; n k aikki p er m u taati o t .

� T a rk a stellaan p er m u taati o i t a kun n = 4 :

� P ermu taati o n ensi m m äi n e n lu ku voi mi k ä

tahansa lu v u i s ta 1; 2; 3; 4 .

� vasen haa ra jatkui s i site n että seur aava

nu m e r o voi ol l a joku jou k o s ta 2; 3; 4 :

lu ku 1 on jo k ä ytett y , sil l ä se alo i t taa

p er m u taati o n .

� Pii r r e tään p er m u taati o p u u ta pi te m m äl l e .

� V al m i i t p er m u taati o t lö y t y v ät sii s pu u n

leh d i s tä.

� Jos leh d e t gen e r o i d aan esi j ä r j e s t y kse s s ä,

ni i n p er m u taati o t saadaan

sanakir j aj ä r j e s t y kse s s ä.
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1
2

3
4
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P ermu taati o t 3.7.2

� Al g o r i tm i p er m u taati o i d e n gen e r o i m i s e e n :

� Kä ytetään totu u s a r v o tau l u kk o a

used[1 : : : n ] .

� used[ i ] = on k o lu ku a i jo k ä ytett y

p er m u taati o s s a.

� Al ku a r v o n a sii s used[ i ] = false k aikil l a

in d e kse i l l ä i .

� Kä ytetään my ö s taul u kk o a table[1 : : : n ] .

� P ermu taati o n j :s lu ku on table[ j ] .

� Kuts u taan generate(table ; used; 1) mi s s ä

generate(table ; used; k)
1 i f k = n + 1 then p ri n t( table )

2 else fo r i  1 to n do

3 i f not used[ i ] then

3 used2  used
4 used2[ i ]  true
5 table2  table
6 table2[ k]  i
7 generate(table2 ; used2 ; k + 1)

581 3 1 : Tieto rak ente e t 310



P ermu taati o t 3.7.2

� Op eraati o n toi m i n t ai d e a:

� Rivi l l ä 1 ta rkistetaan on k o p er m u taati o

jo valm i s ; jos on ni i n tul o s te taan se.

P a rametri k il m ai s e e , mo n e t tak o lu ku a

ol l aan nyt li s ääm äss ä.

� Jos ei viel ä ol e , ni i n jatk etaan

p er m u taati o t a k aikil l a lu v u i l l a i joi t a viel ä

ol e k ä ytett y (rivi t 2� 3 ).

� V u o r o l l aan kukin k ä yttämätön lu ku i

1. mer ki tään k ä ytet yksi (rivi t 3� 4 )

2. li i te tään p er m u t aati o o n (rivi t 5� 6 )

3. laajen n e taan valm i i ksi rekur s i i v i s e s t i

(rivi 7).

� Ero n a n kuni n g atta re n on g e l m aan on sii s

täll ä k ertaa se, että pu u n gen e r o i m i s ta ei

lo p e te t a mi s s ään vaih e e s s a, sil l ä hal u am m e

tul o s t aa k aikki p er m u t aati o t.

� Kysees s ä on sii s b ran c h - an d - b o u n d il m an

b o u n d - m ah d o l l i s u u tta.
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P ermu taati o t 3.7.2

Ti l av aati v u u s on yhä va rsi n k ohtu u l l i n e n

O
�
n2

�

sil l ä yhd e n rekur s i o taso n viem ä til a on

O ( n)

ja rekur s i o taso j a on n kpl .

Ai k avaati v u u s on

O
�
1 + n + n2 + : : : + nn

�
= O

�
nn+1

�
:
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Kaupp am atku s taj an ong e l m a 3.7.3

3.7.3 Kauppamatk ustajan ongelma

� Hels i n g i s s ä asuvan k aupp am atku s taj an

tä yt yy vier ai l l a Lahdes s a, T urus s a, P o ri s s a

ja T amp eree l l a.

� Matk akulu j e n mi n i m o i n ti bi s n e kse s s ä on

tä rk eää: mi k ä on lyh i n rei tt i jok a

� alk aa Hels i n g i s t ä

� päätt yy Hels i n ki i n

� sis äl tää yhd e n vier ai l u n kussakin

k aupu n g i s s a?

� Huo m aam m e että mahd o l l i s e t rei ti t ovat

k aupu n ki j o n o n T urku, T amp ere, P o ri , Lahti

p er m u taati o t .

� V o i m m e sii s k ä yttää ratk aisu s s a samaa

p er i aatetta kui n p er m u taati o i d e n

tul o s t u kse s s a k alvoi l l a 3.7 .2 :

näin sii s saamme system aatti s e s ti

gen e r o i tu a k aikki mahd o l l i s e t rei ti t .
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Kaupp am atku s taj an ong e l m a 3.7.3

� Reiti n pi t u u s k annattaa lask ea heti

gen e r o i n n i n yhtey d e s s ä:

� P alatessamm e etsi n t äp u u ta ylö s p äi n

mu i s tam m e mi k ä ol i pa rh aan kyseis tä

k autta kul k evan rei t i n pi tu u s .

� Uutta rei tti ä etsi t täes s ä nykyi n e n haa ra

voi d aan k a rsia, jos se k asvaa ain aki n yhtä

pi t k äksi kuin pa ras aiem m i n lö y d e t t y

rei tt i � b ran c h and b o u n d , jäll e e n .

� Kuten kuvassa k esk ener äi n e n ratk aisu

Hels i n ki

237���! P o ri

240���! Lahti

213���! T urku

on jo nyt pi te m p i ( 690 km) kui n pa ras

sii h e n men n e s s ä lö y d e tt y valm i s ratk aisu

Hels i n ki

104���! Lahti

126���! T amp ere

114���!

P o ri

139���! T urku

165���! Hels i n ki

( 648 km).

� K ok o etsi n t äp u u n läp i k ä yt y ämm e saamme

tieto o n lyh y i m m än rei ti n pi tu u d e n .

� Samall a toki k annattaa mer ki tä mu i s ti i n

mi n k ä k aupu n ki e n k autta rei tti kul k ee.
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Kaupp am atku s taj an ong e l m a 3.7.3

� Al g o r i tm i h ah m o te l m a:

� Num e r o i d aan k aupu n g i t 1; 2; 3; : : : ; n .

Esi m e r ki s s äm m e n = 5 .

� Lähtök aup u n ki on 1 .

Esi m e r ki s s äm m e Hels i n ki = 1 .

� Väl i m atk ataul u kk o dist[1 : : : n ][1 : : : n ] :

dist[ p][ q] = dist[ q][ p] = k aupu n ki e n p ja q
väli n e n lyh y i n etäisyy s ( > 0 ).

� T otuu s a r v o tau l u kk o visited[1 : : : n ] k erto o

mi s s ä k aupu n g e i s s a on jo vier ai l t u

tutki tt aval l a p o l u l l a.

� Al u s t u s on sii s visited[ i ] = false jok ai s e l l e

in d e ksi l l e i .

� Rekursi i v i n e n rei ti n h aku alk aa kutsu l l a

gen(+ 1 ; visited ; 1; 1)

jon k a tul o kse n a saadaan lyh y i m m än

rei ti n pi t u u s .
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Kaupp am atku s taj an ong e l m a 3.7.3

gen(best ; length ; visited ; cur ; k)
1 i f k = n then return length + dist[cur][1]
2 mybest  + 1
3 fo r i  2 to n do

4 i f not visited[ i ] then

5 vis2  visited
6 vis2[ i ]  true
7 i f length + dist[cur][ i ] < best then

8 newp  gen(best ;
length + dist[cur][ i ];
vis2 ; i; k + 1)

9 i f newp < mybest then

10 mybest  newp
11 i f newp < best then

12 best  newp
13 return mybest

best = pa rh aan jo lö y d e t y n rei ti n pi tu u s .

� Kä ytetään ri v i l l ä 7 k a rsim aan hakua.

� Al ku a r v o saadaan pa ram e t r i n a: pa ras

ni i s t ä rei te i s tä, jotk a eivät laajen n a

nykyi s tä rei tt i ä.

� Pid e tään ajan tasall a ri v e i l l ä 11 � 1 2 .
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Kaupp am atku s taj an ong e l m a 3.7.3

newp = nykyi s e n rei t i n nykyi n e n laajen n u s

(rivi t 3� 6 ja 8).

cur = nykyi s e n rei ti n nykyi n e n k aupu n ki .

P äivi te tään ri v i n 8 rekur s i o ku t s u s s a

vastaamaan nykyi s tä laajen n u s ta.

mybest = pa ras nykyi s tä rei tti ä laajen t am al l a

saatu ratk aisu .

� Al u s t e t aan ri v i l l ä 2, kun yhtään

laajen n u s t a ei viel ä ol e k ok eil tu .

� Pid e tään ajan tasall a 9� 1 0 .

k = kui n k a mo n e s s a k aupu n g i s s a on jo k ä yt y .

� Jos k aikki k aupu n g i t on k ä yt y (rivi 1),

ni i n sul j e taan ren g as pal aam al l a

läh tö k au p u n ki i n .

� Muu te n k asvatetaan ri v i n 8

rekur s i o ku ts u s s a.
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Kaupp am atku s taj an ong e l m a 3.7.3

length = kui n k a pi t k ä rei ti n tähän asti tutki ttu

osa on .

Nykyise n rei ti n pi d e n n y kse t lask etaan

ri v e i l l ä 1, 7 ja 8.

Ti l av aati v u u s k ohtu u l l i n e n

O ( n � m)

ol e tt aen että yksi rekur s i o t aso voi d aan

tall e ttaa til ass a O ( m) .

Ai k avaati v u u s pahi m m i l l aan eksp o n e n ti aal i n e n

k aupu n ki e n lu ku m ää rän n suh t e e n .

� Ong e l m al l e ei tied e tä all e

eksp o n e n ti aal i s t a ratk aisu al g o r i tm i a.

� Itse asiassa on vahvo j a syi tä epäi l l ä, että

teho k asta eli p o l y n o m i s ta ei li e n e

ol e m ass ak aan. . .

� . . . mu t ta sito v a to d i s tu s pu u tt u u yhä.

� Kysees s ä on ns. NP-tä ydel l i n e n on g e l m a,

aih e e s ta enem m än kurss i l l a Lask ennan

vaativu u s .
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P elip u u 3.8

3.8 P el i p u u

� Tietok o n e p el aa ri s ti - n o l l aa ih m i s tä vastaan

3 � 3 ru u d u k o s s a.

� On ri s ti n vuo r o , mi tä tieto k o n e e n k annattaa

tehd ä seur aavassa til an t e e s s a?

� Tietok o n e rak entaa päätöksen s ä tueksi

p el i p u u n .

� On tehtävä sii s vali n t a 3 mahd o l l i s e n sii r r o n

suh te e n .

� P eli p u u h u n on kirj attu auki k aikki

ri sti n (tieto k o n e e n ) mahd o l l i s e t sii r r o t nyt

noll an (ihm i s v astu s taj an ) mahd o l l i s e t

vastasii r r o t sen jälk een

l opp u p el i t näi s t ä sii r t o p a r e i s t a eteen p äi n .
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P elip u u 3.8

� P eli n lo p p u ti l an te e t = p el i p u u n

lo p p u s o l m u t .

� Jok aiseen lo p p u s o l m u u n on mer k attu

til an te e n a rvo ri s ti n k annal ta:

+1 = voi tt o

� 0 = tasap el i

� 1 = tappi o :

� Sii s mi n k ä sii r r o n tieto k o n e vali t s e e ?

(1) joh taa lo p u l t a jom m an kumm an

voi tt o o n

(tasap eli on mahd o to n )

(2) joh taa jok o tasap el i i n tai ri s ti n voi tt o o n

(nol l a ei voi voi ttaa)

(3) joh taa jok o tasap el i i n tai no l l an

voi tt o o n

(risti ei voi voi t taa).
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� Jä rk evin tä on vali t a (2) :

� on yhä mahd o l l i s t a voi tt aa

(jos no l l a p el aa k ehn o s ti )

� mu tt a ei ain ak aan voi d a enää hävi tä

(vaikk a no l l a p el ai s i ki n vaikk a kui n k a

hyvi n ).

� Strategi an a on vali t a pa rh aan a rvon

(voi tto +1 , tasap el i � 0 tai tappi o � 1 )

tuo t tava haa ra

� kun ol e te taan että vastustaj an i p el aa

mahd o l l i s i m m an hyvi n

� eli vali ts e e samasta pu u s t a itse l l e e n

pa rh aan (eli mi n u l l e hu o n o i m m an )

haa ran.

� Seuraavassa p el i p u u pi i r r e tt y n ä hi u k an

abstrakti m m i n .
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P elip u u 3.8

� P eli p u u evalu o i d aan läh ti e n leh d i s t ä edete n

juu r e e n :

Mustat sol m u t

� edu s tavat ri s t i n om aa sii r to v u o r o a

� ovat ns. max -s o l m u j a

� saavat a rvokse e n lap s e n jol l a on suu r i n

a rvo.

V alk oi set sol m u t

� edu s tavat vastustaj an eli no l l an

sii r t o v u o r o a

� ovat ns. mi n - s o l m u j a

� saavat a rvokse e n lap s e n jol l a on pi e n i n

a rvo.

� Risti n sii r to a vastaa se lap s i , jos ta juu r e n

max-s o l m u sai a rvon s a.

(Yhtä maksim aal i s e n hyvi ä lap s i a voi ol l a

mo n ta.)
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P elip u u 3.8

� Kuten edel l i s i s s ä esi m e r k ei s s äm m e

(k alvoi l l a 3.7 )

nytk ään ei ta rvits e lu o d a k ok o p el i p u u t a

ekspl i s i i tt i s e s t i mu i s ti i n

vaan ri i tt ää gen e r o i d a yksi p o l ku k erral l aan .

� Seuraavat vuo r o tt ai n rekur s i i v i s e t op e r aati o t

suo r i t tavat p el i p u u n evalu o i n n i n .

� Al u ksi kutsu taan

risti( nykyi n e n p el i ti l an n e )

ja vastauksen a saadaan pa ras va rma p el i n

lo p p u t u l o s .

581 3 1 : Tieto rak ente e t 329



P elip u u 3.8

risti( v)
1 i f p el i on oh i then

2 i f ri s ti voi t ti then return +1
3 i f no l l a voi tti then return � 1
4 return � 0
5 mybest  �1
6 fo r eac h sol m u n v lap s i w do

7 newval  nolla( w)
8 i f newval > mybest then

9 mybest  newval
10 return mybest

nolla( v)
1 i f p el i on oh i then

2 i f ri s ti voi t ti then return +1
3 i f no l l a voi tti then return � 1
4 return � 0
5 myworst  + 1
6 fo r eac h sol m u n v lap s i w do

7 newval  risti( w)
8 i f newval < myworst then

9 myworst  newval
10 return myworst
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P elip u u 3.8

� Rivi l l ä 1 tutki taan , on k o p el i jo oh i :

� lau ta tä ynn ä

� jom m al l a kumm al l a k ol m e n suo r a.

Sil l o i n pal au te taan vastaava a rvo (rivi t 2� 4 ).

� Jos p el i jatkuu viel ä, ni i n

1. k ä ymme läp i k aikki mahd o l l i s e t sii r r o t

(rivi 6)

2. evalu o i m m e mi te n p el i etene e tämän

sii r r o n seur au kse n a (rivi 7).

� F unkti o risti( v) pal au tt aa pa rh aan

lö y t äm än s ä sii r r o n antaman a rvon (rivi t 5, 8

ja 9).

� F unkti o nolla( v) hu o n o i m m an .
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� Esi te tt y p el i p u u n evalu o i n ti m e n e te l m ä

kulk ee kirj al l i s u u d e s s a ni m e l l ä mi n - m ax- (tai

mi n i m ax- )al g o r i tm i .

� Risti - n o l l ass a p el i p u u t ovat viel ä

k ohtu u l l i s e n k ok oi s i a, eli pa rh aan

mahd o l l i s e n sii r r o n vali n ta vie k ohtu u l l i s e n

ajan.

(Huom aa: jotku t pu u n haa rat ovat

symm e t r i s i ä eik ä k esk enään �saman l ai s i s t a�

ta rvits e tutki a kuin yksi vaih t o e h t o .)

� Esi m e r ki ksi shakis s a til an n e on ki n aivan

toi n e n :

p el i p u u t ovat ni i n suu r i a että ni i d e n

läpi k ä yn t i k ok on ai s u u d e s s aan on

mahd o to n t a

581 3 1 : Tieto rak ente e t 332



P elip u u 3.8

� Tällö i n pa ras mi tä voi d aan tehd ä on

� gen e r o i d a p el i ti l an te i ta vain tiett yy n

syvyytee n asti

� a rvio i d a k atk a isusyv y y d e s s ä k esk en

jäävän p el i ti l an te e n a rvoa jote n ki n

(jäljel l ä ol e v at om at/ v astu s t aj an

napp u l at, asetelm a laud al l a, ym . . . )

� k a rsia hakua

b ran c h - an d - b o u n d - t y y p p i s e s ti

ns. alfa-b eta- k a rs i n n al l a.

� Sil l o i n tieto k o n e e n

p el i t ai to � syvyys + a rvio i n ti tap a :

� Lisää kurss i l l a T ek oäly .

� On my ö s p el e j ä, joi d e n pu u n

haa rautu m i s aste eli sii r to v ai h to e h to j e n

mää rä on li i an suu r i , jotta päästäisi i n

jä rk evi i n syvyyksi i n jä rk evässä ajassa.

Esi m e r ki ksi lau tap e l i s s ä Go on � 350 eri

aloi t u s v ai h to e h to a. . .
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Hajautus 4

4 Hajautus

� T a rk a stellaan edel l e e n k alvoi l l a 1.5

mää ri te l l y n jou kk o t i e t o t y y p i n toteu ttam i s t a.

� Usei s s a sove l l u ksi s s a ri i ttää että op e r aati o t

i n s ert , delete ja sea rch toi m i v at ylee n s ä

hyvi n no p e asti .

� A vai n te n jä rjes t y s tä k ä yttäviä op e r aati o i t a

min/max ja p red/succ ei ta rvita.

(T a i ta rvitaan ni i n ha rvo i n , ettei ni i tä

k annata no p e u ttaa.)

� Kalvo j e n 3.4 pu h e l i n l u e tt e l o s s a tuski n

ta rvitaan �seu r aavaksi suu r e m p aa

pu h e l i n n u m e r o a� tms.

� Sen sij aan pu h e l i n l u e tte l o n in d e ksi s s ä ni m e n

mu k aan (aak k os)jä rjest yso p e r aati o i ta

voi d aan ta rvita.
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Hajautus 4

� Jos i n sert , delete ja sea rch ri i tt ävät, ni i n

hajautu s r ak en n e on va rteen o t e t tava jou k o n

toteu t u s tap a.

� P erus i d e a:

� k osk a avaimi a ei ta rvits e tall e ttaa

jä rjes t y kse s s ä

� ni i n avaimet voi d aan tul ki t a

(etume r ki ttö m i n ä k ok on ai s ) l u ku i n a

� joi l l a saa tehd ä lasku to i m i tu ksi a

� joi d e n tul o ksi a voi k ä yttää

taul u kk o i n d e kse i n ä .
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Hajautus 4

� Kalvo j e n 3 hakup u i h i n verr attu n a

+ op e r aati o t viev ät vain vakioajan

O ( 1)

mu tt a vain �jo s k aikki on viel ä hyvi n � . . .

� hajautu s tau l u s s a voi ol l a ru u h k aa:

� se voi ol l a (lähes ) tä ysi

� op e r aati o t voi v at k eskitt y ä vain

pi e n e e n osaan sii tä.

Sil l o i n op e r aati o t hi d astu v atki n samaan

li n e aa ri s e e n aik aan

O ( n)

(mis s ä n on avainte n lu ku m ää rä) kui n

k alvoj e n 2.4 li s to i l l a.

� Uhr aamme va rman takuun suo r i t u s aj asta

O ( log n)

k aikiss a ol o s u h te i s s a

saadakse m m e no r m aal i o l o s u h t e i s s a

pa rh aan mahd o l l i s e n .
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Hajautus 4

� Olk o o n

U = k aikkien mahd o l l i s te n avainte n jou kk o :

� Otetaan k ä yttö ön

T [0 : : : m � 1] = hajau tu s tau l u kk o

mi s s ä

m = taul u k o n pi tu u s

joh o n avaimet tall e t e t aan .

� Nyt

m � j Uj

eli mahd o l l i s i a avaimi a on pal j o n enem m än

kuin taul u kk o p ai kk o j a.

� Jopa ää retön mää rä.

� Jos ol i s i jUj � m , ni i n jok ai s e l l e

avaimel l e k 2 U ri i ttäi s i om a yksit yi n e n

taul u kk o p ai kk a T [k] .
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Hajautus 4

� Mää ritel l ään hajautu s fu n kti o

h : U ! f 0; 1; 2 : : : ; m � 1g

� eli hajaut u s fu n kti o h kuvaa jok ai s e n

avaimen k jol l e ki n k ok on ai s l u v u l l e h( k)
väli l t ä 0; 1; 2; : : : ; m � 1

� eli jol l e ki n taul u k o n T in d e ksi l l e .

� Sanotaan: h( ki ) on avaimen ki (k oti)os o i t e .

Ideana on tall e t taa avain ki
k osti o s o i tte e n s a h( ki ) mu k ai s e e n

taul u kk o p ai kk aan T [h( ki )] .

� Kuten seur aava kuva k erto o , voi k aksi

avainta saada saman oso i t te e n

� eli joi l l e ki n avaimi l l e k3; k4 voi ol l a

h( k3) = h( k4) .

� Sanotaan: avainte n k3 ja k4 väli l l ä sattuu

yhtee n tö r m ä ys .

� Nämä yhtee n tö r m ä ykset on se

ruu h k ai s u u s , jok a voi hi d astaa

hajautu s ta.
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Hajautus 4

� Oleel l i s ta on ki n suu n n i te l l a

hajautu s fu n kti o h sel l ai s e ksi , että

yhtee n tö r m ä yksi ä tapahtu u mahd o l l i s i m m an

vähän.

� P alataan hi e m an my ö h e m m i n

hajautu s fu n kti o n suu n n i t e l u u n .

� Mutta ol i p a hajautu s fu n kti o mi t e n hyvä

tahansa

ei jok ai s e l l e pai k al l e ylee n s ä ri i tä om aa

oso i te tt a

kun tall e te t tavi e n alkio i d e n mää rä n k asvaa

ta rp ee ksi suu r e ksi

(vii m e i s tään kun n > m ).

� T a rvitaan sii s väistäm ättä jon ki n l ai n e n

yhtee n tö r m ä ys te n k äsittel y s tr ateg i a .
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Yhtee n tö r m ä ykset yli v u o to k etj u u n 4.1

4.1 Yhteentö rm ä yk se t

yl i v u otok e t juun

� Yksi tapa ratk aista yhtee n tö r m ä ykset on

tall e ttaa yhtee n tö r m äävät alkio t

li n ki te t t y i h i n li s to i h i n .

� Tämä li e n e e k ä ytännö s s ä usei m m i te n pa ras

tapa.

� Kir j al l i s u u d e s s a tätä yhtee n tö r m ä ys te n

ratk aisu s tr ateg i aa sano taan k etjutu kse ksi

(yleen s ä chai n i n g , mu tt a joi s s aki n kirj o i s s a

op e n hash i n g ).

� Seuraavassa kuvassa hajautu s tau l u k o n

alkio T [i ] sis äl tää sen li s t an

joh o n lai te taan k aikki ne tall e t tavat avaime t

joi d e n k otio s o i tte e ksi tul e e i .
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Yhtee n tö r m ä ykset yli v u o to k etj u u n 4.1

� Esi te tään nyt toteu t u s k etjutu kse l l a

va rus te ttu u n hajau tu kse e n k ä yttäen

k alvoi l l a 2.4 esi t e l t y j ä li n ki te tt y j ä li s t o j a.

� Nyt taul u k o n T [0 : : : m � 1] kukin alkio T [i ]
on sii s vii te om an li s tan s a alkuu n .

� Al u s s a hajau tu s al u e on t yhj ä eli jok ai n e n

T [i ] = NIL .

� Tietuee n etsi m i n e n hajautu s r ak en t e e s t a T
avaimel l a k :

hashSearch( T; k)
1 L  T [h( k)]
2 x  listSearch( L; k )
3 return x

Rivi l l ä 1 sel v i t e t ään se taul u n T li s t a L ,

jok a voi sis äl tää avaimen k .

Rivi l l ä 2 kutsu taan li s t an hakuo p e r aati o t a

hak emaan avainta k li s tasta L .
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Yhtee n tö r m ä ykset yli v u o to k etj u u n 4.1

� Tietuee n x li s ääm i n e n

hajautu s r ak en t e e s e e n T on vastaavasti:

hashInsert( T; x )
1 L  T [h(key[ x])]
2 listInsert( L; x )

Rivi l l ä 1 sel v i t e t ään se taul u n T li s t a L ,

jok a voi sis äl tää avaimen key[ x] .

Rivi l l ä 2 kutsu taan li s t an li s ä ys o p e r aati o ta

li s ääm ään tietu e x li s taan L .

� Samoi n tietu e e n p o i s t am i n e n :

hashDelete( T; x )
1 L  T [h(key[ x])]
2 listDelete( L; x )

Rivi l l ä 1 sel v i t e t ään se taul u n T li s t a L ,

jok a voi sis äl tää tietu e e n x .

Rivi l l ä 2 kutsu taan p o i s t o - o p e r aati o ta

p o i s tam aan tietu e x li s tasta L .

T a rvitaan my ö s li s ta L , k osk a x voi ol l a sen

ensi m m äi n e n tietu e .
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Yhtee n tö r m ä ykset yli v u o to k etj u u n 4.1

� Mik ä on op e r aati o i d e n aik avaativuu s ?

� Oletetaan että hajaut u s fu n kti o n h a rvon

lask em i n e n vie vakioajan

O ( 1) :

� Kalvo i l t a 2.4 mu i s tam m e että my ö s li s to i s s a

tietu e e n li s ä ys ja p o i s t o viev ät vakioajan

O ( 1)

(kunh an vali t aan sop i v at toteu tu s tap a).

� Lisä ys ja p o i s t o viev ät sii s vakioajan

O ( 1)

k osk a ni i s s ä

1. lask etaan hajautu s fu n kti o n h a rvo

2. in d e kso i d aan tul o kse l l a taul u kk o a T

3. sove l l e taan taul u kk o p ai k an sis äl tö ö n

li s tao p e r aati o ta.
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Yhtee n tö r m ä ykset yli v u o to k etj u u n 4.1

� Kalvo i l t a 2.4 mu i s tam m e että j alkio ta

sis äl täväl tä li s t al ta L etsi n t ä vie li n e aa ri s e n

ajan

O ( j )

li s t an pi tu u d e n j suh t e e n .

� Hajautu s tau l u s ta etsi n n än aik avaativuu s sii s

ri i p p u u eri yli v u o to l i s to j e n pi tu u d e s t a.

P ahi mmassa tapaukses s a

� k aikki taul u k o n n avainta saavat saman

oso i tt e e n i

(tai pääosa avaimi s t a)

� eli päät yvät samaan li s taan T [i ]

� jos ta haku vie sii s li n e aa ri s e n ajan

O ( n) :

� Sil l o i n hajaut u s k ä yttä yt yy kui n li s t a.

� Hajautu s p yr ki i pa rem p aan , jote n pahi n

tapaus ei anna oi k eu d e n m u k ai s t a kuvaa.
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Yhtee n tö r m ä ykset yli v u o to k etj u u n 4.1

Kesk imää räisen tapauksen a rvio :

� Oletetaan, että kun hajau tu s fu n kti o h
�vali t s e e � taul u kk o p ai kk aa nykyi s e l l e

avaimel l e ki , ni i n

� jok ai n e n pai k o i s ta T [0 : : : m � 1] on

yhtä to d e n n äk ö i n e n , eli h

� jak aa avaimet k tasaises ti

taul u kk o o n T

� on hyvä hajaut u s fu n kti o

� ri p p u m atta aik aisem m i l l e avaimi l l e

: : : ; k i � 3; k i � 2; k i � 1 vali tu i s ta pai k o i s ta

eli h ei väli tä taul u k o s ta T .

� Sil l o i n jok ai s e n li s t an T [i ] pi tu u d e n

o d o t u s a r v o on

� =
n

m
mi s s ä n on tall e te tt u j e n avainte n

lu ku m ää rä (p eru s te l u siv u u te taan ).

� Suu r e t ta � kutsu t aan tä yttösu h t e e ksi .
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Yhtee n tö r m ä ykset yli v u o to k etj u u n 4.1

Odotusa rvo on to d e n n äk ö i s y y s l ask en n an

k äsite, jon k a in tu i t i o on seur aava:

� Mei l l ä on

q eri vai h to ehtoa joi l l a on eri

to dennäk ö isyydet

p1 + p2 + p3 + � � � + pq = 1

ja

jok a vai h to ehdol l a oma a rvonsa

v1; v2; v3; : : : ; vq

mei d än näk öku l m astam m e .

� P aljo k o a rvoa voi m m e o d o t taa

saavamme?

p1 � v1 + p2 � v2 + p3 � v3 + � � � + pq � vq:

� Jos hei täm m e no p an , ja saamme

1 EUR/ s i l m ä, ni i n voi m m e o d o t taa

voi tt avam m e p el i s t ä

1

6
�1+

1

6
�2+

1

6
�3+

1

6
�4+

1

6
�5+

1

6
�6 = 3 :50 EUR :
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Yhtee n tö r m ä ykset yli v u o to k etj u u n 4.1

Lause 4.1. A vai m e n hakuajan o d o tu s a r v o on

O ( 1 + � ) .

T o di s t u s : Oletu s t e n mu k aan haettu avain k
voi ol l a yhtä suu r e l l a to d e n n äk ö i s y y d e l l ä mi s s ä

tahansa yli v u o to k etj u s s a T [i ] .

T ul oksettom a ssa haus s a k ä ydään läp i

li s t a T [h( k)] . Sen pi tu u s on ol e t u kse n

mu k aan � alkio ta. Kun otetaan viel ä

hu o m i o o n hajautu s fu n kti o n lask em i s e e n ja

taul u kk o i n d e kso i n ti i n kulu v a vakioai k a, ni i n

saadaan vaatimu kse ksi O ( 1 + � ) .

T ul oksell i n en haku on hank al am p i , ja ta rkk a

analyy s i siv u u te t aan . P erus i d e a:

T o den n äk ö i s y y s ryh t y ä k ä ymään läp i

li s t aa T [i ] on nyt verr an n o l l i n e n sen

pi tu u te e n , ja haettava tietu e voi sij ai ta yhtä

to d e n n äk ö i s e s ti mi s s ä tahansa li s tan T [i ]
k ohd ass a.

Näistä voi d aan joh taa, että t yypi l l i s e s ti

k ä ydään läpi no i n pu o l e t li s tasta T [i ] , jos s a

on t yypi l l i s e s t i no i n � tietu e tt a, sii s

O ( 1 + �= 2) ask elta. 2
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Yhtee n tö r m ä ykset yli v u o to k etj u u n 4.1

� Ohjel m o i j an lu ku tap a lau s e e l l e 4.1 :

1. Jos tun n e t aan (tai a rvio i d aan ) enn al ta

n = suu r i n yhtä aik aa tall e te t tavi e n

avainte n lu ku m ää rä

2. ni i n vali t aan vakio

� = k etjun pi tu u d e n o d o t u s a r v o

= hal u t tu t yypi l l i n e n suo r i tu s kyky

3. ja va rataan taul u k o l l e T

m =
� n

�

�

mu i s ti p ai kk aa (ylö s p äi n p y ö r i s t e tt y n ä).

4. Sil l o i n mei l l ä on lu p a ol e t taa, että

op e r aati o t viev ät vakioajan

O ( � )

tai sitte n hajautu s fu n kti o h ei ol e

tehtävi e n s ä tasall a. . .
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Yhtee n tö r m ä ykset yli v u o to k etj u u n 4.1

� Ede l l ä hajaut u s t au l u kk o sis äl s i ain o astaan

vii tt e e t li s to j e n alkuu n .

Kir j al l i s u u d e s s a tätä ratk aisu a kutsu t aan

suo r aksi k etjutu kse ksi .

� T oin e n mahd o l l i s u u s on tall e tt aa

hajautu s tau l u p ai kk aan T [i ]

� ensi m m äi n e n tietu e (jok a voi my ö s

pu u ttu a)

� vii te mu u t tietu e e t sis äl tävään li s t aan

seur aavan kuvan mu k aan.

Tätä ratk aisu a kutsu t aan eri l l i s e ksi

k etjutu kse ksi .

� Eri l l i s e n k etjutu kse n p er u s te l u :

� Jos hal u taan hyvä suo r i tu s kyky � � 1

� ni i n va rataan m � n taul u kk o p ai kk aa

� joi s ta usei m m i s s a tietu e i t a on � 1 .
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Yhtee n tö r m ä ykset yli v u o to k etj u u n 4.1

k 1
k

2
k

3

k 4
k

5

k
6T
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Hajautusfun kti o n valin t a 4.2

4.2 Hajautusfunkti on val i n ta

� T avoitteet:

� hajautu s fu n kti o n h a rvon tul e e ol l a

lask ettavi s s a no p e asti

� h jak aa avaimet tasaisest i

hajautu s al u e e l l e T [0 : : : m � 1] .

� h ol e ttaa ylee n s ä että avain k on

(etume r ki t ö n ) k ok on ai s l u ku .

� Jos k on kui te n ki n vaikk apa mer kki j o n o , ni i n

1. mu u n n e taan se ensi n k ok on ai s l u v u ksi

k0= g( k)

jol l aki n (nop e al l a) mu u n n o kse l l a g.

2. sitte n hajaute taan tämä mu u n n e ttu

lu ku k0

eli otetaanki n hajautu s fu n kti o ksi yhd i s t e tt y

funkti o

h( g( k)) :
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Hajautusfun kti o n valin t a 4.2

� Kun näi n lö y d e tään oi k ea hajau tu s tau l u n

paikk a, ni i n sitte n etsi t ään , lö y t y y k ö

alkup e r äi n e n avain k yli v u o to k etj u s ta.

Sii s k etjua sel ates s a vertai l l aan

mer kki j o n o j a.

� Sek ä funkti o l l a g että funkti o l l a h on

tä rk eää, että se

� ero tt e l e e avaimi a hyvi n toi s i s taan

� ri i p p u u (lähes ) k aikista sy ötte e n s ä

bi t e i s t ä.
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Merkkijo n o s t a luvu ksi 4.2.1

4.2.1 Merkk ijonosta l u v u ksi

� T a rk a stellaan ensi n mu u n n o kse n g vali n t aa.

� Olk o o n avainm e r kki j o n o

k = a1a2a3 : : : ap

ja funkti o

ascii( a) = mer ki n a ASCI I-k o o d i 0 : : : 127

(7-b i t ti n e n mer ki s t ö ).

� Summ a

g( k) =
pX

i =1
ascii( ai ) (1)

mer kki e n k o o d e i s ta?

+ ri i p p u u jok ai s e n mer ki n jok ai s e s ta bi ti s t ä

� tul o s on pi e n i

g( k) � p � 127

jote n se pakk aa mer kki j o n o n k ehk ä

li i an ki n tii v i i s ti lu v u ksi .
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Merkkijo n o s t a luvu ksi 4.2.1

� Ens i m m äi s e n , k eskim m äi s e n ja vii m e i s e n

mer ki n mu o d o s t am a 3 � 7 = 21 -bi tti n e n lu ku

g( k) = ascii ( a1) + ascii
�

adp
2e

�

� 128

+ ascii ( ap) � 128 2? (2)

� ei ri i p u edes jok ai s e s ta mer ki s tä

+ eri l ai s i a tul o s v ai h to e h to j a

27�3 = 2 21 = 128 3 = 2 097 152

jok a ri i tt än e e t yypi l l i s i m m i l l e taul u k o n T
pi t u u ksi l l e m

+ no p e asti lask ettavi s s a bi tti o p e r aati o i l l a:

� k akk osen p o te n s s i l l a k ertom i n e n

x � 2y

on lu v u n x sii r täm i s t ä y bi tti ä

vasemm al l e .

� yhtee n l ask ettavat lu v u t eivät men e

sii r t o j e n s a jälk een pääll e kk äin

jote n ' + ' on ki n bi t ti taso n

�tai� - o p e r aati o .
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Merkkijo n o s t a luvu ksi 4.2.1

� Ideo i s ta (1) ja (2) on usei ta va riaati o i t a,

kuten

g( k) =
nX

i =1
ascii( ai ) � 128 i � 1

eli tul ki taan ki n k ok o mer kki j o n o

bi n ää ri l u v u ksi � tul o s yli tt ää

lask en tata rkkuu d e n

g( k) = ascii( a1) + ascii( a2) + ascii( a3)

eli otetaanki n k olm e ensi m m äi s t ä mer kki ä

� vain 3 � 127 + 1 = 382 eri a rvoa

g( k) = ascii( a1) + ascii( a2) � 128+

ascii( a3) � 128 2

eli tul ki taan ki n ne bi n ää ri l u v u ksi � entäp ä

suku n i m e t Vir ta , Vir tan e n , Vir kku n e n , . . . ?

� Mui taki n id e o i ta mu u n n o kse ksi g voi

k ok eil l a. . .

. . . ja my ö s kriti s o i d a.
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Merkkijo n o s t a luvu ksi 4.2.1

� Ideat (1) ja (2) voi my ö s yhd i s tää:

1 b[0 : : : 2]  0
2 fo r i  1 to n do

3 b[i mod 3]  b[i mod 3] XOR ai
4 return b[0] + b[1] � 128 + b[2] � 128 2

� Ap u tau l u kk o p ai kk aan b[j ] k o otaan

mer kki e n aj +3 �i sis äl täm ä in fo r m aati o

(rivi t 1� 3 ).

� Rivi l l ä 3 k ä ytettii n bi t ti taso n op e r aati o ta

�jo k o - tai � (eXcl u s i v e OR).

� Se on kuin ' + ' jos s a mu i s ti n u m e r o

un o h d e taan :

0 1 1
1 1 0
1 0 1

� �Sum m a� ri i p p u u k o ottu j e n mer kki e n

k aikista bi te i s tä. . .

� . . . mu tta p ysy y 7 -bi tti s e n ä.

� Rivi 4 yhd i s tää aputau l u k o n yhd e ksi

lu v u ksi (bitti o p e r aati o i l l a).
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Jak ojäännös m e n e t e l m ä 4.2.2

4.2.2 Jak ojäännösme ne t e lmä

� Sii r r y t ään esi t te l e m ään k ä ytännö s s ä

toi m i v aksi oso i t tau tu n e i t a

hajautu s fu n kti o i ta h .

� Jak ojäännö s m e n e te l m ä on

h( k) = k mod m

mi s s ä taul u k o n pi tu u s m

� on alkul u ku

� eli jak autuu tasan vain itse l l ään ja

ykk ösel l a.

� ensi m m äi s e t alkul u v u t ovat

2; 3; 5; 7; 11 ; 13 ; : : :

� ei ol e läh e l l ä mi t ään k akk osen p o te n s s i a

2p

� k osk a mu u te n h( k) � "l o h k o avain k
p bi t i n pal o i h i n ja lai t a ne pääll e kk äin "

(kuten k alvoi l l a 4.2 .1 ).
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Jak ojäännös m e n e t e l m ä 4.2.2

� Esi m e r ki ksi :

Haluamme hajaut u s t au l u n joh o n

tall e te taan no i n

n � 2000

tietu e t ta.

Sall i mme yli v u o to l i s to j e n pi tu u d e n

o d o t u s a r v o ksi

� 3

tietu e t ta.

V ali tsemme taul u k o n pi tu u d e ksi

m = 701

ja saamme tä yttöasteeksi

� =
2000

701
� 2:85 :
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Jak ojäännös m e n e t e l m ä 4.2.2

� Seuraavassa kuvassa tä ytetään

hajautu s tau l u kk o a, jos s a on

m = 11

paikk aa. Sii s hajaut u s fu n kti o n a on

h( k) = k mod 11

� T alletetaan avaime t

k h( k)
75 9
43 10
21 10
15 4
18 7
33 0
30 8
67 1
93 5

(P ää tetä ä n li s ätä uu s i tietu e ain a li s tan

lo p p u u n ; li s t an jä rjes t y kse l l äh än ei ol e

hajautu kse s s a mer ki t y s tä.)
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Jak ojäännös m e n e t e l m ä 4.2.2
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Kertol asku m e n e t e l m ä 4.2.3

4.2.3 Kerto laskume ne t e lmä

� V al i taan reaali l u ku v aki o

0 < A < 1:

� Merki tään

fr( x) = reaali l u v u n x desi m aal i o s a

= x � b xc

mi s s ä

bxc = reaali l u v u n x k ok on ai s o s a :

� Esi m e r ki ksi

fr(3 :14159) = 3 :14159 � b 3:14159 c

= 3 :14159 � 3

= 0 :14159 :

� Kerto l asku m e n e te l m äss ä hajautu s fu n kti o on

h( k) = bm � fr( A � k) c :
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Kertol asku m e n e t e l m ä 4.2.3

� Etu n a k alvoj e n 4.2 .2

jak ojäänn ö s m e n e te l m ään on se, että

taul u k o n pi tu u d e n m saa nyt vali ta vapaasti.

� Hyvä vali n ta ol i s i kul tai s e n lei kk auksen

suh d e l u ku

A =

p
5 � 1

2
� 0:6180339887 : : :

jok a joh t aa ns. Fib o n acci - h aj au t u kse e n .

(D.E. Knu th : The Art of Comp u t e r Prog r am m i n g . V ol . 3:

So rti n g and Sea rchi n g . 2nd Ed. A dd i s o n W esl e y , 199 8 ,

sivu t 518 � 5 1 9 .)
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Kertol asku m e n e t e l m ä 4.2.3

� T ehdään k alvoj e n 4.2 .2 esi m e r kki uu d e l l e e n

hajautu s fu n kti o n a nyt

h( k) = b11 � fr(0 :618 � k) c :

k h( k)
75 3
43 6
21 10
15 2
18 1
33 4
30 5
67 4
93 5
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Kertol asku m e n e t e l m ä 4.2.3
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Uni v e r s aal i h aj au tu s 4.2.4

4.2.4 Uni v ersaal i h aj au tu s

� V al i taan alkul u ku

p � n:

� V al i taan satun n ai s e s ti k ok on ai s l u v u t

1 � a < p

0 � b < p:

� Hajautu s fu n kti o ksi tul e e sil l o i n

h( k) = (( a � k + b) mod p) mod m: (3)

581 3 1 : Tieto rak ente e t 367



Uni v e r s aal i h aj au tu s 4.2.4

� Jä rk eily satun n ai s u u d e n k ä ytön tak ana:

� Ohjel m o i j a voi vali ta vää ränl ai s e n

hajautu s fu n kti o n h

� k osk a hän ei tied ä etuk äteen ta rp ee ksi

hyvi n , mi n k äl ai s e t ovat oh j e l m an

k äsittel e m än datan til asto l l i s e t

om i n ai s u u d e t � mi n k äl ai s i a avaimi a

on pal j o n / v äh än ,. . .

� jol l o i n oh j e l m a toi m i i jok a ajok err al l a

hi t aasti .

� Jos sen sij aan oh j e l m a ain a

k ä ynni s t y e s s ään a rp o o täll e ajok err al l e

uu d e n hajaut u s fu n kti o n h , ni i n se

� kyll ä jos ku s a rp o o itse l l e e n sel l ai s e n h ,

jok a ei sovi k aan dataan

� mu t ta (toiv o t tavasti ) ha rvo i n � eik ä

ain ak aan jok a ajok erta!

� Sil l o i n hajautu kse e n kul u v an ajan

�o d o t u s a r v o on pi e n i � .
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Uni v e r s aal i h aj au tu s 4.2.4

� Jä rk eily juu r i hajaut u s fu n kti o p e r h e e n (3)

k ä ytön tak ana:

Kii n n i tetään mi e l i v al t ai n e n avainp a r i x 6= y .

Kysytään: kuin k a to d e n n äk ö i s tä on a rp o a

sel l ai n e n funkti o , jol l a h( x) = h( y) , eli

jol l a ne tö rm äävät?

Osoi ttau tu u : tämä to d e n n äk ö i s y y s

1
m ei

ri i p u avaimi s ta x; y .

Johtopäätös 1: tämä p er h e k ohte l e e

k aikkia avainp a r e j a x; y tasavertais e s ti .

Johtopäätös 2: anne tu l l e datall e D on vain

vähän sel l ai s i a h , joi l l a D aih e u t taa

pal j o n yhtee n t ö r m ä yksi ä.

� T a rk empi a p er u s te l u j a lö y t y y

� Ka rvi n mo n i s te e n lu v u n 7.2 k ohd asta 3

� Co rm e n i n kirj an lu v u s ta 11 .3 .3

mu tta siv u u te taan ne.
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Uni v e r s aal i h aj au tu s 4.2.4

� T ehdään jäll e e n k alvoj e n 4.2 .2 esi m e r kki

a rvoi l l a

p = 53
a = 31
b = 17

eli hajautu s fu n kti o l l a

h( k) = ((31 � k + 17) mod 53)| {z }
?

mod 11 :

k ? h( k)
75 10 10
43 25 3
21 32 10
15 5 5
18 45 1
33 33 0
30 46 2
67 27 5
93 38 5

� Ar p o m al l a a ja b toi s i n ol i s i voi tu päät y ä

� eri a rvot antavaan hajau tu s fu n kti o o n h

� jon k a k ä yttö ol i s i saattanut joh taa

pa rem p aan tul o kse e n .
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Uni v e r s aal i h aj au tu s 4.2.4
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A voi n hajautu s 4.3

4.3 A voin hajautu s

� Kalvo j e n 4.1 yli v u o to k etj u tu kse n ri n n al l a

toi n e n tapa ratk aista yhtee n tö r m äävi e n

tietu e i d e n on g e l m a on avoi n hajaut u s (eng.

op e n addr e s s i n g ).

� A vo i m e s s a hajautu kse s s a k aikki tietu e e t

tall e te taan itse hajaut u s t au l u u n .

� jos k otip ai kk a T [h( k)] on va rattu, ni i n

avaimel l e k etsi t ään joki n mu u pai kk a

taul u s ta.

� Uus i ki n pai kk a voi ol l a va rattu, täll ö i n

jatk etaan etsi m i s tä edel l e e n .

� Ne pai k at joi h i n avainta k yri t e tään lai ttaa,

mu o d o s tavat avaime n k k ok eil u j o n o n (engl .

p ro b e sequ e n c e ).

� Sii s taul u n sis äi n e n k ok eil u j o n o ottaa

ul k o i s e n yli v u o to k etj u n ro o l i n .
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A voi n hajautu s 4.3

� Jos avaime n k k aikki aik aisem m at

k ok eil u t 0; 1; 2; : : : ; j � 1 ovat

epäo n n i s t u n e e t, ni i n j :s k ok eil u k ohd i s tu u

paikk aan

h( k; j ) = ( h0( k) + s( j; k )) mod m

h0( k) = tavalli n e n hajau tu s fu n kti o

s( j; k ) = k ok eil u fu n kti o :

� V aadi taan : Jok aisel l e avaimel l e k k ok eil u j o n o

h( k; 0) ; h( k; 1) ; h( k; 2) ; : : : ; h ( k; m � 1)

on taul u kk o p ai kk o j e n

0; 1; 2; : : : ; m � 1

joki n p er m u t aati o

eli k ok eil u j o n o n on k ok eil tava jok ai s ta

hajautu s tau l u n in d e ksi ä k ertaall e e n .

� A vai n k tall e t e t aan k ok eil u j o n o n s a

ensi m m äi s e e n vapaaseen paikk aan T [h( k; j )] .
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A voi n hajautu s 4.3

� Kalvo j e n 4.1 yli v u o to k etj u tu kse e n

verr attu n a:

� Hajautu s on nyt �avoi n ta� sii n ä mi e l e s s ä,

että jok ai n e n taul u kk o p ai kk a osal l i s t u u

jok ai s e e n k ok eil u j o n o o n

eik ä tall e n n u s t i l a enää jak audu k aan

eri l l i s i i n li s to h i n .

� T aulun T [0 : : : m � 1]
tall e n n u s k ap asi te e ti l l a on nyt kii n t e ä

ylä raja: m tietu e tt a.

� T aulu ei sii s mu k au d u k aan tietu e i d e n

lu ku m ää rään

� vaan il m o i t taa �tä ynn ä� ja li s ä ys

epäo n n i s tu u .

� Epäo n n i s tu v at haut hi d astu v at ajan

my ö t ä: jok ai n e n pai kk a T [i ] kuul u u

jok ai s e e n jon o o n T [h( k; j )] .

+ T aulu on tii v i i m m i n mu i s t i s s a: li s t o j e n

vii te k en t ti ä ei enää ta rvita.

+ T oteutu s ei ta rvits e op e r aati o ta new .
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A voi n hajautu s 4.3

� Sii s avoi n hajaut u s on hy ö d y l l i n e n jos

� mu i s ti n h al l i n ta tä yt yy tehd ä staattises t i

� hakuo p e r aati o t t yypi l l i s e s ti on n i s t u v at.

� Esi m e r kki n ä k ä yttöjä rje s te l m än

p ro s e s s i t au l u :

� Kun lu o d aan uu s i p ro s e s s i , ni i n sil l e

anne taan yksik äsi t te i n e n tun n u s n u m e r o

jok a on lu o n te v a hajautu s avai n p ro s e s s i n

mu u t tied o t sis äl täväl l e tietu e e l l e .

� Yh t ä aik aa ol e m ass a ol e v i e n p ro s e s s i e n

lu ku m ää räl l ä on usei n kii n te ä ylä raj a

� jon k a mu u ttam i n e n vaatii mu u t o ksi a

k ä yttöjä rje s te l m ään (tai vähi n t ään

uu d e l l e e n k ä yn n i s t y kse n )

� jos t a saadaan hajaut u s t au l u l l e k ok o.

� Op eraati o i s s a kuten �p y s ä ytä p ro s e s s i

nu m e r o p� vii tataan (yleen s ä) vain

ol e m ass a ol e v i i n p ro s e s s e i h i n p.
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

4.3.1 Op eraati ot k ok e il l en l i n eaa ri s esti

� Oletetaan, että jos hajautu s t au l u n

paikk a T [i ] on t yhj ä, ni i n sil l ä on eri t y i s a r v o

NIL .

� Enn e n kui n k atsotaan mi te n op e r aati o t

toteu t e t aan avoi m e s s a hajaut u kse s s a,

tutu s tu m m e yksin k er tai s i m p aan

k ok eil u s tr ateg i aan , eli li n e aa ri s e e n k ok eil u u n .

� K ok ei l l aan k oti o s o i t te e s ta h0( k) alk aen

taul u kk o p ai kk o j a

� eteen p äi n p er äkk äin

� p y ö r äh t äen taul u k o n lo p u s ta alkuu n .

V er t aa k alvoj e n 2.2 taul u kk o to te u tu s

jon o l l e .
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� K ok ei l u j o n o on sii s

h( k; j ) = ( h0( k) + j ) mod m

eli

( h0( k) + 0) mod m;

( h0( k) + 1) mod m;

( h0( k) + 2) mod m;
.

.

.

( h0( k) � 1) mod m:

� Esi m e r ki ksi jos m = 10 ja h0( k) = 7 , ni i n

k ok eil u j o n o ol i s i

7; 8; 9; 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6:
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� Tietuee n x li s ääm i n e n hajautu s t au l u u n T :

hashInsert( T; x )
1 k  key[ x]
2 i  0
3 rep eat

4 j  h( k; i )
5 i f T [j ] = NIL then

6 T [j ]  x
7 return true
8 i  i + 1
9 unti l i = m
10 return false

� Lisä yso p e r aati o pal au ttaa

true jos tietu e x mahtu i hajautu s tau l u u n

false jos taul u T ol i jo tä ynn ä.

El i k ok o k ok eil u j o n o on k ä yt y läp i , eik ä

tietu e x mahtu n u t mi h i n k ään (rivi 9).
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� A vai n ta k vastaavan tietu e e n etsi m i n e n

hajautu s tau l u s ta T :

hashSearch( T; k)
1 i  0
2 rep eat

3 j  h( k; i )
4 i f T [j ] 6= NIL and key[ T [j ]] = k
5 then return j
6 i  i + 1
7 unti l T [j ] = NIL o r i = m
8 return NIL

� Etsi tään k ok eil u j o n o a

h( k; 0) ; h( k; 1) ; h( k; 2) ; : : : ; h ( k; m � 1)

läpi ni i n k auan, kunn e s

1. etsi tt y avain lö y t y y (rivi 4),

2. tö rm ätään t yhj ään hajaut u s t au l u n

pai kk aan (rivi n 7 ensi m m äi n e n ehto ), tai

3. k ok o k ok eil u j o n o on k ä yt y läp i (rivi n 7

jälki m m äi n e n ehto ).
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� Jos avain k lö y t y y , ni i n pal au te taan

lö y t ö p ai k an in d e ksi j (rivi 4).

� Jos ei lö y t y n y t, ni i n pal au te taan NIL (rivi 8).

� Miksi saamme lo p e ttaa etsi n n än my ö s

tapaukses s a 2?

� Jos avaime l l a k ol i s i tall e te ttu tietu e , ni i n

se ol i s i tall e te ttu k ok eil u j o n o n

ensi m m äi s e e n t yhj ään pai kk aan.

� Sii s t yhj ä pai kk a k ok eil u j o n o s s a

ta rk oi tt aa, että k ok eil u j o n o n k ä ytett y

osu u s on nyt k ä yt y läp i .

� Mutta täll ö i n h än avaimen p o i s t am i s e n

yhtey d e s s ä ei pai kk aa voi d ak aan jättää

vapaaksi (a rvo o n NIL ):

� mu u te n etsi n tä r e i tti r e i tti joi h i n ki n

avaimi i n saattaa k atk eta

� kun ni i h i n viev ä k ä ytett y osu u s k atk eaa .

Esi m e r kki seur aavana kuvana.
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� Merki tään ki n p o i s to n yhtey d e s s ä

p o i s t e ttavan alkio n pai k al l e eri t y i s a r v o DEL .

� Sil l o i n taul u kk o p ai k an a rvo

NIL = tässä pai k assa ei ol e viel ä k osk aan

ol l u t mi t ään sis äl tö ä

DEL = tässä pai k assa ei juu r i nyt ol e

mi tään sis äl tö ä, mu tt a jos ku s on ol l u t.

� A vai n ta k vastaavan tietu e e n p o i s t o

hajautu s tau l u s ta T saa sil l o i n mu o d o n :

hashDelete( T; k)
1 i  0
2 rep eat

3 j  h( k; i )
4 i f T [j ] 6= NIL and key[ T [j ]] = k
5 then T [j ]  DEL
6 i  i + 1
7 unti l T [j ] = NIL o r i = m

� Nyt avaimen etsi m i n e n toi m i i taas:

seur aavassa kuvassa on edel l i s e n kuvan

on g e l m a k o rj attu .

581 3 1 : Tieto rak ente e t 383



Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� Muu t e taan viel ä li s ä ys o p e r aati o n ri v i ä 5

site n että li s ä ys voi d aan suo r i ttaa

k ok eil u j o n o n ensi m m äi s e e n vapaaseen

paikk aan T [j ]

ol i p a sen a rvo sitte n NIL tai DEL .

hashInsert( T; x )
1 k  key[ x]
2 i  0
3 rep eat

4 j  h( k; i )
5 i f T [j ] = NIL o r T [j ] = DEL then

6 T [j ]  x
7 return true
8 i  i + 1
9 unti l i = m
10 return false

� A vo i m e n hajaut u kse n p o i s to - o p e r aati o on

sii s lai s k a :

� se ei t yhj e n n ä ja vapauta mu i s ti al u e t ta

� vaan jättää taul u kk o o n DEL -a rvo i s i a

k ohti a, jotk a tä yttävät

hajautu s tau l u kk o a.
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� Nämä DEL -k oh d at

� voi v at k o rvau tu a no r m aal e i l l a alkio i l l a

li s ä yksen yhtey d e s s ä

� tä yt yy k ä ydä läp i haun yhtey d e s s ä.

� Haku- ja p o i s t o al g o r i tm e i s s a tä yden n e t ään

ri v i n 4 i f -ehto mu o to o n

T [j ] 6= NIL and T [j ] 6= DEL and

key[ T [j ]] = k

k osk a my ö s k ään k enttää key[DEL] ei ol e

mää ri te l t y .
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� Esi m e r ki s s äm m e hajaut u s t au l u n T k ok o on

m = 11 paikk aa.

� Kä ytetään li n e aa ri s ta k ok eil u j o n o fu n kti o t a

h( k; i ) = (( k mod 11) + i ) mod 11

� Hajautetaan avaime t

75 , 43 , 21 , 15 , 18 , 33 , 30 , 66 ja 92

tässä jä rjes t y kse s s ä.

� Kahd e s s a ensi m m äi s e s s ä li s ä ykses s ä

h(75 ; 0) = 9

h(43 ; 0) = 10

ja tul o s on seur aavan kuvan yli n taul u kk o .
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� K ol m an n e s s a li s ä ykses s ä

h(21 ; 0) = 10

jon k a anno i m m e jo avaime l l e 43 .

� Joud u m m e sii s etsi m ään avaimel l e 21 uu d e n

paik an .

� K ok ei l u j o n o n seur aava pai kk a

h(21 ; 1) = ((21 mod 11) + 1) mod 11

= 0

on yhä vapaa, jote n k ä ytämme sen.

� Seuraavat k aksi li s ä ys tä

h(15 ; 0) = 4

h(18 ; 0) = 7

mahtu v at vapail l e k oti p ai k o i l l e e n .

� Tilan n e näid e n vii d e n li s ä yksen jälk een on

edel l i s e n kuvan toi n e n taul u kk o .
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� Kuu d e s li s ä ys

h(33 ; 0) = 0

osu u jo va rattuu n pai kk aan, jote n etsi n tä

jatkuu seur aavasta pai k asta

h(33 ; 1) = 1

jok a on t yhj ä.

� Seitse m äs li s ä ys

h(30 ; 0) = 8

voi d aan tehd ä heti k ok eil u j o n o n s a

ensi m m äi s e e n pai kk aan.

� Tilan n e tässä vaih e e s s a on edel l i s e n kuvan

k olm as taul u kk o .
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� Kahd e ksan n e s s a li s ä ykses s ä jou d u t aan

k ä ymään läp i pai k at

h(66 ; 0) = 0

h(66 ; 1) = 1

h(66 ; 2) = 2

enn e n kui n til aa lö y t y y .

� Vi i m e i s e s s ä li s ä ykses s ä k ä ydään läp i pai k at

h(92 ; 0) = 4

h(92 ; 1) = 5 :

� T ulo kse n a on edel l i s e n k alvon nel j äs

taul u kk o .
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� Ent ä jos hal u ai s i m m e viel ä li s ätä

avaimen 29 ?

h(29 ; 0) = 7

on va rattu ja vapaa lö y t y y vasta

8. k ok eil u l l a:

h(29 ; 7) = 3!

� Ent ä jos etsi s i m m e taul u k o s ta lu ku a 41 ?

1. Etsi n tä eteni s i pai k asta

h(41 ; 0) = 7

2. ain a paikk aan

h(41 ; 7) = 3

asti

3. jon k a jälk een voi d aan to d e ta että 41 ei

ol e taul u k o s s a.
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� P oi s te taan edel l i s e n kuvan vii m e i s e s t ä

taul u k o s ta avaime t

21 , 30 ja 75

ja saadaan seur aavan kuvan ylem p i

taul u kk o .

� A vai m e n 41 etsi n tä eteni s i edel l e e n pai k asta

h(41 ; 0) = 7 ain a pai kk aan h(41 ; 7) = 3 asti

jon k a jälk een voi d aan to d e ta että 41 ei ol e

taul u k o s s a.

� A vai m e n 29 li s ä ys lö y tää nyt sil l e pai k an

toi s e l l a k ok eil u l l a

h(29 ; 1) = 8

k osk a

T [8] = DEL :

Saadaan seur aavan kuvan alem p i taul u kk o .

581 3 1 : Tieto rak ente e t 393



Op
eraatio

t
k

ok
eil

l
e

n
lin

e
aa

ri
s

e
s

ti
4.3.1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4315 1833 66 92 DEL DELDEL

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4315 1833 2966 92 DELDEL

581
3

1
:

Tieto
rak

ente
e

t
394



Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1

� Lin e aa ri n e n k ok eil u j o n o on

+ hel p p o toteu t taa

� k ä ytännö s s ä aik a hu o n o .

� taul u u n tul e e usei n pi tki ä va rattuja

alu e i t a

� jotk a viel ä k asvavatkin suu r e m m al l a

to d e n n äk ö i s y y d e l l ä kui n lyh y e t va ratut

alu e e t.

Esi m e r kki seur aavassa kuvassa.

� Ilmi ö tä ni m i t e t ään ensi s i j ai s e ksi (eli

p ri m ää ri s e ksi ) k asautum i s e ksi (engl .

p ri m a r y clu s te r i n g ).

� Intui t i i v i n e n syy:

� P aikk aan T [p] tö rm äävi l l e q avaimel l e

va rataan alue

T [p]; T [p + 1] ; T [p + 2] ; : : : ; T [p + q � 1]

� jol l o i n alu e e l l e kuul u v at mu u t tietu e e t

pak otetaan alue e n p er ään

T [p + q]; T [p + q + 1] ; T [p + q + 2] ; : : : :
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Op eraatio t k ok eil l e n lin e aa ri s e s ti 4.3.1
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Neli ö i n e n k ok eil u 4.3.2

4.3.2 Neli öi n en k ok e il u

� Kalvo j e n 4.3 .1 ensi s i j ai n e n k asautum i n e n

vältetään sil l ä, että k ok eil u j o n o ei ol e k aan

p er äkk äin taul u k o s s a.

� Eräs tapa on toi s e n asteen lau s e k e

h( k; i ) = ( h0( k) + c1 � i + c2 � i 2) mod m

sop i v i l l a k ertoi m i l l a c1 ja c2 .

� Sil l o i n k ok eil u j o n o alk aa

( h0( k) + 0 � c1 + 0 � c2) mod m

( h0( k) + 1 � c1 + 1 � c2) mod m

( h0( k) + 2 � c1 + 4 � c2) mod m

( h0( k) + 3 � c1 + 9 � c2) mod m
.

.

.

� Jos esi m e r ki ksi c1 = c2 = 1 ja h0( k1) = 5 (ja

m > 25 ), ni i n k ok eil u j o n o n alku ol i s i

5; 7; 11 ; 17 ; 25 ; : : :
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Neli ö i n e n k ok eil u 4.3.2

� Sii s taul u k o s s a aletaanki n nyt hyp p i ä

epätasais i n välei n

kun taas k alvoj e n 4.3 .1 li n e aa ri s e s s a

k ok eil u s s a hyp ätti i n ain a seur aavaan

paikk aan.

Ohj el moi n ti ong el ma on vali ta

� vakiot c1 ja c2

� taul u n pi tu u s m

site n , että k ok eil u j o n o to d e l l aki n k ä y läp i

k ok o taul u k o n T .

Suo ritu s kyky ongel ma on toi s s i j ai n e n (eli

sekun d ää ri n e n ) k asautum i n e n :

samaan k otip ai kk aan hajaut u v i e n avainte n

h( k1; 0) = h( k2; 0)

k ok eil u j o n o tki n ovat samat.

Esi m e r kki seur aavassa kuvassa.
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Kaksoish aj au tu s 4.3.3

4.3.3 Kak so ishajautu s

� Kalvo j e n 4.3 .2 toi s s i j ai n e n ki n k asautum i n e n

vältetään sil l ä, että k ok o k ok eil u j o n o ri i p p u u

avaimes ta k

(eik ä vain sen alkuk o h ta h0( k) kuten

aiem m i n ).

� V asta nyt hy ö d y n n äm m e tä ysin hajautu kse n

avoi m m u u tta!

� K ok ei l u j o n o on nyt

h( k; i ) = ( h0( k) + i � h00( k)) mod m

eli

� �alo i t a paik asta h0( k)

� etene h00( k) pai k an välei n � .

� Hypi t ään sii s taul u k o s s a jäll e e n tasavälei n

kuten k alvoj e n 4.3 .1 li n e aa ri s e s s a k ok eil u s s a

mu tta väli n pi tu u s ri i p p u u ki n nyt avaime s ta.
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Kaksoish aj au tu s 4.3.3

� K ok ei l u j o n o alk aa nyt

( h0( k) + 0 � h00( k)) mod m

( h0( k) + 1 � h00( k)) mod m

( h0( k) + 2 � h00( k)) mod m
.

.

.

� T a rk a stellaan esi m e r kki n ä 13 - p ai kk ais ta

hajautu s tau l u a T ja hajautu s fu n kti o i ta

h0( k) = k mod 13

h00( k) = 1 + ( k mod 11)

kun taul u s s a on jo avaime t

79 ; 72 ; 98 ; 50 :

� Lisätään viel ä avain 14 :

h0(14) = 14 mod 13

= 1

h00(14) = 1 + (14 mod 11)

= 4

jote n k ok eil u j o n o on

1; 5; 9; 0; 4; 8; 12 ; 3; 7; 11 ; 2; 6; 1:
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Kaksoish aj au tu s 4.3.3

� Lisätään näi n saatuun saatuun taul u u n viel ä

avain 27 :

h0(27) = 27 mod 13

= 1

h00(27) = 1 + (27 mod 11)

= 6

jote n k ok eil u j o n o on ki n

1; 7; 0; 6; 12 ; 5; 11 ; 4; 10 ; 3; 9; 2; 8:

� Sii s li s ät yt avaimet 14 ja 27

� tö rm äävät yhtee n k oti o s o i t te e s s a 1

� seur aavat sii tä alk aen eri k ok eil u j o n o j a.

� Seuraava kuva esi t tää li s ä ys te n etene m i s e n .
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Kaksoish aj au tu s 4.3.3
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Kaksoish aj au tu s 4.3.3

� Kaksoi s h aj au t u kse n id e an a on ki n :

� V al i ts e hajaut u s fu n kti o t h0
ja h00

.

� Sil l o i n k ahdel l a eri avaime l l a k1; k2 li e n e e

h0( k1) 6= h0( k2) tai h00( k1) 6= h00( k2) :

� Sil l o i n ne saavat eri k ok eil u j o n o t .

� Näin vältetään kump i ki n k asautum i n e n .

� Se on ki n ylee n s ä avoi m e n hajau tu kse n

men e t e l m i s tä toi m i v i n .

� F unkti o n h00
vali n n ass a on kuit e n ki n ol t ava

hu o l e l l i n e n :

� tä yt yy ol l a h00( k) 6= 0 jok ai s e l l e

avaimel l e k

� mi l l ään a rvol l a h00( k) ei saa ol l a yhtei s i ä

tekijö i tä taul u k o n pi tu u d e n m k anssa

� mu u te n osa hajau tu s tau l u s ta voi jäädä

k ä ymättä läp i .
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Kaksoish aj au tu s 4.3.3

� Yksi hyvä vali n t a on edel l i s e s s äki n

esi m e r ki s s ä k ä ytett y vali n t a:

� m on alku lu ku

� 0 < h 00( k) < m , esi m e r ki ksi

h00( k) = 1+ ( k mod m0)

mi s s ä m0< m � 1 , vaikk apa m0= m � 2 .

� T oin e n mahd o l l i s u u s on

� m pi d e tään lu v u n 2 p o te n s s i n a

m = 2 b

� h00( k) pi d e t ään pa ri tto m an a

h00( k) = 2 � h000( k) + 1

h000( k) = hal u t tu hajau tu s fu n kti o :
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A voi m e n hajautu kse n analyysi s t ä 4.3.4

4.3.4 A voimen hajautuksen anal y y si s tä

� A vo i m e n hajaut u kse n tapaukses s a k aikkien

op e r aati o i d e n teho kku u s on ri i p p u v ai n e n

avaimen lö y t y m i s e n teho kku u d e s ta.

� Seuraavassa taul u k o s s a on tul o kse tt o m an ja

tul o kse l l i s e n haun ask elm ää rän o d o tu s a r v o

kull aki n k ok eil u j o n o t y y p i l l ä suh te e s s a

tä yttösu h t e e s e e n

� =
n

m
< 1:

t yypp i tul o kse to n tul o kse l l i n e n

4.3 .3

1
1� �

1
� � ln 1

1� �

4.3 .2

1
1� � � � + ln 1

1� � 1 � 2
� + ln 1

1� �

4.3 .1

1
2 �

�

1 + 1
(1 � � ) 2

�
1
2 �

�
1 + 1

1� �

�
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A voi m e n hajautu kse n analyysi s t ä 4.3.4

� T a rk a stellaan taul u k o n antami a tieto j a

mu u tam al l a k onkr e e tti s e l l a tä yttösu h t e e n �
a rvol l a.

� = 0 :5 tul o kse t o n tul o kse l l i n e n

4.3 .3 2 1:38
4.3 .2 2:19 1:44
4.3 .1 2:5 1:5
� = 0 :75
4.3 .3 4 1:85
4.3 .2 4:63 2:01
4.3 .1 8:5 2:5
� = 0 :9
4.3 .3 10 2:55
4.3 .2 11 2:88
4.3 .1 50 :5 5:5
� = 0 :95
4.3 .3 20 3:15
4.3 .2 22 3:53
4.3 .1 200 :5 10 :5

581 3 1 : Tieto rak ente e t 407



A voi m e n hajautu kse n analyysi s t ä 4.3.4

� Nä yttää sil t ä että tä yttöastees e e n � = 0 :5
asti suu r t a ero a men e te l m i e n väli l l ä ei ol e

� k osk a k asautum i n e n ei viel ä vaivaa

� k osk a pu o l e t taul u k o s t a on viel ä t yhj än ä.

� Tätä tä ydem m i l l ä hajau tu s tau l u i l l a

li n e aa ri s ta k ok eil u j o n o a ei enää k annata

k ä yttää.

� Neli ö i n e n k ok eil u ja k aksoish aj au s

k ä yttä yt yvät suu n n i l l e e n samo i n .

� T ulo kse t to m at haut hi d astu v at raju s ti .
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T auluk on pid e n täm i n e n 4.4

4.4 T aul u k on pi d entämi n en

� Kalvo j e n 4.3 avoi m e s s a hajau tu kse s s a li s ä ys

tä yteen hajautu s r ak en t e e s e e n on

mahd o to n t a.

� Kalvo j e n 4.1 k etjutu s r atk ais u s s a

hajautu s r ak en n e toi m i i hajautu s al u e e n

tä yt ytt y äkin.

� Mol e m m i s s a tapauksi s s a voi m m e pi d e n t ää

taul u kk o a k esk en suo r i tu kse n :

avoimessa hajautuksessa saadaksemm e

til aa uu s i l l e tietu e i l l e

k etjutuksessa jos vali ttu taul u n pi tu u s m
oso i tt au tu u ki n my ö h e m m i n tur h an

pi e n e ksi tietu e i d e n lu ku m ää rään n
nähd e n .
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T auluk on pid e n täm i n e n 4.4

� Pid e n n y kse n vaih e e t:

1. Luo d aan uu s i alu ksi t yhj ä hajau tu s tau l u

T 0[0 : : : m 0] jon k a pi tu u s m0> m .

2. Kä ydään läp i nykyi s e n hajautu s tau l u n

T [0 : : : m ] k aikki n tietu e tta x , ja tehd ään

jok ai s e l l e ni i s t ä op e r aati o

hashInsert( T 0; x ) .

3. Ryhd y tään k ä yttämään taul u a T 0

taul u n T sij asta.

� Pid e n n y s on rask as op e r aati o :


( m + n) = 
( n)

ask elta vaih e e s s a 2.

� Sii s k annattaa pi d e n t ää

� vain ha rvo i n

� eli k erral l a rei l u m m i n .
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T auluk on pid e n täm i n e n 4.4

� Osoi tt au tu u hyväksi strateg i aksi vali ta

m0= 2 � m

eli k aksink ertai s taa taul u n pi tu u s jok a

pi d e n n y s k er r al l a.

� Intui t i i v i n e n p er u s te l u :

� Jok aine n op e r aati o hashInsert( T; x ) , jok a

ei viel ä pi d e n n ä alkup e r äi s tä taul u kk o a T ,

maksak o on 3 EURo a.

� 1 EURo kul u u tähän li s ä yksee n il m an

pi d e n n y s tä.

� 2 EURo a tall e t e t aan pankki i n pi d e n n y s tä

va rten ; panki s s a pi d e tään ain a vähi n t ään

1 EURo / li s ätt y tietu e .

� Kun tul e e aik a pi d e n t ää taul u kk o a, ni i n

panki s s a on � 2 � n EURo a

� joi s ta n EURo l l a maksetaan

pi d e n n y s v ai h e 2

� ja lo p u t � n EURo a jäävät pankki i n

p esäm u n aksi seur aavaa pi d e n n y s tä

o d o t tam aan .
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T auluk on pid e n täm i n e n 4.4

� Sii s pi d e n n y kse n li s ä r asi te on ki n vain

1 yksikk ö / li s ä ys o p e r aati o .

� P erus t e l u oso i tt aa sii s , että

� vaikk a osa li s ä ys o p e r aati o i s ta mu u t tu u ki n

hu o m attavan hi tai ksi

O ( 1) ) O ( n)

� ni i n k ok o oh j e l m an suo r i tu s hi d astu u vain

vakio k er to i m e n verr an .

� P erus t e l u on esi m e r kki tasoi t e t u s ta

vaativu u s an al y y s i s tä:

� jos joki n op e r aati o uh r au t u u tek emään

rask aan li s ät y ö n

� jon k a seur au kse n a mo n e t mu u t

op e r aati o t suj u v at no p e am m i n

� ni i n on vain rei l u a, että mu u tki n

op e r aati o t osal l i s tu v at li s ät y ö n

kustann u ksi i n .
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T auluk on pid e n täm i n e n 4.4

� Samall a tavalla voi d aan p er u s t e l l a taul u k o n

lyh e n n y s s tr ateg i a (jos mu i s t i a on

säästettävä):

� Kun tä yttöaste pu to aa

� �
1

4

� ni i n sii r r y tään k ä yttämään pu o l i te tt u a

taul u kk o a

T [0 : : :
� m

2

�

| {z }
m0

]:

� My ös pu o l i tu s e h to a

� �
1

3
voi k ä yttää:

+ mu i s ti a sääst yy aggr e s s i i v i s e m m i n

� vakiok er r o i n k asvaa.
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Kä ytännö l l i s i ä huo m au tu ksi a 4.5

4.5 Kä ytännöll i si ä huomautuksia

� Hajautu s on ylee n s ä pa ras men e t e l m ä

jou kk o - o p e r aati o i d e n toteu ttam i s e e n , jos

� on hel p p o k eksiä sop i v a

mu u n n o s fu n kti o g avaime s ta

hajaute tt avaksi lu v u ksi (k alvojen 4.2 .1

tapaan)

� jä rjes t y s tä k ä yttäviä op e r aati o i ta

min/max ja p red/succ ei ta rvita

� voi d aan hyväksy ä, että vaikk a op e r aati o t

ovatkin tavall i s e s ti no p e i ta, ni i n jos ku s

mahd o l l i s e s t i hyvi n ki n hi t ai ta

� voi d aan hyväksy ä, että hajau tu s tau l u l l e

va rattu mu k au t u u tall e te tt avi e n

tietu e i d e n mää rään vii v e e l l ä, eik ä heti

� ei ta rvita p er u s o p e r aati o ta �tee toi n e n

k opi o tästä tieto r ak en te e s ta� .

� Muu t e n k annattaa k ä yttää tasapain o i te tt u a

pu u ta (esim e r ki ksi k alvoi l ta 3.3 ).
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Kä ytännö l l i s i ä huo m au tu ksi a 4.5
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Kä ytännö l l i s i ä huo m au tu ksi a 4.5

� Ede l l i n e n kuva esi t tää p er i aatteen , mi t e n

pu u ta ei ta rvits e k aan k opi o i d a k ok on aan .

(Kuva 13.8 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c t i o n to

Alg o r i th m s , 2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)

� Hajautu s fu n kti o i s ta k alvoj e n 4.2 .2

jak ojäänn ö s m e n e te l m ä on ylee n s ä hyvä.

� Usei n ain e i s to n k anssa k annattaa tehd ä

mu u tam i a k ok eita eri

hajautu s fu n kti o k an d i d aatei l l a enn e n kui n

lo p u l l i n e n vali taan .

� Jos

� et voi tehd ä k ok eita, tai

� k aikki k eksim äsi funkti o t oso i ttau tu v at

ni i s s ä hu o n o i ksi

ni i n k alvoj e n 4.2 .4 un i v e r s aal i hajaut u s

auttaa.
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Kä ytännö l l i s i ä huo m au tu ksi a 4.5

� Yh te e n tö r m ä ys s t r ateg i o i s ta k alvoj e n 4.1

k etjutu s on ylee n s ä pa ras ratk aisu :

� toi m i i hajautu s al u e e n tä yt ytt y äkin

� p o i s to t aito j a, toi s i n kuin k alvoj e n 4.3

avoi m e s s a hajautu kse s s a.

� A vo i n hajautu s on hyvä jos

� tä yttösu h d e � voi d aan pi t ää pi e n e n ä

� haut ylee n s ä on n i s tu v at.

Esi m e r kki : k ä yttöjä rje s te l m än p ro s e s s i tau l u .

� Tietok o n e e n k ä ynni s t y e s s ä va rataan

kii n t e än k ok oi n e n taul u :

� Jos taul u tä ytt yy , ni i n uu s i a p ro s e s s e j a

ei enää voi k ä ynni s tää.

� Yl e e n s ä p ro s e s s e j a on k ä ynni s s ä vain

mu r to - o s a va ratusta maksim i s t a.

� Ai n a k äsitel l ään k ä ynni s s ä ol e v aa

p ro s e s s i a (aino a p o i kk eu s on , jos se

on ki n ehti n y t täll ä väli n kuol l a).
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Kek o 5

5 Ke k o

� T unn e taan my ö s ni m e l l ä �k asa�.

� T a rk a stellaan viel ä yhtä tapaa toteu tt aa

k alvoi l l a 1.5 mää ri te l t y tieto t y y p p i jou kk o .

� Tällä k ertaa emm e kui te n k aan toteu t a sen

no r m aal i a op e r aati o v al i k o i m aa.

� Olem m e kii n n o s tu n e i t a ain o astaan k olm e s ta

op e r aati o s ta:

heapInsert( A , k ) li s ää k ek o on A avaime n k

heapMin ( A ) pal au ttaa k eosta A sen

pi e n i m m än avaime n

heapDelMi n ( A ) p o i s taa ja pal au tt aa

k eosta A sen pi e n i m m än avaimen .

� Nämä op e r aati o t ta rjo avaa k ek oa sano t aan

mi n i m i k eo ksi (eng l . mi n h e ap )
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Kek o 5

� T oin e n vaih t o e h t o , eli maksim i k ek o (engl .

maxh e ap ) taas ta rjo aa op e r aati o t:

heapInsert( A , k ) li s ää k ek o on A avaime n k

heapMax( A ) pal au tt aa k eosta A sen

suu r i m m an avaime n

heapDelMax( A ) p o i s t aa ja pal au tt aa

k eosta A sen suu r i m m an avaime n .

� Näitä k olm e a op e r aati o t a sano t aan

(maksim i / m i n i m i ) k ek o- o p e r aati o i ksi .

� Keski t y m m e tässä lu v u s s a ensi s i j ai s e s ti

maksim i k ek o o n ja sen toteu t u kse e n .
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Kek o 5

� Pyst yi s i m m e lu o n n o l l i s e s t i toteu t tam aan

op e r aati o t k ä yttäen jo tun te m i am m e

tieto r ak en t e i t a:

Jä rjestämättöm ä n li s tan (k alvot 2.4 )

op e r aati o i l l a in s e r t, del e te ja max

heapInsert ol i s i vakioai k ai n e n O ( 1)

heap(De l)Max ol i s i v at li n e aa ri s i a O ( n) .

Jä rjestet yn ren g asl i s tan (k alvot 2.4 .1 )

op e r aati o i l l a in s e r t, del e te ja max

heap(De l)Max ol i s i v at vakioai k ai s i a

O ( 1)

heapInsert ol i s i li n e aa ri n e n O ( n)

eli päi n v asto i n .

Pun amusti en pu i d e n (k alvot 3.3 )

op e r aati o i l l a in s e r t, del e te ja max

k aikki k ek o-o p e r aati o t ol i s i v at

lo g a r i tm i s i a O ( log n) .
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Kek o 5

� Pyst ymm e yhd i s te l e m ään ni i d e n pa rh aat

pu o l e t : esi tt e l e m m e tieto t y y p i n k ek o

toteu t u kse n , jos s a

heapMax on vakioai k ai n e n O ( 1)

heapDelMax ja heapInsert ovat

lo g a r i t m i s i a O ( log n) .

� Mih i n ta rvits e m m e näi n eri k o i s tu n u t ta

tieto r ak en n e tta?

Ei k ö tasapain o i te tt u hakup u u ri i ttäi s i ,

on h an sen teho kku u s mel k ei n yhtä hyvä?

V ai n heapMax ol i s i hi e m an hi taam p i .

� T ulem m e kurss i n aik ana näk emään

algo r i t m e j a, jotk a k ä yttävät

aputi e t o r ak en te e n aan k ek oa.

Nii s s ä k eon teho kku u s on ol e e l l i s t a.

� V ai kk a k ek o ei tuo k aan

k ertalu o kk apa ran n u s ta op e r aati o i h i n , on se

k ä ytännö s s ä hakup u u ta hu o m attavasti

no p e am p i .
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Keon k ä yttök ohtei t a 5.1

5.1 Ke o n k ä yttö k o hte ita

� Keon avul l a saamme toteu te ttu a

teho kk aasti p ri o r i te e t ti j o n o n :

� Kalvo j e n 2.2 tavall i n e n jon o ol i k aupan

k assa:

� uu s i asiak as asettuu jon o n p er ään

� jon o s ta pal v e l l aan ain a ensi m m äi s tä

asiak asta.

� Prio r i te e tt i j o n o on taas

ensi ap u p o l i kl i n i kk a:

� p o ti l ai ta palv e l l aan

kii r e e l l i s y y s j ä r j e s t y kse s s ä

� jos sis ään tul e v an p o t i l aan vamm at

ovat vak avia, ni i n hän oh i tt aa jon o s s a

vähem m än kii r e e l l i s e t.

� Op eraati o s s a heapInsert avain k on

sis ään tul e v an p o ti l aan kii r e e l l i s y y s .

� Op eraati o heapDelMax ottaa

kii r e e l l i s i m m än p o t i l aan ho i to o n .
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Keon k ä yttök ohtei t a 5.1

� Keon avul l a saamme toteu te ttu a eri ttäi n

teho kk aan jä rjes t äm i s al g o r i tm i n :

� Sy öte ol k o o n taul u kk o n a B [1 : : : n ] .

� Seuraava alg o r i tm i jä rjes tää taul u k o n B
alkio t suu r u u s j ä r j e s t y kse e n k ä yttäen

alu ksi t yhj ää k ek oa A aputi e to r ak en te e n a:

heapSort( B; n )
1 fo r i  1 to n do

2 heapInsert( A; B [i ])
3 fo r i  1 to n do

4 B [i ]  heapDelMin( A)

� Al g o r i tm i n aik avaativuu s on

O ( n � log n)

eli aid o s ti pa rem p i kui n nel i ö i s e t li s ä ys - ja

kupl aj ä r j e s täm i n e n (k alvoi l ta 1.1 � 1 .3 .2 ).

� P alaamme ta rk emm i n k ek ojä rje s t äm i s e e n

k alvoi l l a 6.1 .
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Keon k ä yttök ohtei t a 5.1

� Prio r i te e tti j o n o n k ä yttök oh t e i ta ovat

esi m e r ki ksi

k ä yttöjä rjestelmät kun vali t aan seur aavaa

p ro s e s s i a suo r i t u kse e n

verkk o a lgo ri tmi t joi ta esi te l l ään k alvoi l l a 7.
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Binää rik ek o 5.2

5.2 Bi n ää ri k ek o

Abstraktis ti k ek oa k annattaa ajatell a

bi n ää ri p u u n a (k alvot 3.1 ) jok a tä yttää

seur aavan k ek o ehd o n :

1. Isäsol m u u n tall e t e t tu avain on aina

vähi n tään yhtä suu r i kui n sen

lap s i s o l m u h i n tall e te tu t avaimet .

� Sil l o i n k ok o pu u n juu r i s o l m u s s a on ain a

suu r i n mahd o l l i n e n avain op e r aati o ta

heapDelMax va rten .

� T oteutam m e sii s nyt maksim i k ek o a.

� Min i m i k eo s s a ehto on k ääntäen

k o rk ei n taan .

� Halu tt u suo r i tu s kyky saavutetaan

pi t äm äl l ä pu u tasapain o s s a

eli sen k o rk eu s lo g a r i tm i s e n a

O ( log n)

sol m u j e n eli avainte n lu ku m ää rän n
suh t e e n .
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Binää rik ek o 5.2

K onk re e t t isesti tämä pu u k annattaa tall e ttaa

taul u kk o n a li n ki t y kse n sij aan .

Mää rittel e m m e pu u n tasapain o e h d o n site n ,

että taul u kk o to te u t u s on vaivato n t a:

2. Puu on mahd o l l i s i m m an tä ydel l i n e n , eli

� k aikki mu u t tasot pai ts i ali n ovat

tä ynn ä

eli ni i l l ä on maksim i m ää rä sol m u j a

� ali n taso on tä ytett y pu u n vasemm asta

reu n asta alk aen

eli vain pu u n oi k ea ala reu n a saa ol l a

vajaa.

� Näin saadaan bi n ää ri k ek o .

� Seuraavassa kuvassa on esi m e r kki p u u ,

jos s a sol m u n

si säl l ä on sen avain

vi eressä on sen taul u kk o p ai kk a.

� T aulukk o p ai k at on jaettu yll äo l e v an

tä yttö eh d o n 2 mu k ai s e s s a jä rjes t y kse s s ä.
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Binää rik ek o 5.2

� Kek otau l u kk o o n A li i t t y y k aksi attrib u u t ti a:

length[ A ] = taul u k o n pi t u u s

heapSize[ A ] = k eossa ol e v i e n avainte n

lu ku m ää rä.

� T auluk o n alkuo s a

A[1 : : : heapSize[ A ]]

on täll ä hetk el l ä k ä ytössä.

� Huo m aa: in d e kso i n ti alk aa ykk ösestä !

� T auluk o n lo p p u o s a

A[heapSize[ A ] + 1 : : : length[ A ]]

on täll ä hetk el l ä t yhj än ä o d o ttam ass a uu s i a

avaimi a.

� Tietenki n k ok o ajan

heapSize[ A ] � length[ A ]

jotta tall e t e t tu k ek o p ysy y taul u k o n A
sis äl l ä.
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Binää rik ek o 5.2

� Keon juu r i al ki o on tall e te ttu taul u k o n

ensi m m äi s e e n pai kk aan A[1] .

� Puu tall e te taan taul u kk o o n site n , että

paikk aan A[i ] tall e te t u s t a sol m u s ta pääsee

sen isään ja lap s i i n seur aavi l l a in d e ksi n i
laskuto i m i tu ksi l l a:

parent( i )
return

j
i
2

k

left( i )
return 2 � i

right( i )
return 2 � i + 1

� Juur e s s a (ja vain sie l l ä) on

parent[1] = 0 :

� Jos

left( i ) > heapSize[ A ]

ni i n pai k an i sol m u l l a ei ol e vasenta lasta.

� Sama ehto pätee my ö s oi k eal l e lap s e l l e .
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Binää rik ek o 5.2

� V ai kk a va rsi n ai s i a li n kk ejä ei ol e , on k eossa

li i kku m i n e n to d e l l a hel p p o a:

� Ede l l i s e n kuvan esi m e r kki p u u n

taul u kk o t o t e u tu s on seur aavana kuvana.

� Sol m u n A[5]

vanhempi on pai k assa

A[parent(5)] = A
�� 5

2

��

= A[2]

vasen l ap s i on pai k assa

A[left(5)] = A [2 � 5]

= A [10]

oik ea l ap si ol i s i pai k assa

A[right(5)] = A [2 � 5 + 1]

= A[11]

mu tt a sel l ai s ta sol m u a ei ol e , k osk a

heapSize[ A ] = 10

< 11 :
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Binää rik ek o 5.2

� Tämä sol m u j e n tall e n n u s j ä r j e s t y s saadaan

bi tt i o p e r aati o i n a site n , että kun pu u s s a

k äännytään

vasemm a ll e ni i n in d e ksi n i p er ään li i t e t ään

bi t ti 0

oik eall e ni i n bi t ti 1

eli in d e ksi i = p o l ku sitä vastaavaan

sol m u u n .

� Seuraava kuva havain n o l l i s t aa tätä ajatusta

k ä yttäen esi m e r kki p u u t am m e .

� Nyt voi m m e lau s u a k ek o ehd o n 1

seur aavasti :

k aikil l e in d e kse i l l e

1 < i � heapSize[ A ]

pätee

A[parent[ i ]] � A [i ]: (4)
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Binää rik ek o 5.2

� Enn e n kui n voi m m e toteu ttaa va rsi n ai s e t

k ek o-o p e r aati o t , toteu tam m e seur aavan

apuo p e r aati o n :

� P a rametrei n a saadaan taul u kk o A ja sen

lu v al l i n e n in d e ksi 1 � i � heapSize[ A ] .

� Oletu kse n a on että lap s i s ta left( i )
ja right( i ) alk avat ali p u u t ovat jo k ek oja

ja taul u k o s s a A .

� Op eraati o n jälk een my ö s in d e ksi s t ä i
alk ava ali p u u on k ek o ja taul u k o s s a A .

� T oisi n sano e n , my ö s A[i ] on päät ynyt

sop i v aan pai k aan kyseis e s s ä ali p u u s s a.

heapify( A; i )
1 l  left( i )
2 r  right( i )
3 i f r � heapsize[ A ] then

4 i f A[l ] > A [r ] then j  l else j  r
5 i f A[i ] < A [j ] then

6 vaih d a A[i ] $ A [j ]
7 heapify( A; j )
8 else i f l = heapSize[ A ] and A[i ] < A [l ]
9 then vaih d a A[i ] $ A [l ]
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Binää rik ek o 5.2

� Rivi l l ä 3 tutki taan ovatk o mo l e m m at lap s e t

ol e m ass a.

� Tä yttöjä rjes t y kse n 2 no j al l a tämä on

sama ehto kui n tutki a on k o oi k ea lap s i r
ol e m ass a.

� Rivi l l ä 4 j = lap s i s t a l ja r suu r e m p i .

� Rivi l l ä 5 ta rkistetaan tä yttävätk ö A[i ]
ja A[j ] k ek o ehd o n 1 mu o d o s s a (4).

� Jos eivät, ni i n

� vaih d e taan ne k esk enään (rivi 6)

� jatk etaan k eon k o rj ai l u a (rivi 7).

� Jos vain vasen lap s i l on ol e m ass a, ni i n

tehd ään sen suh te e n sama t y ö kui n edel l ä

(rivi t 8� 9 ).

� Seuraava kuvasa rja valo ttaa op e r aati o n

toi m i n taa.
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Binää rik ek o 5.2

� Op eraati o n heapify suo r i tu s ai k a ri i p p u u

aino astaan pu u n k o rk eu d e s t a:

� rekur s i i v i s i a kutsu j a tehd ään pahi m m ass a

tapaukses s a pu u n k o rk eu d e n verr an

� n -alki o i s e n k eon k o rk eu s on sel v ästi

O ( log n)

sil l ä k ek o on lähe s tä ydel l i n e n bi n ää ri p u u

� op e r aati o n pahi m m an tapauksen

aik avaativuu s on sii s lo g a r i tm i n e n .

� Kek o eh d o s ta 1 seur aa suo r aan että k eon

maksim i al ki o on tall e te t tu pai kk aan A[1],

jote n op e r aati o

heapMax( A)
return A[1]

on tri v i aal i ja vie vakioajan O ( 1) .
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� Maksim i al ki o n p o i s t am i n e n epät yh j ästä

k eosta A :

heapDelMax( A)
1 p  A [1]
2 A[1]  A [heapSize[ A ]]
3 heapSize[ A ]  heapSize[ A ] � 1
4 heapify( A; 1)
5 return p

� P alauttaa k ohd ass a A[1] ol l e e n avaimen

(rivi t 1 ja 5).

� Keon vii m e i s e s s ä pai k assa ol e v a

alkio A[heapSize[ A ]] vied ään p o i s te t u n

alkio n A[1] til al l e (rivi 2).

� Keon k ok o pi e n e n n e tään yhd e l l ä (rivi 3).

� Kek o on mu u t e n kunn o s s a, mu tta

k ohtaan A[1] sii r r e tt y avain saattaa

ri kk o a k ek o-o m i n ai s u u d e n :

kutsu taan op e r aati o ta heapify
k o rj aam aan til an n e (rivi 4).
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� P oi s to - o p e r aati o n aik avaativuu s on sama

kuin apuo p e r aati o l l a heapify , eli

O ( log n) :

� Seuraava kuvasa rja on esi m e r kki

p o i s t o - o p e r aati o n toi m i n n asta.
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Binää rik ek o 5.2
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heapify(A,1)

heapDelMax(A)
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Binää rik ek o 5.2

� A vai m e n k li s ääm i n e n k ek o on A :

heapInsert( A; k )
1 i  heapSize[ A ] + 1
2 heapSize[ A ]  i
3 whi l e i > 1 and A[parent( i )] < k do

4 A[i ]  A [parent( i )]
5 i  parent( i )
6 A[i ]  k

� Kasvatetaan k eon k ok oa yhd e l l ä sol m u l l a

eli tehd ään paikk a i uu d e l l e avaime l l e

(rivi t 1� 2 ).

� Noste taan tätä t yhj ää pai kk aa i pu u s s a

ylö s p äi n (rivi t 3� 5 )

� sii r täm äl l ä sen tiel tä tä yden isäp ai k an

sis äl tö alaspäi n (rivi 4)

� kunn e s se päät yy k ohtaan , jos s a

k ek o ehto 1 jäll e e n pätee mu o d o s s a (4).

� Nosto n aik ana t yhj än pai k an i avaime ksi

ol e te taan k

ja no s to n lo p u t tu a (rivi l l ä 6) asetetaan

näi n oi k easti ki n .
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Binää rik ek o 5.2
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heapInsert(15):

581 3 1 : Tieto rak ente e t 442



Binää rik ek o 5.2

� Ede l l i s e l l ä k alvol l a on esi m e r kki

li s ä ys o p e r aati o n toi m i n n asta.

� P ahim m ass a tapaukses s a avain li s ätään

juu r e e n , jol l o i n pu u n k o rk eu d e l l i s e n verr an

avaimi a on valu te tt u alaspäi n .

� Op eraati o n aik avaativuu s on sii s

lo g a r i t m i n e n

O ( log n)

avainte n lu ku m ää rän n suh te e n .

� Lisä yso p e r aati o ol e t taa, että taul u kk o A ei

viel ä ol e tä ynn ä, eli

heapSize[ A ] < length[ A ]:

� Jos taul u kk o A on ki n tä ynn ä, ni i n voi d aan

sove l taa k alvoi l l a 4.4 esi t e t t y ä dyn aam i s ta

pi d e n t äm i s t ä.
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Mui t a op er aati o i ta 5.3

5.3 Mui ta op eraatioi ta

� Jotkut sove l l u kse t ta rvits e v at op e r aati o t a,

jok a k asvattaa k ek opai k assa A[i ] ol e v an

avaimen uu te e n a rvo o n k > A [i ] :

heapIncKey( A; i; k )
1 i f k > A [i ] then

2 A[i ]  k
3 whi l e i > 1 and A[parent( i )] < A [i ] do

4 vaih d a A[i ] $ A [parent( i )]
5 i  parent( i )

� Jos yri te tään pi e n e n tää avaime n a rvoa,

op e r aati o ei tee mi tään (rivi 1)

� K op i o i d aan k eon k ohtaan i uu s i avaimen

a rvo (rivi 2).

� Jos k asvanut A[i ] ri kk o i k ek o ehd o n 1

mu o d o s s a (4), ni i n

� vaih d e taan A[i ] isän s ä k anssa (rivi 4)

� kunn e s ehto on jäll e e n kunn o s s a

(rivi t 5 ja 3).
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Mui t a op er aati o i ta 5.3
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heapIncKey(A,i,15)
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Mui t a op er aati o i ta 5.3

� Jos tä yt yykin pi e n e n t ää k eon A pai k assa i
ol e v aa avainta:

heapDecKey( A; i; k )
1 i f k < A [i ] then

2 A[i ]  k
3 heapify( A; i )

� Jos k eosta A hal u taan p o i s taa sen paik assa i
ol e v a avain, jok a ei sii s ol e k aan suu r i n :

heapDel( A; i )
1 heapIncKey( A; i; + 1 )
2 heapDelMax( A)

� T oim i n tap e r i aate:

1. En s i n tehd ään sii tä �väkival l o i n �

suu r i n .

2. Sitten p o i s te taan se no r m aal i s ti .
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Mui t a op er aati o i ta 5.3

� Tämä tapa kui te n ki n sii r te l e e k ahta k eon

avainta:

1. p o i s te ttava avain no u s e e ensi m m äi s e e n

pai kk aan A[1]

2. ja k o rvau tu u vii m e i s e l l ä avaimel l a

A[heapSize[ A ]] jon k a

� taul u kk o p ai kk a vapautetaan

� a rvo lask eu tu u uu d e l l e pai k al l e e n

taul u k o s s a.

� Rii t tää sii r r e l l ä yhtä avainta:

1. k o rvaa suo r aan p o i s t e t tava A[i ]
vapautu v al l a avaime l l a A[heapSize[ A ]]

2. ja sii r r ä k o rvaava avain uu d e l l e pai k al l e e n

nostama ll a ylö s p äi n jos se k asvoi

l ask emall a alaspäi n jos vähen i .
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Mui t a op er aati o i ta 5.3

� Sy ötteen ä anne tu i s ta n avaime s ta voi d aan

lu o d a k ek o li s ääm äl l ä ne alu ksi t yhj ään

k ek o on yksi k erral l aan .

� Ai k avaatim u s ol i s i

O ( n � log n) :

� Esi m e r kki n ä ri v i t 1� 2 k alvoj e n 5.1

k ek ojä rje s täm i s al g o r i tm i s s a.

� Kui t e n ki n seur aava tapa tek ee saman

säästäen

ti l aa: avaime t voi v at ol l a suo r aan

taul u k o s s a A � ni i d e n alkup e r äi s e l l ä

jä rjes t y kse l l ä ei ol e väli ä

aik aa: aik avaatimu s on ki n vain li n e aa ri n e n

O ( n) :

buildHeap( A)
1 heapSize[ A ]  length[ A ]

2 fo r i  
j

length[ A ]
2

k
do wnto 1 do

3 heapify( A; i )
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Mui t a op er aati o i ta 5.3

� T ava n p er u s t e l u :

� Kalvo j e n 5.2 apufu n kti o ta heapify( A; i )
saa kutsu a, kunh an pai k asta A[i ] alk avan

k ek opu u n mo l e m m at ali p u u t A[left( i )] ja

A[right( i )] ovat jo k ek oja.

� Kuts u n tul o kse n a k ok o pai k asta A[i ]
alk ava ali p u u on nyt itse ki n k ek o.

� Sii s k ä ydäänkin läp i

puun solmut alh aal t a ylö s p äi n

vastaavat taul u kk opaik at lo p u s t a

alkuu n

A[length[ A ]] ; A [length[ A ] � 1] ; : : : ; A [1] :

� Näistä pai k o i s ta ensi m m äi n e n pu o l i s k o

&
length[ A ]

2

'

k appal e tt a

ovat kui te n ki n lap s e t to m i a sol m u j a, jote n

ne voi d aan ki n hyp ätä yli .

� Seuraava kuvasa rja valo ttaa tavan

toi m i n taa.
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Mui t a op er aati o i ta 5.3
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heapify(4)

heapify(3)
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Mui t a op er aati o i ta 5.3
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Mui t a op er aati o i ta 5.3

� Ent äs li n e aa ri s u u s ? Ei k ö tämäkin ol e k aan

sama

O ( n � log n)

� sil m u kk ahan suo r i t e t aan

j
n
2

k
k ertaa

� jok a k erral l a tehd ään O ( log n) kutsu

heapify( A; i ) ?

� T ehdäänki n ta rk emp i analyy s i :

� Yh d e n kutsu n ask elm ää rä on O ( h) mi s s ä

h = sol m u n A[i ] k o rk eu s k ek opu u s s a.

� Binää ri p u u s s a k o rk eu d e l l a h on �
l

n
2h+1

m

sol m u a.

(V oi d aan to d i s t aa in d u kti o l l a yli

k o rk eu d e n h ; siv u u t e t aan .)

� Kek op u u on mel k ei n tasapain o i n e n , jote n

sen (juu r e n ) k o rk eu s on blog nc.
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Mui t a op er aati o i ta 5.3

� Näin ask elm ää räl l e saadaan ylä raj a

blog ncX

h=0
h �

� n

2h+1

�

<
blog ncX

h=0
h �

n

2h

(Py ö ri s t y s ylö s p äi n voi d aan p o i s taa k a rk ealla

a rvio l l a: dye � 2 � y kun y � 1
2 .)

= n �
blog ncX

h=0
h �

� 1

2

� h

< n �
1X

h=0
h �

� 1

2

� h

| {z }
=2

:

� Kä ytim m e yll ä lo p u ksi aputu l o s t a

1X

h=0
h � xh =

x

(1 � x) 2 kun jx j < 1 (5)

a rvol l a

x =
1

2
:
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Mui t a op er aati o i ta 5.3

� Ap u tu l o s (5) voi d aan joh t aa

lu ki o m atem ati i k an tied o i n seur aavasti :

� Ää rettö m än geo m e tr i s e n sa rjan sum m a

on

1X

k=0
xk =

1

1 � x
kun jx j < 1:

(Kä ytimm e sen ää rell i s tä tapausta jo

lau s e e n 3.2 to d i s tu kse s s a.)

� Deri v o i d aan se mu u tt u j an x suh te e n :

1X

k=1
k � xk� 1 =

1

(1 � x) 2 :

� Kerr o taan se mu u tt u j asy m b o l i l l a x :

1X

k=1
k � xk =

x

(1 � x) 2 :

� Lisätään sii h e n 0 � x0 = 0 :

1X

k=0
k � xk =

x

(1 � x) 2 :

� Tämä on esi m e r kki gen e r o i v i e n funkti o i d e n

ja fo rm aal i e n p o t e n s s i s a r j o j e n k ä ytöstä

algo r i t m i an al y y s i s s ä.
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Kahvat k eon sisäl l e 5.4

5.4 Kahvat k e o n si säl l e

� Mon i s s a k ä ytännö n sove l l u ksi s s a, kuten

k ä ytettäessä k ek oa p ri o r i te e tti j o n o a,

k eottavat alkio t sis äl tävät mu i taki n k entti ä

kuin p el k än avaime n .

� Tällö i n itse k ek o on k annattanee tall e tt aa

vain pa rej a

� avain

� vii te li s äti e d o t tall e ttan e e s e e n

datatietu e e s e e n

(tai jop a avainki n voi ol l a datatietu e e s s a).

� V er t aa k alvoj e n 3.4 ero tte l u hakup u u n ja

datatietu e e n väli l l ä.

� Jos esi m e r ki ksi toteu tt ai s i m m e

k ä yttöjä rje s t e l m äss ä p ro s e s s i e n

sk edu l o i n ti j o n o n k ä yttäen k ek oa, ni i n k ok o

p ro s e s s i ku v aajaa ei k annattane vied ä

k ek o on .
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Kahvat k eon sisäl l e 5.4

� Tällais e s s a k ä ytännö n til an t e e s s a

k ek o-o p e r aati o i d e n pa ram e tr i t k annattanee

vali t a seur aavasti :

heapInsert( A , x , k ) li s ää k ek o on A
datatietu e (vi i t te )en x avaimel l a k .

heapMax( A ) pal au tt aa vii t te e n sii h e n

k eon A datatietu e e s e e n , jon k a avain on

suu r i n .

heapDelMax( A ) p o i s t aa ja pal au tt aa sen.

heapIncKe y( x , k0
) k asvattaa

datatietu e (vi i t te )ese e n x li i tt y v än

avaimen uu d e ksi a rvoksi k0
.

� Jotta op e r aati o heapIncKe y saadaan

toteu t e t tu a teho kk aasti, ni i n datatietu e i s ta

on my ö s ol tava vii te tak aisin vastaavaan

k ek oalki o o n .

� Tätä vii te ttä tak aisin kutsu t aan jos ku s

k ahvaksi (engl . hand l e ).
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Kahvat k eon sisäl l e 5.4

� Mui s ti n o r g an i s o i n ti nä yttää esi m e r ki ksi

seur aavan kuvan mu k ai s e l t a.

� Datatietue e n x k ahva handle[ x] tak aisin sitä

vastaavaan k ek oalki o o n

� on k ä ytännö s s ä k ek oalki o n nykyi n e n

in d e ksi i k ek otaul u k o s s a A , eli

� tä yttää sii s in v a r i an ti n

�k ek otaul u kk o p ai k an A[handle[ x]] vii te

oso i tt aa tak aisin tämän samaan

tietu e e s e e n x itse e n s ä�

� jota tä yt yy sii s yll äp i t ää k aikiss a

k ek o-o p e r aati o i s s a aina kun alkio t

vaih t avat pai kk aa k ek otaul u k o n A sis äl l ä.

� Sil l o i n datatietu e t ta k ä yttävä op e r aati o

heapIncKe y ( x; k 0) pal au tu u k alvoj e n 5.3

taul u kk o a k ä yttäväksi op e r aati o ksi

heapIncKey( A; handle[ x]; k0)

jok a vuo r o s taan pi tää yll ä tätä in v a r i an tti a

ri v i l l ään 4.

Muu t op e r aati o t vastaavasti.
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Jä rjestämin e n 6

6 Jä rj estämin en

� Osaamme jo mu u tam i a nel i ö i s e s s ä ajassa

O
�
n2

�

toi m i v i a men e t e l m i ä, jotk a jä rjes tävät

n lu ku a suu r u u s j ä r j e s t y kse e n :

l i sä ys j ä r j estämin en k alvoi l ta 1.1

kupl aj ä r j estämin en k alvoi l ta 1.3 .2 .

� T a rk a stellaan tässä lu v u s s a mu u tam aa

men e t e l m ää joi l l a jä rjes täm i s e s s ä päästään

asymp to o t ti s e s ti pa rem p aan aik aan

O ( n � log n) :

� Eräs men e t e l m ä ol i s i tieten ki n

1. lu o d a lu v u i s t a tasapain o i n e n (kuten

k alvoj e n 3.3 pu n am u s taan ) hakup u u

2. tul o s t aa se sis äj ä r j e s t y kse s s ä

mu tta ri i tt äi s i v ätk ö yksin k er t ai s e m m at

aputi e t o r ak en te e t?
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Kek ojä rj e s t äm i n e n 6.1

6.1 Ke k o jä rjestäm inen

� Eräs men e t e l m ä saadaan k o rvaamal l a

hakup u u k ek opu u l l a.

� Kalvo i l l a 5.1 hahm o t te l i m m e jo id e an mi te n

k ek oa voi d aan k ä yttää saamaan ajassa

O ( n � log n)

toi m i v a jä rjes täm i s al g o r i tm i .

� Esi te tään tässä k ä ytännö n tasol l a hi e m an

teho kk aamm i n toi m i v a versi o

k ek ojä rje s täm i s e s tä.

� Kalvo i l l a 5.2 esi tt e l i m m e

� apuo p e r aati o n heapify( A; i )

� sen avul l a tehd y n no p e an mu u n n o kse n

buildHeap( A) mi e l i v al t ai s e s ta

taul u k o s ta A k eoksi .
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Kek ojä rj e s t äm i n e n 6.1

� Kek ojä r j e s t äm i n e n tapahtu u ni i tä k ä yttäen

seur aavasti :

heapSort( A )
1 buildHeap( A)
2 whi l e heapSize[ A ] > 1 do

3 vaih d a A[1] $ A [heapSize[ A ]]
4 heapSize[ A ]  heapSize[ A ] � 1
5 heapify( A; 1)

� Ai n e i s to s ta A tehd ään ensi n

maksim i k ek o (rivi 1).

� V ai h d e t aan k esk enään k eon suu r i n ja

vii m e i n e n alkio (rivi 3).

� Suu r i n alkio sii r t y y oi k eal l e pai k al l e e n .

� Pien e n n e tään k ek oa, jotta sitä ei enää

k äsitel l ä uu d e l l e e n (rivi 4).

� P alautetaan k ek o ehto 1 voi m aan my ö s

pai k assa A[1] (rivi 5).

� T oiste taan kunn e s k ek o k o os tu u vain

pai k asta A[1] jos s a nyt on sy ötte e n

pi e n i n alkio (rivi 2).
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Kek ojä rj e s t äm i n e n 6.1

Ai k avaati v u u s on jo to d e ttu .

Ti l av aati v u u s :

� Op eraati o heapify kutsu u rekur s i i v i s e s ti

itse ään pahi m m i l l aan k ek opu u n

k o rk eu d e n

O ( log n)

verr an .

� Op eraati o n rekur s i o on

� k alvoj e n 3.1 .3 tak a rekursi o ta

� mu u te ttavi s s a iter aati o ksi

jol l o i n sen til an ta r v e on vakio.

� Muu tki n k ek ojä rje s täm i s e n toi m e t

on n i s tu v at vakioti l ass a

O ( 1) :

� Seuraavassa kuvassa on esi m e r kki .
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Kek ojä rj e s t äm i n e n 6.1
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Lomi tu s j ä r j e s täm i n e n 6.2

6.2 Lo m itusj ä r j estämin en

� Lom i tu s j ä r j e s täm i n e n p er u s tu u

hajo i t a- j a- h al l i ts e (engl . di v i d e - an d - c o n q u e r )

tekni i kk aan:

hajoi tetaan on g e l m a pi e n e m p i i n

osao n g e l m i i n

hal l i taan eli ratk aistaan osao n g e l m at

rekur s i i v i s e s t i

yhdi s tetään osa ratk ais u t site n että

saadaan ratk aisu k ok o on g e l m al l e .

� Sy ötetau l u kk o A[1 : : : n ] jä rjes te tään

kutsu m al l a

mergeSort( A; 1; n)

mi s s ä rekur s i i v i n e n kutsu

mergeSort( A; p; r )

jä rjes tää taul u k o n osan A[p : : : r ] .
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Lomi tu s j ä r j e s täm i n e n 6.2

� Tämä rekur s i i v i n e n funkti o on

mergeSort( A; p; r )
1 i f p < r then

2 q  
j

p+ r
2

k

3 mergeSort( A; p; q)
4 mergeSort( A; q + 1 ; r )
5 merge( A; p; q; r )

ja sen toi m i n t a voi d aan p er u s te l l a

seur aavasti .

� Jos k äsitel tävän osan pi t u u s

` = r � p + 1 � 1

alkio ta, ni i n

� ei tehd ä mi tään (rivi 1)

� k osk a sehän on jo jä rjes t y kse s s ä.

� Tämä on funkti o n (t yhjä) ei- r e ku r s i i v i n e n

haa ra.
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Lomi tu s j ä r j e s täm i n e n 6.2

� Muu t e n ri v i l l ä 2 asetetaan q k äsitel tävän

taul u k o n osan k esk ell e .

� Jällee n k ä ytetään tuttu a id e aa pu o l i t taa

sy öte .

� V er taa esi m e r ki ksi k alvoj e n 1.3 .3

bi n ää ri h aku .

� T auluk o n

alkuosa A[p : : : q] (rivi 3)

l opp u osa A[q + 1 : : : r ] (rivi 4)

jä rjes te tään rekur s i i v i s e s ti .

� Rivi l l ä 5 kutsu t aan op e r aati o ta merge jok a

l omi ttaa nämä k aksi osaa yhd e ksi

jä rjes te t y ksi osaksi A[p : : : r ]

l i n eaa ri sessa ajassa

O ( `) :

(Kuva 4.1 kirjasta A. Leviti n : Intro d u c t i o n to the Desig n & Anal y s i s

of Alg o r i t h m s . A dd i s o n - W e s l e y , 200 3 .)
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Lomi tu s j ä r j e s täm i n e n 6.2

5 6 7 8

1 3 2 6

1

5 2

2 4

74

3

5 6 7 8

1 3 2 6

1 2 3 4

5 2 4 7

merge-sort(A,1,8)

merge-sort(A,5,8)merge-sort(A,1,4)

1 2 4

7

3 5 6 7 8

1 6

merge(A,1,4,8)

1 2 3 4

2

5 6 7 8

2 4 5 2 3

1 42 3 5 6 7
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Lomi tu s j ä r j e s täm i n e n 6.2

� Lin e aa ri s e n lo m i tu kse n in t u i t i o :

� Olk o o n mei l l ä 2 jä rjes t e t t y ä

p el i k o r t ti p akk aa kuvapu o l i ylö s p äi n .

� V er r ataan ni i d e n pääll i m m äi s i ä k o rttej a.

� K o r te i s ta pi e n e m p i sii r r e tään

tul o s p akk aan kuvapu o l i alaspäi n .

� Suu r e m p i jää om an pakk ansa pääll e .

� Näin jatk etaan, kunn e s k aikki k o rti t ovat

tul o s p ak assa.

� Sil l o i n tul o s p akk a

� k o os tu u alkup e r äi s t e n pakk ojen

k o rtei s ta

� on samassa jä rjes t y kse s s ä

(kun se k äännetään ymp ä r i kuvapu o l i

ylö s p äi n )

� on mu o d o s t e t tu li n e aa ri s e s s a ajassa

k o rtti e n lu ku m ää rän suh te e n .
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Lomi tu s j ä r j e s täm i n e n 6.2

� Sovel l e taan tätä k o rtti p akk amen te l m ää

taul u k o i h i n seur aavasti :

� K op i o i d aan lo m i t e t tavat osat (rii tt ävän

pi t ki i n ) aputau l u k o i h i n

L [1 : : : q � p + 1] = A [p : : : q]

R[1 : : : r � q] = A [q + 1 : : : r ]:

� Ap u tau l u k o n

alkuosa L [1 : : : i � 1] on jo lo m i te ttu

tul o s t au l u kk o o n

l opp u osa L [i : : : ] o d o ttaa viel ä

lo m i ttam i s t a.

� V astaavasti R[1 : : : j � 1] ja R[j : : : ] .

� T ulo s tau l u k o n A[p : : : r ]

alkuosa A[p : : : k � 1] k o os tu u näi s t ä

aputau l u k o i d e n alkuo s i e n alkio i s ta

lo m i te ttu i n a jä rjes t y kse e n

l opp u osa A[k : : : r ] o d o tt aa viel ä

tä yttämis tään .
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Lomi tu s j ä r j e s täm i n e n 6.2

� Al g o r i tm i yll äp i tää näit ä in v a r i an tte j a

� sii r t äm äl l ä pi e n e m m än alkio i s t a L [i ] ja

R[j ] pai kk aan A[k]

� päi v i tt äm äl l ä in d e kse j ä k sek ä jok o i tai j
vastaavasti.

merge( A; p; q; r )
1 n1  q � p + 1
2 fo r i  1 to n1 do

3 L [i ]  A [p + i � 1]
4 L [n1 + 1]  + 1
5 n2  r � q
6 fo r j  1 to n2 do

7 R[j ]  A [q + j ]
8 R[n2 + 1]  + 1
9 i  1
10 j  1
11 fo r k  p to r do

12 i f L [i ] � R[j ] then

13 A[k]  L [i ]
14 i  i + 1
15 else

16 A[k]  R[j ]
17 j  j + 1
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Lomi tu s j ä r j e s täm i n e n 6.2

� Rivei l l ä 1� 4 lu o d aan aputau l u kk o

L [1 : : : q � p + 1| {z }
n1

+1 ]:

Lisäp ai kk a an lai te taan ri v i l l ä 4 rajap yy kki

(senti n e l ) + 1 tak aa maan, ettei edetä oh i

taul u k o n vii m e i s e n alkio n .

� Rivei l l ä 5� 8 vastaavasti aputau l u kk o R .

� Rajap yykit yksin k er t ai s tavat alkio i s t a L [i ]
ja R[j ] pi e n e m m än vali n taa ri v i l l ä 12 :

� Jos k ok o L on jo sii r r e tt y , ni i n

� i = n1 + 1

� L [i ] = + 1

� vali taan ki n R[j ] .

� V astaavasti aputau l u k o s s a R .

� Ilman rajap yy kk ejä pi täi s i testata

taul u k o n L lo p p u m i n e n i f -ehdo s s a.
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Lomi tu s j ä r j e s täm i n e n 6.2

1 2 4

7

3

2 4 5

5 6 7 8

1 62 3

£L[i]    R[j]

1 2 43 5 1 2 43 5

1 2 43 5 1 2 43 5

1 2 43 5 1 2 43 5

5 6 7 81 2 43

A

L 72 4 5 8 R 1 62 3 8

j

1

i

2

k

1 2 43 5 1 2 43 5

5 6 7 81 2 43

A

L 72 5 8 R 1 63 8

1 2

k

4

i

2

j

2

merge(A,1,4,8)

A

i

5 6 7 81 2 43

A

L 72 4 5 8 R 1 62 3 8

j

1

k

i j

5 6 7 81 2 43

A

L 72 4 5 8 R 1 62 3 8

k

L[i]>R[j]

L[i]>R[j]

L[i]>R[j]
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Lomi tu s j ä r j e s täm i n e n 6.2

1 2 43 5 1 2 43 5

L 72 5 8 R 1 63 84

i

2

j

5 6 7 81 2 43

A 1 2 2 3

k

£L[i]    R[j]

1 2 43 5 1 2 43 5

L 72 5 8 R 1 63 84 2

ji

5 6 7 81 2 43

A 1 2 2 3 4

k

£L[i]    R[j]

1 2 43 5 1 2 43 5

L 72 8 R 1 63 84 2

ji

5

5 6 7 81 2 43

A 1 2 2 3 4 5

k

L[i]>R[j]

1 2 43 5 1 2 43 5

L 72 8 R 1 63 84 2

i

5

j

£L[i]    R[j]

5 6 7 81 2 43

A 1 2 2 3 4 5

k

6

5 6 7 81 2 43

A 1 2 2 3 4 5 6 7
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Lomi tu s j ä r j e s täm i n e n 6.2

� Ede l l i n e n kuvasa rja antaa esi m e r ki n

lo m i tu kse n toi m i n n asta.

� Seuraava kuva nä yttää mi t e n taul u kk o

hajoaa osii n rekur s i o l l a

osat yhdi s t y v ät lo m i t u s o p e r aati o i l l a.

� Lom i tu s l aj i t te l u on hel p p o toteu tt aa

vak aa k si

� eli sel l ai s e ksi , että se säil y t tää yhtä

suu r te n sy öte al ki o i d e n alkup e r äi s e n

k eskin äi s e n jä rjes t y kse n : sy ötte e s s ä

: : : ; 5; : : : ; 5; : : :

oi k ean p u o l e i n e n vii to n e n ei vahi n g o s s a

oh i ta jä rjes täm i s e n aik ana

vasemm an p u o l e i s t a

� jak amall a taul u kk o tähän tapaan

vasemp aan ja oi k eaan pal ase e n

� lo m i ttam al l a ne tähän tapaan site n , että

otetaan ensi n vasemm asta palase s ta jos

vain voi d aan .
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5 2 4 7 1 3 2 6

62315 2

52

74

4 7 1 3 2 6

3 2 61

61 2 372 4 5

2 45 7

7 1425 3 62

1 2 2 3 4 5 6 7

taulukko alussa

taulukko järjestyksessä

merge

merge merge

merge merge merge merge

divide

divide divide

divide divide divide divide
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V aativu u s an al y y s i 6.2.1

6.2.1 V aativu u s an al y y si

� Enn e n kui n analys o i m m e k ok o

lo m i tu s j ä r j e s täm i s e n aik avaativuu tt a,

va rmi s t e taan että näi n toteu te ttu merge on

to d e l l aki n aik avaatimu kse l taan li n e aa ri n e n :

� Olk o o n ` = r � p + 1 lo m i te ttavan

taul u k o n osan pi tu u s .

� Ap u tau l u k o i d e n L ja R tä yttämin e n

(rivi t 1� 4 ja 5� 8 ) vie

ti l aa yhtee n s ä ` + 2 = O ( `)
taul u kk o p ai kk aa

k osk a lo m i t e t tava taul u k o n osa jaetaan

ni i h i n

aik aa O ( `) ask elta ( O ( 1) / paikk a).

� Rivi e n 11 � 1 7 sil m u k assa

� toi s te taan ` k ertaa

� O ( 1) ask eleen sis äl t ö ä

eli O ( `) ask elta.
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V aativu u s an al y y s i 6.2.1

� Yh te e n s ä sii s merge vie

aik aa

ti l aa

li n e aa ri s e n mää rän O ( `) , kuten lu v atti i n ki n .

� Ent ä k ok o lo m i tu s j ä r j e s täm i s e n

aik avaativuu s ?

� T ehdään yksin k er t ai s tava ol e tu s :

� jä rjes te tt ävän taul u k o n k ok o n on joki n

k ahden p o t e n s s i 2p

� jol l o i n jok ai n e n jak o sii s pu o l i t taa

taul u k o n k ahteen yhtäsu u r e e n osaan

� eli pi e n e n tää eksp o n e n t ti a p yhd e l l ä.

Sama yksin k er tai s tu s tehti i n jo

k alvoj e n 1.3 .3 bi n ää ri h au n analyy s i s s ä.
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V aativu u s an al y y s i 6.2.1

� Binää ri h au n analyy s i s s ä k ä ytimm e my ö s

seur aavaa rekur s i o y h täl ö n id e aa:

� Otetaan k ä yttö ön mer ki n t ä

T ( k) = k pai kk aa pi tk än taul u k o n o s an

vaatima aik a.

� Kir j o i te taan lo m i tu s j ä r j e s t äm i s e n k o o d i n

p er u s t e e l l a rekur s i o y h täl ö

T (1) = O ( 1)

T ( k) = 2 � T ( k=2) + O ( k) kun k > 1:

� Yl e m p i yhtäl ö vastaa alg o r i t m i n

ei- r e ku r s i i v i s ta, alem p i taas

rekur s i i v i s ta haa raa.

� Rekursi i v i s e s s a haa rassa alg o r i tm i

kutsu u itse ään 2 k ertaa

� kumm al l aki n rekur s i o ku ts u k er r al l a

pu o l e t lyh y e m m äl l ä taul u k o l l a.

� Lisäksi tehd ään edel l ä li n e aa ri s e ksi

to d e ttu lo m i tu s t y ö .
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V aativu u s an al y y s i 6.2.1

� K o r v ataan sel k eyd e n vuo ksi tässä yhtäl ö s s ä

O -me r ki n tä sen tak aa malla ri i t tävän suu r e l l a

vakiol l a c:

T (1) = c
T ( k) = 2 � T ( k=2) + c � k kun k > 1:

� Al e taan lask ea tätä yhtäl ö ä auki kun n = 2 p
:

T ( n) = 2 � T ( n=2) + c � n
= 2 � (2 � T ( n=4) + c � n=2) + c � n

= 4 � T ( n=4) + 2 � c � n
= 4 � (2 � T ( n=8) + c � n=4) + 2 � c � n
= 8 � T ( n=8) + 3 � c � n
= 8 � (2 � T ( n=16) + c � n=8) + 3 � c � n
= 16 � T ( n=16) + 4 � c � n

ja havaitaan, että q k o rvau kse n jälk een on

= 2 q � T ( n=2q) + q � c � n:

Tämä päätt yy , kun n = 2 q
, eli q = p, jol l o i n

= 2 p � T (1)| {z }
c

+ p � c � n:

T oisi n sano e n

= n � c + (log n) � c � n:
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V aativu u s an al y y s i 6.2.1

� Havainn o l l i s e m p aa on mu o d o s taa

rekur s i o p u u :

� Jok aisess a sol m u s s a on yksi rekur s i o ku ts u

mergeSort( A; p; r ) :

� Sen lap s i n a ovat sen synn y ttäm ät

rekur s i o ku ts u t

mergeSort( A; p; q) ja mergeSort( A; q+1 ; r )

mi s s ä

q =
� p + r

2

�

:

� Nyt kun lask etaan aik a-a rvi o t a, ni i n

� kutsu j e n sij asta kirj o i t e t aan ki n sol m u i h i n

vastaava T -l au s e k e

� pu u n k asvatus vastaa ask eisi ä k o rvau ksi a

k aavaa n.
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V aativu u s an al y y s i 6.2.1

� Jatk etaa n rekur s i o p u u n k asvatusta, kunn e s

tul l aan yhd e n k ok oi s e n taul u k o n

jä rjes täm i s tä vastaavii n leh t i s o l m u i h i n .

� Huo m aam m e että rekur s i o p u u n jok ai s e n

tason t vaativu u s on c � n :

� tasol l a t on 2t
sol m u a

� jok ai s e s s a sol m u s s a on kul u n u t aik aa

c � n=2t
ask elta :

� Rekursi o p u u n mu o t o on seur aava:

� Se on tä ydel l i n e n bi n ää ri p u u , k osk a

ol e ti m m e sy ötte e n pi t u u d e ksi n = 2 p
.

� Sii n ä on n leh te ä, yksi jok ai s e l l e

sy öte p ai k al l e A[i ] .

� Sen k o rk eu s on

p = log n

ja tasoja t on p + 1 k appal e tta.
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V aativu u s an al y y s i 6.2.1

� Summ ataan yhtee n k aikki nämä tasot:

rekur s i o n k ok on ai s aj an ta r v e on

c � n � (log n + 1)

� Mol e m m i l l a tavoi l l a on (tieten ki n ) saatu

sama tul o s : lo m i tu s l aj i t te l u n ajanta rve on

O ( n � log n)

ask elta.

� Tämän toteu tu kse n aputi l an t a r v e on

O ( n + log n) = O ( n)

mu i s ti p ai kk aa, k osk a

� suu r i n lo m i tu s ta rvits e e aputi l aa k ok o

sy ötte e l l e

� samaa aputi l aa voi k ä yttää uu d e l l e e n eri

lo m i tu ksi s s a

� sis äkk äisi ä rekur s i o ku ts u j a on

rekur s i o p u u n k o rk eu d e n verr an .

581 3 1 : Tieto rak ente e t 486



Ilman rekurs i o t a 6.2.2

6.2.2 Il man rekursi ota

� Lom i tu s j ä r j e s täm i n e n k ä yttää rekur s i o t a

va rsi n yksin k er t ai s e s ti :

etee npäin mentäe ssä vain jak amaan

sy öte ttä yhä pi e n e m p i i n palasi i n

tak aisi n pal atessa vain lo m i t tam aan näi tä

k esk enään saman k ok oi s i a (nyt

jä rjes te tt y j ä) pal asi a.

� Nii n p ä se voi d aan ki n tehd ä il m an rekur s i o ta:

Al oi tetaanki n suo raan yhd e n alkio n

mi tt ai s i s ta p er u s p al asi s ta.

Jok a si l mukk akierroksell a yhd i s te l l ään

saman k ok oi s i a naapu r i p al asi a:

1. ensi m m äi n e n ja toi n e n pal an e n

2. k ol m as ja nel j äs pal an e n

3. vii d e s ja kuud e s pal an e n

ja ni i n edel l e e n .
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Ilman rekurs i o t a 6.2.2

� P eri aate näkyy tästä kuvasta, jos s a

� pal aste n rajat on mer ki tt y [ hak asulu i n ]

� alu s tu kse n a jok ai n e n alkio on om a

pal ase n s a

� kierr o kse t ovat

1. yhd i s t ä vier e kk äis e t 1 alkio n pal ase t

2 alkio n pal ase ksi

2. vier e kk äis e t 2 alkio n pal ase t 4 alkio n

pal ase ksi

3. vier e kk äis e t 4 alkio n pal ase t 8 alkio n

pal ase ksi .

5 7 8 2 4 6 1 9 3 0

[5] [7] [8] [2] [4] [6] [1] [9] [3] [0]

[5 7] [2 8] [4 6] [1 9] [0 3]

[2 5 7 8] [1 4 6 9] [0 3]

[1 2 4 5 6 7 8 9] [0 3]

[0 1 2 3 4 5 6 7 8 9]
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Ilman rekurs i o t a 6.2.2

� Kuvasta näky my ö s , että vii m e i n e n pal an e n

� saattaa jäädä il m an pa ri a

� ja mu i t a lyh y e m m äksi

� mu tt a aik anaan sekin lo m i tt u u edel l i s e n

pal ase n k anssa.

� Al g o r i tm i n a

1 u  1
2 whi l e u < n do

3 v  1
4 whi l e v + u � n do

5 merge( A; v; v + u � 1;
min( v + 2 � u � 1; n))

6 v  v + 2 � u
7 u  2 � u

u = täll ä kierr o kse l l a yhd i s te l tävi e n pal aste n

pi t u u s

(paitsi kierr o kse n vii m e i n e n pal an e n voi

ol l a lyh y e m p i ki n )

v = seur aavan täll ä kierr o kse l l a

yhd i s te tt ävän pa ri n alkuk o h t a.
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Ilman rekurs i o t a 6.2.2

Aputi l aa ta rvitaan jäll e e n li n e aa ri s e s t i :

� lo m i tu s ti l a

� sek ä k aksi mu u t tu j aa u ja v

� mu tt a ei enää rekur s i o p i n o a.

Ai k aa ta rvitaan yhä samat

O ( n � log n)

� ul k o s i l m u k an jok a kierr o kse l l a

u = 1 ; 2; 4; 8; : : :

� sis äsi l m u kk a k ä y taul u k o n A läp i

lo m i ttaen pa rej a, sii s

O ( n)

� ul k o s i l m u k al l a on kierr o ksi a

O ( log n) :

Al g o r i tm i ja sen analyy s i etene v ät sii s

samassa jä rjes t y kse s s ä kui n rekur s i o p u u n

sum m au s tasoi ttai n k alvoi l l a 6.2 .1 .

581 3 1 : Tieto rak ente e t 490



Listo i l l a 6.2.3

6.2.3 Listoi l l a

� Lom i tu s j ä r j e s täm i n e n on eri t y i s e n sop i v aa

k alvoj e n 2.4 li n ki t e t y i l l e li s to i l l e :

� Lom i tu s voi d aan tehd ä li s t aso l m u j e n

vii te k en t ti ä mu o kk aamall a

� mu u ta aputi l aa ei sii h e n ta rvita.

� Muu n n e taan k alvoj e n 6.2 .2 alg o r i tm i

k ä yttämään li s to j a.

� V al i taan sel l ai n e n li s ta r ak en n e , jos s a

k alvoj e n 6.2 p el i k o r t ti p akk ain tu i t i o n

p er u s o p e r aati o t

� k o rti n otto pak an alus ta

� k o rti n pano pak an lo p p u u n

ovat vakioai k ai s i a O ( 1) :

k alvoj e n 2.2 jon o r ak en te e n li n ki te tt y

toteu t u s !
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Listo i l l a 6.2.3

� Kahd e n jon o n L ja R lo m i tu s li n e aa ri s e s s a

ajassa

O ( jon o n L pi tu u s + jon o n R pi t u u s )

anne tu n jon o n B lo p p u u n on

k o rtti p akk ain tu i ti o n mu k ai s e s ti

merge( B; L; R )
1 enqueue( L; + 1 )
2 enqueue( R; + 1 )
3 whi l e �rst( L ) 6= + 1 o r

�rst( R) 6= + 1 do

4 i f �rst( L ) � �rst( R) then

5 enqueue( B; dequeue( L ))
6 else

7 enqueue( B; dequeue( R))

mi s s ä uu s i jon o - o p e r aati o �rst

� pal au t taa mu tta ei p o i s ta epät yh j än

jon o n ensi m m äi s e n alkio n

� voi d aan toteu ttaa vakioai k ai s e n a O ( 1) .
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Listo i l l a 6.2.3

� Al g o r i tm i saa nyt mu o d o n

1 n  sy öte j o n o n A pi tu u s

2 u  1
3 whi l e u < n do

4 B  t yhj ä jon o

5 rep eat

6 L  take( A; u )
7 R  take( A; u )
8 merge( B; L; R )
9 unti l empty( A)
10 A  B
11 u  2 � u

� Rivei l l ä 6 ja 7 k ä ytetään ali o h j e l m aa

take( A; u )
1 C  t yhj ä jon o

2 t  0
3 whi l e t < u and not empty( A) do

4 enqueue( C; dequeue( A))
5 t  t + 1
6 return C
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Listo i l l a 6.2.3

� Tämä ali o h j e l m a take( A; u )

� ottaa jon o s ta A sen u ensi m m äi s tä

alkio ta tul o s j o n o ksi C

� samassa jä rjes t y kse s s ä

� tai jos A on li i an lyh y t, ni i n sen k aikki

alkio t

� toi m i i vakioajass a / sil m u kk akier r o s .

� K ok o alg o r i t m i n samana p ysy n y t

aik avaativuu s

O ( n � log n)

voi d aan to d e ta kuten k alvoi l l a 6.2 .2 .

581 3 1 : Tieto rak ente e t 494



Listo i l l a 6.2.3

� Lom i tu s j ä r j e s täm i n e n nä yttää sel k eäm m äl tä,

kun k ä ytetään li s to j a eik ä taul u k o i ta:

� Inde kso i n ti k o rvau tu i op e r aati o i l l a �l u e

seur aava� ja �l i i tä edel l i s i i n � .

� Lom i tu s j ä r j e s t äm i n e n sii s k ä y läp i

sy öte ttään lu o n te v asti p er äkk äin .

� Sitä vastoi n k alvoj e n 6.1

k ek ojä rje s täm i n e n hy ö d y n s i ol e e l l i s e l l a

tavalla taul u kk o i n d e kso i n n i n

mahd o l l i s t am aa hajasaanti a .

� Lom i tu s j ä r j e s täm i n e n on ki n eri n o m ai n e n

vaih to e h to sil l o i n , kun jä rjes t äm i n e n

tä yt yykin suo r i tt aa k ä yttäen t y öm u i s ti n a

p er äkk äis ti e d o s t o j a k eskusm u i s t i n sij aan .

(T osin nyky ään tämä ei enää ol e ni i n ylei s tä

kuin aik aisem m i n .)
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Pik ajä rjestämi n e n 6.3

6.3 Pi k ajä r j estämin en

� Sovel l e taan edel l e e n

hajo i t a- j a- h al l i ts e - p e r i aatetta.

� T aulukk o A[1 : : : n ] jä rjes te t ään kutsu l l a

quickSort( A; 1; n)

rekur s i i v i s e e n funkti o o n

quickSort( A; p; r )
1 i f p < r then

2 q  partition( A; p; r )
3 quickSort( A; p; q)
4 quickSort( A; q + 1 ; r )

� Jos jä rjes t e t tävä taul u k o n alu e A[p : : : r ] on

all e 2-p ai kk ain e n , ni i n se on jo jä rjes t y kse s s ä

(rivi 1).
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Pik ajä rjestämi n e n 6.3

� Rivi l l ä 2 tehd ään osi tu s , jon k a tul o kse n a

alkuosan A[p : : : q] alkio t ovat k o rk ei n t aan

yhtä suu r i a kui n

l opp u osan A[q + 1 : : : r ] alkio t.

Katso seur aava kuva!

� Nämä osat voi v at ol l a k esk enään hyvi n ki n

eri k ok oi s i a

� eli osi tu kse n vali ts e m a jak oi n d e ksi q ei

välttämättä ol e k aan k esk ell ä alu e tta

A[p : : : r ]

� toi s i n kui n k alvoj e n 6.2

lo m i tu s j ä r j e s täm i s e s s ä.

� Ositu kse n jälk een jä rjes te tään nämä osat

eri kse e n rekur s i i v i s e s t i (rivi t 3 ja 4).

� Sen jälk een alu e A[p : : : r ] on jä rjes t y kse s s ä.

Eri l l i s tä osi e n yhd i s te l y v ai h e tta (kuten

lo m i tu s ta) ei nyt ta rvita, sil l ä osi t u kse n

seur au kse n a alkuo s a saa edel t ää lo p p u o s aa.
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Pik ajä rjestämi n e n 6.3
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Pik ajä rjestämi n e n 6.3

� Pik ajä rjes t äm i s e n teho kku u d e n k annal ta on

ol e e l l i s t a että osi tu s o p e r aati o partition

toimi i nop easti eli li n e aa ri s e s s a ajassa

O ( `) jaettavan alue e n A[p : : : r ] pi tu u d e n

` = r � p + 1 suh t e e n

tämä on välttämätö n ehto � mu u t e n

�pi k a�j ä r j e s täm i n e n toi m i s i k aikil l a

sy ötte i l l ä hi t aasti

jak aa tasaisesti tämän alu e e n alku- ja

lo p p u o s i i n

tämä on toi v o ttavaa mu t ta ei

välttämätö n tä � epätasain e n jak o

aih e u tt aa, että juu r i täll ä sy ötte e l l ä

pi k ajä rj e s t äm i n e n toi m i i ki n hi taasti .

� Ede l l ä �hi t aasti � ta rk oi ttaa k auemm i n kui n

O ( n � log n)

jok a on pi k ajä rj e s t äm i s e n (ki n ) ih an n e tap au s .

� Sii s pi k ajä rj e s täm i n e n ei tak aa

ih an n e tap au s ta!

T oisi n kui n k alvoj e n 6.1 ja 6.2 k ek o- ja

lo m i tu s j ä r j e s täm i s e t.

581 3 1 : Tieto rak ente e t 499



Ositus 6.3.1

6.3.1 Osi tu s

� On mo n i a eri l ai s i a osi tu s al g o r i tm e j a.

� T a rk a stellaan ni i s tä seur aavaa:

partition( A; p; r )
1 a  A [p]
2 i  p � 1
3 j  r + 1
4 whi l e true do

5 rep eat i  i + 1 unti l A[i ] � a
6 rep eat j  j � 1 unti l A[j ] � a
7 i f i < j then vaih d a A[i ] $ A [j ]
8 else return j

(Se on Qui c kso r t- al g o r i t m i n k eksijän

C.A.R. Hoa ren om a alkup e r äi n e n

osi t u s m e n e t e l m ä.)
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Ositus 6.3.1

� Rivi l l ä 1 vali taan jak oalki o ksi (engl . pi v o t )

vasemm an p u o l e i s i m m an alkio n A[p] a rvo a .

� T avoitteen a on , että osi tu kse n jälk een

alkuosan k aikki alkio t ovat � a

l opp u osan k aikki alkio t ovat � a .

� Kul j e taan osi te ttavaa alu e t ta A[p : : : r ] yhtä

aik aa

alu s ta l opp u u n päi n in d e ksi l l ä i

l opu sta alkuun päi n in d e ksi l l ä j .

� Rivi n 5 sil m u kk a vie in d e ksi n i
ensi m m äi s e e n k ohtaan , jos s a A[i ] � a .

El i oh i ttaa k aikki ne A[i ] joi d e n tä yt yy

kuul u a alkuo s aan .

� Rivi 6 vastaavasti in d e ksi n j vii m e i s e e n

k ohtaan, jos s a A[j ] � a .
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Ositus 6.3.1

� Kun in d e ksi t k ohtaavat (tai oh i tt avat)

toi s e n s a, ni i n osi tu s on valm i s :

alkuosa on A[p : : : j ] : k aikki alkio t � a

l opp u osa on A[j + 1 : : : r ] : k aikki alkio t � a

(rivi 8).

� Muu t e n mahd o l l i s te taan in d e ksi e n

etene m i s e n jatk amin e n

vaih tam al l a k esk enään etene m i s e n

p ysä yttän e e t alkio t A[i ] ja A[j ] (rivi 7).

� Seuraavassa kuvassa on esi m e r kki tämän

osi t u s al g o r i tm i n toi m i n n asta.
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Ositus 6.3.1
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3 8
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Ositus 6.3.1

� Selvästi tämän pa rti t i o n - o p e r aati o n

aik avaativuu s on li n e aa ri n e n

O ( `)

suh te e s s a osi te tt avan alu e e n pi tu u te e n

` = r � p + 1 :

� Ap u ti l aa ta rvitaan vain pa ri n mu u t tu j an

verr an , eli til avaati v u u s on

O ( 1) :

� Esi m e r ki s s äm m e mei l l ä ol i mel k o hyvä tuu r i :

� T aulukk o jak autui k ohtu u l l i s e n tasan

k ahtia.

� Ent ä jos kyseessä ol i s i ol l u t seur aavan

kuvan taul u kk o ?

� Sen jälk een on viel ä esi m e r kki ku v a k ok o

pi k ajä rj e s t äm i s e n toi m i n n asta.
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Ositus 6.3.1

3 1

3 2

7 8 465

1 78564

564 7 8

5 6

2 3

5 6 7 84321

4 8 7 1 3 5 6 2

partition(A,1,8)

2

partition(1,3)

1 2 3 4 5 6 87

partition(4,8)

partition(7,8)

taulukko alussa

järjestetty taulukko
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V aativu u s an al y y s i 6.3.2

6.3.2 V aativu u s an al y y si

� P ahim m ass a tapaukses s a osi tu s jak aa

` -alki o i s e n alu e e n k ahtia site n , että toi s e s s a

osass a on vain 1 alkio .

� Esi m e r ki ksi edel l ä esi te t y l l e

partition -to te u t u kse l l e k ä y näi n , jos sy öte on

jo valm i i ksi oi k eass a jä rjes t y kse s s ä.

� P ahim m an tapauksen vaativu u s Tw( n)
voi d aan sii s mää ri te l l ä seur aaval l a

rekur s i o y h täl ö l l ä:

Tw(1) = c

Tw( k) = Tw(1) + Tw( k � 1) + c � k

kun k > 1:

� Sii n ä c on vakio

eli term i c � k kuvaa osi tu s o p e r aati o n

vaativu u t ta.
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V aativu u s an al y y s i 6.3.2

� Lask etaan auki rekur s i o y h täl ö ä:

Tw( n) = Tw(1) + Tw( n � 1) + c � n

= c + Tw(1) � Tw( n � 2) + c � ( n � 1)

+ c � n

= c + c + Tw(1) + Tw( n � 3)+

c � ( n � 2) + c � ( n � 1) + c � n
.

.

.

= c � n + c �
nX

i =1
i

= c � n +
c � n � ( n + 1)

2
= O

�
n2

�
:

� P ahim m ass a tapaukses s a pi k ajä rj e s täm i n e n

toi m i i nel i ö i s e s t i

eli on sel v ästi hu o n o m p i kuin lo m i tu s - ja

k ek ojä rje s täm i n e n .
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V aativu u s an al y y s i 6.3.2

� Ent ä pa rh aassa tapaukses s a

jos s a osi tu s sattuu jak amaan taul u k o n ain a

k ahteen yhtäsu u r e e n osaan?

� P a rhaan tapauksen vaativu u s Tb( n) voi d aan

mää ri te l l ä seur aaval l a rekur s i o y h t äl ö l l ä:

Tb(1) = c

Tb( k) = Tb( k=2) + Tb( k=2) + c � k

kun k > 1:

� Yh täl ö on täsmäll e e n sama kui n

lo m i tu s j ä r j e s täm i s e n vaativu u tt a kuvann u t

yhtäl ö k alvoi l l a 6.2 .1

eli pa rh aan tapauksen vaativu u s on sama

O ( n � log n) :
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V aativu u s an al y y s i 6.3.2

� Pik ajä rjes t äm i s e n pahi n tapaus on kui te n ki n

eri tt äi n ha rvi n ai n e n .

� Kä ytänn ö s s ä pi k ajä rj e s täm i n e n toi m i i

ylee n s ä pa rem m i n kui n lo m i t u s - tai

k ek ojä rje s täm i n e n .

� Keski m ää räi s e n tapauksen vaativu u s

pi k ajä rj e s t äm i s e l l ä on ki n sama

O ( n � log n)

kuin pa ras tapaus.

� Ohi tam m e täll ä kurss i l l a to d i s tu kse n

vaatimat to d e n n äk ö i s y y s ta r k astel u t .

� Intui t i o n a analys o i d aan kui te n ki n til an n e tt a

mi s s ä pa rti ti o n jak aisi alkio i t a mel k o

hu o n o s t i :

m alkio n taul u kk o jak autui s i osi i n

1

10
m ja

9

10
m

eli suh t e e s s a

10% ja 90% :
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V aativu u s an al y y s i 6.3.2

� Nä ytetään että jop a tässäkin tapaukses s a

pi k ajä rj e s t äm i s e n vaativu u s ol i s i

O ( n � log n) :

� �Ep ätasap ai n o i s te n jak ojen � tapauksen

vaativu u s Tu( n) voi d aan mää ri te l l ä

seur aaval l a rekur s i o y h t äl ö l l ä:

Tu(1) = c
Tu( k) = Tu( k=10) + Tu(9 � k=10) + c � k

kun k > 1:

� Kir j o i te taan rekur s i o y h täl ö ä auki

k alvoj e n 6.2 .1 rekur s i o p u u m u o d o s s a:

� Seuraavassa kuvassa pu u n sol m u i h i n on

mer ki tt y nyt rekur s i o ku t s u a vastaavan

taul u k o n o s an pi tu u s k .

� Puu n yli m m ät tasot ovat tasapain o s s a

ja t y öm ää rä / taso = c � n .

� Sen jälk een pu u alk aa vin o u tu a

suu r e m m an osan suu n taan

ja t y öm ää rä / taso � c � n .
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V aativu u s an al y y s i 6.3.2

� Saamme sii s epätasapai n o i s te n jak ojen

tapauksen aik avaativuu d e ksi

Tu( n) � c � n �
�
log 10=9 n + 1

�

= c � n �

 
log n

log(10 =9)
+ 1

!

� c � n � (6 :57881347896 : : :| {z }
merki tään a

� log n + 1)

= O ( n � log n) :

� T osin rekur s i o t aso j a tul e e no i n a k ertaa

enem m än kui n tä ysin tasapain o i s i s s a jaoi s s a.

� Samoi n k ä y (eri k ertoi m e l l a a ) k aikil l a

kii n t e i l l ä jaoi l l a. (1%/9 9 %,. . . )

� Lisäksi : jos hu o n o a osi tu s t a seur aa hyvä,

ni i n yhtei s v ai ku tu s on läh e s yhtä hyvä.

(Kuva 7.5 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c t i o n to

Alg o r i th m s , 2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)

� Sii s pahi n tapaus vaatii että läh e s k ok o ajan

tehd ään hyvi n vin o jak o. Ha rvi n ai s ta!
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V aativu u s an al y y s i 6.3.2

� Pik ajä rjes t äm i s e n til a vaati v u u s on sama

kuin rekur s i o n syvyys pahi m m i l l aan , eli

� rekur s i o p u u n k o rk eu s

� pa rh aassa ja k eskim ää räi s e s s ä

tapaukses s a lo g a r i tm i n e n

O ( log n)

� pahi m m ass a li n e aa ri n e n

O ( n) :

� Pik ajä rjes t äm i n e n voi d aan toteu t taa my ö s

site n , että rekur s i o s y v y y s on ain a

O ( log n) :

� Rivi e n 3 ja 4 rekur s i o ku ts u t saa tehd ä

kumm ass a jä rjes t y kse s s ä tahdo m m e .

� T ehdään sii s ensi n se, jok a k äsittel e e

pi e n e m p ää osi s t a.

� Jälkim m äi n e n (eli suu r e m m an osan )

kutsu taas on k alvoj e n 3.1 .3

tak a rekursi o ta, eli k o rvattavi s s a

sil m u k al l a.
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Kä ytännö n huo m au t u ksi a 6.3.3

6.3.3 Kä ytännön huomautuksia

� Kalvo j e n 1.1 li s ä ys j ä r j e s täm i n e n on

ly ö m ätö n pi e n i l l ä aine i s t o i l l a.

� Pik ajä rjes t äm i s t ä k annattaakin vir i te l l ä

site n , että

kun jä rjes te l tävän alu e e n pi t u u s on enää

(esim e r ki ksi ) � 20 alkio ta

ni i n vaih d e t aan ki n li s ä ys j ä r j e s täm i s e e n .

quickSort( A; p; r )
1 i f r � p < 20 then insertionSort( A; p; q)
2 else

3 q  partition( A; p; r )
4 quickSort( A; p; q)
5 quickSort( A; q + 1 ; r )

581 3 1 : Tieto rak ente e t 517



Kä ytännö n huo m au t u ksi a 6.3.3

� Ositu kse s s a pa ras vali n ta jak oalki o ksi ol i s i

jaettavan ain e i s to n k eskil u ku eli med i aan i :

� sil l o i n jak o ol i s i mahd o l l i s i m m an tasain e n

� eli pi k ajä rj e s täm i s e n pahi n ki n tapaus ol i s i

O ( n � log n) :

� On my ö s ol e m ass a li n e aa ri n e n alg o r i tm i

med i aan i n vali ts e m i s e ksi .

� Se ratk aisee ylei s e m m än on g e l m an

�vali t s e jä rjes t y kse s s ä k :s alkio � jos ta

med i aan i saadaan a rvol l a

k =
n

2
:

� Se on sel i te tt y lu ku n a 9.3 kirj ass a

T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c ti o n to

Al g o r i th m s , 2n d Ed . MIT Press, 20 0 1 .

� Se p er u s tu u samo i h i n id e o i h i n kui n itse

pi k ajä rj e s t äm i n e n ki n , esi m e r ki ksi

ain e i s t o n osi ttam i s e e n (k alvoi l ta 6.3 .1 ).
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Kä ytännö n huo m au t u ksi a 6.3.3

� Tämän li n e aa ri s e n med i aan i al g o r i t m i n

vakiok er r o i n on kui te n ki n ni i n suu r i , ettei

pi k ajä rj e s t äm i n e n ol i s i k aan enää

k ä ytännö s s ä no p e am p i kui n k ek o- ja

lo m i tu s j ä r j e s täm i n e n (k alvot 6.1 ja 6.2 ).

� Mel k o hyvä k ein o on vali ta jak o-al ki o ksi

med i aan i alu e e n a rvoi s t a

A[p]| {z }
ek a

A
�� p + r

2

��

| {z }
k eskimm äi n e n

A[r ]| {z }
vik a.

� T oin e n tapa on

� vali t a jak oalki o alu e e l ta satun n ai s e s t i

� k osk a pahi n tapaus on epäto d e n n äk ö i n e n .

� P ahin tapaus pi k ajä rj e s täm i s e s s ä

� voi d aan tehd ä ni i n ha rvi n ai s e ksi , ettei se

esi i n n y k ä ytännö s s ä juu r i k osk aan

� ei ol e teho kk aasti vältettävi s s ä k ok on aan .
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Jä rjestämis e n ala raja 6.4

6.4 Jä rj estämisen al a r aj a

(My ös kurssi l l a Johdatu s dis kr e e tti i n matematii kk aan .)

� Osoi te t aan nyt, että sy öte al ki o i d e n

d1; d2; d3; : : : ; dn

jä rjes täm i n e n vie vähi n t ään


( n � log n)

ask elta tiet yl l ä ol e t u kse l l a.

� Tämä ol e tu s on : Ai n o a op e r aati o , jon k a

mi k ään jä rjes täm i s al g o r i tm i � voi

sy ötte i l l e e n ak tehd ä, on ni i d e n k eskin äi n e n

vertai l u

di S dj : (6)

T oisi n sano e n , sy öte al ki o i d e n di t yypp i on

abstrakti eik ä � voi sitä hy ö d y n tää.
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Jä rjestämis e n ala raja 6.4

� Pii r r e t ään sy öte al ki o i d e n lu ku m ää räl l e n
seur aavanl ai n e n bi n ää ri p u u Tn :

� Jok aisess a sis äso l m u s s a on joki n

vertai l u (6).

� Sisäso l m u n s lap s e t ovat vertai l u n (6)

tul o kse t kyll ä / ei .

� Puu n juu r i saadaan sim u l o i m al l a

alg o r i t m i a � sen alu s ta alk aen, kunn e s se

tek ee ensi m m äi s e n vertai l u n (6).

� Sol m u n s lap s e t saadaan jatk amall a

sim u l aati o t a

� isäso l m u n vertai l u s t a (6) eteen p äi n

� vertai l u n mahd o l l i s i l l a tul o ksi l l a.

� Sim u l aati o n päätt ymi n e n synn y tt ää

leh ti s o l m u n .

Lehti s o l m u s s a � tul o s t aa sy ötte e l l e

vertai l u i n päättele m än s ä oi k ean

jä rjes t y kse n , kuten

d17 ; d2; d53 ; : : : ; d1:
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Jä rjestämis e n ala raja 6.4

� Puu Tn

kuvaa k aikki alg o ri tmi n � suo ri tu sr ei ti t

kun sy ötte e n pi tu u s on n alkio ta

päätöspuuna jok a esi ttää eri suo r i t u s r e i ti t

alg o r i t m i n � tek emi n ä p o l ku i n a

vertai l u s ta seur aavaan

on bi n ää ri p u u k osk a vertai l u l l a on

2 tul o s v ai h to e h to a

on ää rell i n en k osk a ää rettämässä haa rassa

alg o r i t m i � jäisi iku i s e e n sil m u kk aan

si säl tää vähi n tään n! l ehteä k osk a

alg o r i t m i n � tä yt yy p yst y ä tul o s tam aan

sy ötte e n jok ai n e n eri p er m u taati o .

� Seuraavassa kuvassa on k alvoj e n 1.1

li s ä ys j ä r j e s täm i s e n pu u T3

jos s a sy ötte e t eli taul u k o n A alkuti l an n e on

mer ki tt y

d1 = a d2 = b d3 = c:

(Kuva 10.3 kirjasta A. Leviti n : Intro d u c t i o n to the Desig n &

Anal y s i s of Alg o r i th m s . A dd i s o n - W e s l e y , 200 3 .)
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Jä rjestämis e n ala raja 6.4
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Jä rjestämis e n ala raja 6.4

� Rii t tää oso i ttaa, että jok ai s e n pu u n Tn

k o rk eu s on vähi n tään


( n � log n) : (7)

� Sil l o i n saadaan vahva tul o s :

� otetaanp a mi k ä tahansa vertai l u i h i n (6)

p er u s t u v a jä rjes t äm i s al g o r i tm i �

� ja mi k ä tahansa sy ötte i d e n lu ku m ää rä n

� ni i n lö y t y y sy öte d1; d2; d3; : : : ; dn , jol l a �
seur aa pu u n Tn pi s i n tä p o l ku a

� eli tek ee vähi n tään (7) vertai l u a

� eli vie vähi n tään ni i n mo n ta ask elta.

� Tämä on in fo r m aati o te o r e e t ti n e n ala raja:

algo r i t m i n � tä yt yy k erätä sy ötte e s tä

vähi n tään näi n palj o n in fo r m aati o ta, jotta

sen tul o s tu s ol i s i va rmasti oi k ei n .
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Jä rjestämis e n ala raja 6.4

� T ulo kse n (7) p er u s te l u :

� Binää ri p u u s s a Tn on enem m än kuin

n! sol m u a, k osk a jo leh ti s o l m u j a on näi n

mo n ta.

� Lauseen 3.3 no j al l a pu u n Tn k o rk eu s on

vähi n tään

log( n!) � 1:

� Ar v i o i d aan

log( n!) = log(1 � 2 � 3 � � � � � n)

= log(1) + log(2) + log(3)

+ � � � + log( n)

�

k antaz }| {
( n � 1) �

k o rk eusz }| {
log( n)

2
mi s s ä a rvio nähd ään seur aavasta kuvasta.
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Jä rjestämis e n ala raja 6.4

� Kuvass a

� ylem p i k ä yrä on y = log( x) väli l l ä

1 � x � n

(kuvassa n = 32 )

� alem p i suo r a kulk ee k ä yrän alkup i s te e s tä

lo p p u p i s te e s e e n

� a rvio i t ava sum m a k o os tu u k ä yrän

y -a rvo i s ta väli n k ok on ai s l u ku k o h d i s s a

x = 1 ; 2; 3; : : : ; n

� ala raja on (a ritm e e tt i n e n ) sum m a suo r an

y -a rvo i s ta samo i s s a pi s te i s s ä.

� Oleel l i s e s t i sii s

� näi m m e kuvasta, että k ä yrän all e jäävä

pi n ta- al a � suo r an all e jäävä(n k olm i o n )

pi n ta- al a

� k ä ytimm e in t e g r aal i l ask en taa.
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Jä rjestämis e n ala raja 6.4

� V astaavall a päätösp u u t e kn i i k al l a voi d aan

oso i tt aa esi m e r ki ksi , että

� kysymys �esi i n t y y k ö avain x jä rjes t e t y s s ä

taul u k o s s a A[1 : : : n ] � vaatii ainaki n

lo g a r i t m i s e n


(log n)

mää rän vertai l u j a

� k alvoj e n 1.3 .3 bi n ää ri h aku a pa rem p aa

alg o r i t m i a ei voi ol l a

� k osk a se tek ee k aikkiaan vain saman

verr an ask elei ta

� eli ei tee vertai l u j e n li s äksi mi tään

ta rp ee t o n ta.

� bi n ää ri h aku on op t i m aal i s e n teho k as .
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Jä rjestämis e n ala raja 6.4

� Tällais i s ta ala rajo i s ta voi d aan päätell ä, että

joki n on mahd o to n t a k ä yttäen

ri s t i r i i tato d i s tu s ta:

Väite: On mahd o to n ta suu n n i te l l a sel l ai s ta

k alvoj e n 3 mu k ai s ta hakup u u l aj i a � ,

joh o n li s ääm i n e n veis i ain a aid o s t i

vähem m än kui n lo g a r i t m i s e n ajan sen

sol m u j e n lu ku m ää rän suh te e n .

V astaväite: Sell ai n e n � on ki n ol e m ass a.

Risti r i i ta: Mutta sil l o i n h an alg o r i tm i

1. li s ää sy öte d1; d2; d3; : : : ; dn alu ksi

t yhj ään � -p u u h u n

2. tul o s ta näi n rak enn e tu n � -p u u n

avaimet lau s e e n 3.4 sis äj ä r j e s t y kse s s ä

ol i s i mahd o tt o m an no p e a

jä rjes täm i s al g o r i tm i � .

581 3 1 : Tieto rak ente e t 529



Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

6.5 Jä rj estämin en l i n eaa ri sessa

ajassa

� Kaikki tähän asti tun t e m am m e

jä rjes täm i s al g o r i tm i t p er u s tu v at

jä rjes te ttävän ain e i s to n lu ku j e n k eskin äi s e e n

vertai l u u n (6).

� Kalvo i l l a 6.4 to d i s te tti i n ni i l l e

aik avaativuu d e n ala raja (7).

� K os k a k alvoj e n 6.1 � 6 .2 k ek o- ja

lo m i tu s j ä r j e s täm i n e n toi m i v at

pahi m m ass aki n tapaukses s a näi n no p e asti ,

ni i n ne ovat op t i m aal i s e n teho kk aita.

� T ehokkuu s r aj a (7) voi d aan kui te n ki n ri kk o a,

jos jä rjes täm i n e n p er u s t u u ki n joh o n ki n

mu u h u n kui n alkio i d e n k eskin äi s e e n

vertai l u u n (6).

� V astaavasti kui n k alvoj e n 4 hajaut u s ol i

teho kk aamp aa kui n k alvoj e n 3 hakup u u t :

vertai l u j e n sij asta k ä ytettii n ki n in d e kso i n t i a.
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Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

� Oletetaan esi m e r ki ksi , että jä rjes te tt ävä

aine i s to A[1 : : : n ] k o os tu u lu v u i s t a

� joi d e n a rvot ovat väli l t ä 0; 1; 2; : : : ; k

� mi s s ä k on ni i n pi e n i , että voi d aan

k a yttää aputau l u kk o a C[0 : : : k ] .

� Yksi n k er tai n e n ja teho k as

jä rjes täm i s m e n e te l m ä saadaan aik aan

seur aavasti :

1. lask etaan aputau l u kk o o n

C[i ] = mo n tak o k ertaa aine i s to s s a

esi i n t y y lu ku i itse

2. tul o s t e t aan sitte n taul u kk o o n A

(a) ensi n C[0] k appal e tta lu ku a 0

(b) sitte n C[1] k appal e tt a lu ku a 1

(c) sitte n C[2] k appal e tt a lu ku a 2

ja ni i n edel l e e n .

Näin taul u k o s s a on samat lu v u t kui n alus s a,

ja suu r u u s j ä r j e s t y kse s s ä!
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Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

� Al g o r i tm i n a:

countingSort1( A; k; n )
1 fo r i  0 to k do C[i ]  0
2 fo r j  1 to n do

3 x  A [j ]
4 C[x]  C[x] + 1
5 y  1
6 fo r i  0 to k do

7 fo r j  1 to C[i ] do

8 A[y]  i
9 y  y + 1

� Al g o r i tm i

� k ä y k erran läp i sy öte t au l u k o n A

� k ahteen k ertaan aputau l u k o n C

� tul o s t aa lu v u n jok ai s e e n taul u k o n A
pai kk aan

jote n sen aik avaativuu s on sii s O ( n + k) .

� Jos k = O ( n) , ni i n aik avaativuu s on ki n

li n e aa ri n e n jä rjes t e t tävän ain e i s t o n k o on

suh te e n .
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Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

� Ap u ti l avaati v u u s on lu o n n o l l i s e s ti O ( k) .

� Esi m e r kki seur aavana kuvana.

� Kuts u taan algo r i t m i a lask em i s j ä r j e s t äm i s e ksi

(coun t i n g so r t).

� Kysees s ä ei kui te n k aan ol e sama versi o

lask em i s j ä r j e s täm i s e s tä jok a lö y t y y

Co rm e n i s ta ja Ka rvi s t a.

� Jos jä rjes t e t tävi i n alkio i h i n li i tt y y mu i t aki n

datak entti ä kui n p el kk ä lu ku , ni i n tämä

algo r i t m i ei toi m i k aan

k osk a nämä alkio i d e n datak entät eivät

tul o s t u k aan.
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Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

� Esi te tään viel ä lask em i s j ä r j e s täm i s e s tä

Co rm e n i n versi o jok a välttää yll ä main i tu n

on g e l m an .

countingSort2( A; k; n )
1 fo r i  0 to k do C[i ]  0
2 fo r j  1 to n do

3 x  A [j ]
4 C[x]  C[x] + 1
5 fo r i  1 to k do

6 C[i ]  C[i ] + C[i � 1]
7 fo r j  n do wnto 1 do

8 x  A [j ]
9 B [C[x]]  x
10 C[x]  C[x] � 1
11 fo r i  1 to n do A[i ]  B [i ]

� Rivi t 1� 4 ovat kuten edel l ä.

� Rivi e n 5� 6 sil m u k an jälk een

C[i ] = mo n t ak o k ertaa ain e i s to s s a

esi i n t y y joki n lu ku � i

= vii m e i n e n taul u kk o i n d e ksi

joh o n saa lai tt aa lu v u n � i:
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Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

� Rivi e n 7� 1 0 sil m u kk a

� tä yttää toi s t a aputau l u kk o a B [1 : : : n ]

� jos ta jok ai s e l l e lu v u l l e x on va rattu om a,

oi k ean k ok oi n e n alu e

B [C[x � 1] + 1 : : : C [x]]

mi s s ä nämä C -a rvo t ovat ne, jotk a

vall i t s i v at �ri v i l l ä 6 1
2 � juu r i enn e n tätä

sil m u kk aa

� k ä y läp i sy öte t tä sen lo p u s ta lu ki e n

� tä yttää näi t ä alue i ta ni i d e n lo p u s ta

lu ki e n .

� Tämä lo p u s ta alkuu n -jä rj e s t y s pi t ää

algo r i t m i n vak aana (k alvojen 6.2 mi e l e s s ä).

� Lop u ksi ri v i l l ä 11 tul o s on synt y n y t

taul u kk o o n B .
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Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

� Al g o r i tm i k ä y läpi

� taul u k o t A ja C k ahteen k ertaan

� taul u k o n B k ertaall e e n

jote n aik avaativuu s on

O ( n + k) :

� Ap u tau l u k o n B pi tu u s on n .

Ap u tau l u k o n C pi tu u s on k + 1 .

Ap u ti l avaati v u u s on sii s sama

O ( n + k) :

� Ede l l e e n , jos k = O ( n) , ni i n mo l e m p i n a

vaativu u ksi n a on O ( n) .

� Esi m e r kki Co rm e n i n lask em i s j ä r j e s täm i s e n

toi m i n n asta seur aavi l l a k ahdel l a k alvol l a.
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Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

1 2 3 4 5 6 7 8

543210

2 0 2 3 0 1C
1 2 3 4 5 6 7 8

543210

2 2 4 7 7 8C

taulukko alussa

A 2 5 3 0 2 3 0 3

1 2 3 4 5 6 7 8543210

2 2 4 6 7 8C B 3

A[7]=0

0

1 2 3 4 5 6 7 8543210

1 2 4 6 7 8C B 3

A[6]=3

0 3

1 2 3 4 5 6 7 8543210

1 2 4 5 7 8C B 3

A[5]=2

0 32

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

543210

2 2 4 7 7 8C B 3

A[8]=3

A[4]=0

A[3]=3

543210

1 2 3 5 7 8C B 30 320

543210

0 2 3 5 7 8C B 30 320 3
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Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8

A[1]=2
543210

0 2 3 4 7 7C B 30 320 3 52

taulukko järjestyksessä

A[2]=5
543210

0 2 3 4 7 8C B 30 320 3 5
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Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

� Eräs k ä yttök oh d e on k alvoj e n 6.3

pi k ajä rj e s t äm i s e n vak auttamin e n .

� Pik ajä rjes t äm i n e n on vak aa, jos

k alvoj e n 6.3 .1 osi tu s säil y ttää yhtä suu r te n

alkio i d e n k eskin äi s e n jä rjes t y kse n .

� T ehdään sii s osi tu s Co rm e n i n

lask em i s j ä r j e s täm i s e l l ä:

1. V al i taan jak oalki o a .

2. Mää ritel l ään jä rjes te tt ävi l l e alkio i l l e x
k = 3 vä riä:

vä ri ( x) =

8
>><

>>:

0 jos x < a

1 jos x = a

2 jos x > a:

3. Lask emis j ä r j e s t e t ään osi t e ttava alu e

näi l l ä vä rei l l ä.

4. Samall a sel v i ävät rekur s i i v i s e s ti

jä rjes te tt ävi e n osi e n � x < a � ja x > a �

alku- ja lo p p u k o h d at.

5. Osaa � x = a � ei ta rvits e jä rjes tää.

581 3 1 : Tieto rak ente e t 540



Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

+ V ak aud e n li s äksi p yst y m m e näi n välttämään

jak oalki o n a k anssa yhtä suu r te n alkio i d e n

jä rjes täm i s e n uu d e l l e e n ja uu d e l l e e n .

� Joud u i m m e ottamaan k ä yttö ön li n e aa ri s e n

aputi l an .

� Joud u i m m e k ä ymään osi te ttavan ain e i s to n

läpi toi s e n ki n k erran .
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Jä rjestämin e n li n e aa ri s e s s a ajassa 6.5

� Samall a ho i t u i toi n e n ki n pi k ajä rj e s täm i s e n

on g e l m a:

� Kesk en ään yhtä suu r e t alkio t aih e u ttavat

pahi m m an tapauksen seur aavasti .

� Kun joki n ni i s tä vali t aan jak oalki o ksi , ni i n

mu u t osi t e t aan k esk enään samaan osaan.

� Jos jak oalki o n k anssa yhtä suu r i a alkio i ta

on pal j o n , ni i n tul o kse n a on sii s

epätasapai n o i n e n osi t u s .

� Kun rekur s i o l l a edetään yhtä suu r te n

alkio i d e n yhtei s e e n osaan, ni i n on g e l m a

toi s tu u .

� Nyt kui te n ki n yhtäsu u r e t alkio t

voi d aan ki n jättää p o i s rekur s i o s ta, eik ä

tätä on g e l m aa enää ol e .

� Hin tan a on g e l m an p o i s t am i s e s t a

kui te n ki n ol i , että nyt jou d u m m e

k ä ymään osi t e t tavan alu e e n k aksi k ertaa

läp i .
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Yhtee n v e t o omi n ai s u u ksi s t a 6.6

6.6 Yhteenveto om inai su u ksi sta

Ai k avaati v u u s O ( : : : )

alg o r i tm i pahi n k eskim . pa ras

kupl a (1.3.2 ) n2 n2 n2

li s ä ys (1.1) n2 n2 n
k ek o (6.1) n � log n n � log n n � log n
lo m i t u s (6.2) n � log n n � log n n � log n

pi k a (6.3)

teo ri ass a

n � log n
k ä ytännöss ä

n2

n � log n n � log n

lask em i s (6.5) n + k n + k n + k

Pik ajä rjes t äm i n e n on hyvä vali n t a, pai ts i jos

� jä rjes te tt ävä aine i s to on pi e n i ( / 20 , 1.1 )

� jok ai s e n ain e i s to n pi tää jä rjes t y ä no p e asti

(6.1 / 6.2 )

� ain e i s t o i s t a tied e tään jotaki n eri t y i s tä

(kuten 6.5 ).
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Yhtee n v e t o omi n ai s u u ksi s t a 6.6

Aputi l av aati v u u s :

l omi tu sj ä r j estämisel l ä ri i p p u u

toteu tu kse s ta:

muok a t t a vil l a l i s toi l l a

i terati i v i sesti vakio O ( 1)

rekursi i v i s esti O ( log n) rekur s i o p i n o a

muuten li n e aa ri n e n O ( n)

l ask emisjä r j estämisel l ä � li n e aa ri n e n

O ( n + k)

pi k ajä rj estämisel l ä O ( log n) rekur s i o p i n o a

muil l a vakio O ( 1) .

Eri t y i s e s ti k ek o jä rjestäm inen on sek ä

no p e a ja til aa säästävä.
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Yhtee n v e t o omi n ai s u u ksi s t a 6.6

Jos pi tää oll a vak aa ni i n näis t ä alg o r i tm e i s t a

� lo m i tu s -

� li s ä ys -

� lask em i s -

jä rjes täm i s e t sove l tu v at sel l ai s i n aan .

Mui ta tä yt yy mu o k ata (jol l o i n esi m . ajan-

tai mu i s ti n ta r v e k asvaa) .

Kek o jä rjestäm inen on i n krementaali n en:

1. Se voi d aan alu s taa li n e aa ri s e s s a ajassa.

2. Al u s t u kse n jälk een voi d aan suo r i tt aa

op e r aati o �ann a jä rjes t y kse s s ä seur aava

alkio � lo g a r i tm i s e s s a ajassa.

Kaikkia op e r aati o i t a ei ol e pakk o tehd ä!

Seuraavi l l a k alvoi l l a 6.7 hy ö d y n n e tään tätä

mahd o l l i s u u tta.
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Jä rjestämin e n algo r i tm i n osana 6.7

6.7 Jä rj estämin en al g o ri tmi n osana

� Jä rjestämi s al g o r i tm i n k ä yttö ali o h j e l m an a

hel p o ttaa mo n i e n mu i d e n alg o r i tm i e n

tek emi s tä.

� Otetaan esi m e r kki n ä seur aava on g e l m a:

�Es i i n t y y k ö sy ötte e s s ä A[1 : : : n ] joki n

alkio b useam m i n kui n k erran ?�

(V ai ovatk o k aikki sy öte al ki o t

k esk enään eri s u u r i a?)

Tätä sy öte t tä ei sii s saada jä rjes te tt y n ä.

Il man aputi eto rak enteita nel i ö i s e s s ä ajassa

O
�
n2

�
:

fo r i  1 to n � 1 do

fo r j  i + 1 to n do

i f A[i ] = A [j ] then return true
return false
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Jä rjestämin e n algo r i tm i n osana 6.7

T asapai n oi s el l a hakupuul l a k alvoi l t a 3 ajassa

O ( n � log n) :

T  alu ksi t yhj ä hakup u u

fo r i  1 to n do

i f search(root[ T ]; A [i ]) = NIL then

insert( T; A [i ])
else

return true
return false

Hajautustaul u l l a k alvoi l ta 4 � alg o r i tm i sama

kuin yll ä (ole ttaa k ok on ai s l u ku s y ö tt e e t ):

t yypi l l i s esti no p e am m i n � jop a O ( n)

mahdoll i s esti hi taasti � jop a O
�
n2

�
.

Jä rjestämäll ä sy öte ensi n O ( n � log n) :

jä rjes tä A
fo r i  1 to n � 1 do

i f A[i ] = A [i + 1] then return true
return false

Ei vaadi eri l l i s tä tieto r ak en n e tta.
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Jä rjestämin e n algo r i tm i n osana 6.7

Vi r i ttel emäll ä jä rj est ysal g o ri tmi a � täll ä

k ertaa k alvoj e n 6.1 k ek ojä rje s täm i s tä:

buildHeap( A)
whi l e heapSize[ A ] > 1 do

b  heapDelMin( A)
i f b = heapMin( A) then return true

return false

� Ajan ta r v e on

O ( n + m � log n)

mi s s ä m = mo n e s k o sy öte al ki o

suu r u u s j ä r j e s t y kse s s ä on ensi m m äi n e n

jok a toi s tu u .

� P ahin tapaus (mik ään alkio ei toi s tu ) on

yhä m = n .

� Usei n kui te n ki n m � n .

Ongel man ala r aj a on ki n k alvoj e n 6.4 tapaan

sama

O ( n � log n)

kuin jä rjes täm i s e l l äki n .
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V erk o t 7

7 V erk o t

� V er kk o (engl . grap h ) k o os t u u

solmui s ta (engl . no d e , vertex)

k aa rista (engl . edg e , a rc) jotk a yhd i s t ävät

sol m u j a toi s i i n s a.

Joskus k ä ytetään my ö s ni m i t y s tä

�sä rm ä� .

� V er kk o j a on k ahta päät yypp i ä:

Suuntaamatto m ien verkk oj e n k aa rill a ei

ol e suu n taa

ne esi te tään pi i r r o ksi n a, joi s s a

solmut ovat ymp y r ö i tä

k aa ret (mahd o l l i s e s ti k aa revia) vii v o j a

ni i d e n väli l l ä.

Suunnatui ss a verk o i s s a k aa rill a on suu n ta

eli vii v o i l l a nu o l e n k ä rj e t.
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V erk o t 7

� V er k o i l l a on pal j o n sove l l u ksi a

tieto j e n k äsi t te l y s s ä.

� Otetaan esi m e r ki ksi k atuverkk o:

� Seuraavassa kuvassa on yksi ri s t e y s .

� �Mi te n Lauttasaa resta pääsee

Hertto n i e m e e n ?�

� Mall i n n e taan suu n n attu n a verkk on a,

jos s a

solmut ovat li i k en n e v i r to j e n

jak autum i s - ja yht ym äk o h d at

k aa ret nämä vir r at.

� Etsi t ään rei tt i k aa ria pi tki n .

� � . . . lyh y i n tä rei tti ä?�

� Lisätään jok ai s e l l e k aa rell e sen pi tu u s .

� Etsi t ään rei tt i , jos s a k aa rten pi t u u ksi e n

sum m a on mahd o l l i s i m m an pi e n i .

T utustu taan esi m e r ki ksi näi h i n

alg o r i t m e i h i n .
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V erk o t 7

� V er k o i l l a voi tai s i i n mall i n taa my ö s mo n i a

mu i ta k atuverk o n on g e l m i a:

� �Mo n t ak o autoa yhtee n s ä pääsee

tun n i s s a Lauttasaa resta Hertto n i e m e e n ?�

� Laitetaan k aa ren k �pi tu u d e ksi � sen

maksim i s i i r to k ap asi te e tti � nk autoa

tun n i s s a� .

� Lask etaan autoj e n maksim i v i r tau s .

� Samall a sel v i ävät li i k en t e e n

pu l l o n k au l at: ne k aa ret, joi l l a vir tau s on

k apasitee tti n s a ylä raj al l a.

� �Mi te n jä rjes tät ri s te y kse n li i k en n e v al o t

ni i n , ettei k ol a r e i ta satu?�

Solmui n a ovatkin nyt li i k en n e v i r r at.

Suuntaamatto m ina k aa rina toi s e n s a

lei kk aavat vir r at.

Vä ri tetään sol m u t site n että k aa ren

päät ovat eri vä ris i ä.

Sam a nvä riset vir r at voi päästää yhtä

aik aa ri s te y kse e n .
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Käsittei s tö 7.1

7.1 Käsittei stö

� F o rm aal i s ti verkk o G esi te tään pa ri n a

( V; E ) , mi s s ä

� V on sol m u j e n jou kk o

� E on k aa rien jou kk o .

� Kaa ret ovat sii s pa rej a ( p; q) mi s s ä p ja q
ovat sol m u j a.

� Suu n n atu s s a verk o s s a ( p; q) 2 E jos

sol m u s ta p on k aa ri sol m u u n q.

� Tällö i n p on k aa ren läh tö s o l m u ja q
k aa ren maali s o l m u .

� Sol m u a q sano taan sol m u n p
vier u s s o l m u ksi .

� Suu n n atu n verk o n k aa rista k ä ytetään

usei n my ö s mer ki n tää

p �! q:
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Käsittei s tö 7.1

� Kalvo j e n 7 suu n n atu s s a esi m e r kki v e r k o s s a

� sol m u n e vier u s s o l m u t ovat sii s b ja d

� sol m u n a ain o a vier u s s o l m u on c.

� Sen verk on fo rm aal i mää ri t e l m ä on

V = f a; b; c; d; eg

E = f ( a; c) ; ( b; b) ; ( b; d) ; ( c; b) ;

( d; a) ; ( d; c) ; ( e; b) ; ( e; d) g:
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Käsittei s tö 7.1

� Suu n t aam atto m ass a verk o s s a k aa rten

jou kk o E on symm e t r i n e n , eli jos ( u; v ) 2 E
ni i n my ö s ( v; u) 2 E .

� Merki ts e m m e suu n taam atto m an verk o n

k aa ria u v .

� Jos ( u; v ) 2 E , ni i n

� sano taan että sol m u t u ja v ovat

vier e kk äis i ä , (engl . adjacen t)

� eli v on sol m u n u vier u s s o l m u ja u on

sol m u n v vier u s s o l m u .

� Kalvo j e n 7 suu n taam ato n esi m e r kki v e r kk o

fo rm aal i s ti mää ri te l t y n ä:

V = f a; b; c; d; eg

E = f ( a; c) ; ( c; a) ; ( b; d) ; ( d; b) ; ( c; b) ; ( b; c) ;

( d; a) ; ( a; d) ; ( e; b) ; ( b; e) ; ( e; d) ; ( d; e) g:
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Käsittei s tö 7.1

� Usei n verk o n k aa riin li i te tään pai n o (engl .

w eigh t).

� Kaa rip ai n o n k äsite voi d aan mää ri te l l ä

funkti o n a

w : E 7! R:

(My ös mu i ta kui n reaali l u ku p ai n o j a voi toki

k ä yttää.)

� F unkti o w li i ttää jok ai s e e n k aa reen ( p; q) sen

pain o n w( p; q) .

� Esi m e r ki ksi seur aavan k alvon suu n n atu s s a

verk os s a

w( a; c) = 7
w( e; d) = 3 jne .

� P aino t e t u n verk o n k aa rista ( u; v ) 2 E
k ä ytetään my ö s mer ki n tää

u
w( u;v )
����! v

eli esi m e r ki s s äm m e on k aa ri

a 7�! c jne .
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Käsittei s tö 7.1
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Käsittei s tö 7.1

� Sol m u j o n o v1; v2; v3; : : : ; vn on p o l ku

l äh tösol musta v1

k ohdeso lmuun vn

jos verkk o sis äl tää p er äkk äiset k aa ret

v1 �! v2

v2 �! v3
.

.

.

vn� 1 �! vn :

� Joskus k ä ytetään mer ki n tää

v1 ; vn :

� Sil l o i n sano taan että sol m u vn on

saavutettavi s s a sol m u s ta v1 .

� P ol u n pi t u u s on p o l ku u n li i tt y v i e n k aa rien

lu ku m ää rä.
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Käsittei s tö 7.1

� P aino t e t u s s a verk o s s a k ok o p o l u n pai n o on

p o l u n k aa rien yhtee n l ask ettu pai n o .

� P ol ku on yksin k er tai n e n , jos kukin sol m u

esi i n t y y p o l u s s a vain k erran .

� P oi kk eu s : läh tö - ja k ohd e s o l m u t saavat

ol l a samat.

� Sil l o i n kyseessä on sykli .

� Ede l l i s e n kuvan suu n n atu n pai n o te tu n

verk on p o l ku j a:

e 3�! d 4�! c 1�! b

on yksin k er tai n e n sykli tö n p o l ku jon k a

pi tu u s on 3 k aa rta ja pai n o 8 yksikk öä, ja

d 9�! a 7�! c 1�! b 3�! d

on sykli jon k a pi tu u s on 4 ja pai n o 20 , kun

taas

c 1�! b 0�! b 0�! b 3�! d

on p o l ku jon k a pi tu u s on 4, pai n o 4 ja jok a

sis äl tää k aksi sykli ä.
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Käsittei s tö 7.1

� Eng l an n i n kiel e s s ä suu n n atu s t a

sykli t tö m ästä verk o s ta k ä ytetään jos ku s

sub s t an t i i v i a D A G (Directe d A cyc l i c Graph)

� Siel tä on suo m al ai s e e n A TK-sl an g i i n

k otiu tu n u t dägi .
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V erkk oj e n tallettam i n e n 7.2

7.2 V erkk o jen tal l ettamin en

� T a rk a stellaan seur aavassa tap oj a verk on

G = ( V; E ) tall e ttam i s e l l e tieto k o n e e n

mu i s ti i n .

� Merki tään

solmujen lu ku m ää rää jV j

k aa rien lu ku m ää rää jE j .

� Jouk o i l l a itse i s a r v o m e r ki n t ä j: : : j
ta rk oi tt aa ni i d e n mahtavu u tta.

� Ää rel l i s i l l ä jou k o i l l a mahtavu u s =
alkio i d e n lu ku m ää rä.

� Kesk ei s i ä vaih to e h to i s i a tall e tu s tap o j a on

k aksi:

vi eru sl i stat (engl . adjacen c y li s ts )

k alvoi l l a 7.2 .1

vi eru smatri i si t (engl . adjacen c y matri c e s )

k alvoi l l a 7.2 .2 .
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Vie r u s l i s t at 7.2.1

7.2.1 Vi eru s l i stat

� Vi e r u s l i s taes i t y kse s s ä verkk o G = ( V; E )
esi t e t ään taul u kk o n a Adj

� jok a sis äl tää jV j k appal e tt a li n ki t e t t y j ä

li s to j a

� yhd e n kul l e ki n verk o n sol m u l l e .

� Oletamm e nyt, että sol m u t on nu m e r o i tu

1; 2; 3; : : : ; jV j

ja k ä ytämme sol m u n nu m e r o a

taul u kk o i n d e ksi n ä.

� Sii s jok ai s e l l e sol m u l l e u 2 V li s ta Adj[ u]
sis äl tää k aikki ne sol m u t joi h i n sol m u s ta u
on k aa ri.

� Seuraavana k alvon a on suu n n attu verkk o ja

sen vier u s l i s taes i t y s .
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Vie r u s l i s t at 7.2.1
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Vie r u s l i s t at 7.2.1

� Suu n n atu n verk o n vier u s l i s t o j e n

yhtee n l ask ettu pi tu u s on jE j :

jok ai n e n k aa ri on tall e te t tu k ertaall e e n

yhtee n vier u s l i s t o i s t a.

� K ok o vier u s l i s t aes i t y s vie suu n n attu j e n

verkk oj e n tapaukses s a til aa

O ( jE j + jV j) :

k aa rien li s äksi va rataan lu o n n o l l i s e s t i til a

taul u k o l l e Adj .

� Seuraavassa kuvassa on suu n taam ato n

verkk o ja sen vier u s l i s taes i t y s .

� Suu n t aam atto m an verk o n vier u s l i s to j e n

yhtee n l ask ettu pi tu u s on jE j on k aksi k ertaa

k aa rien lu ku m ää rä:

jok ai n e n k aa ri ( p; q) on tall e te tt u

kumm an ki n pääteso l m u n s a p ja q
vier u s l i s t aan .
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Vie r u s l i s t at 7.2.1
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Vie r u s l i s t at 7.2.1

� K ok o vier u s l i s t aes i t y s vie

suu n taam atto m i e n ki n verkk oj e n tapaukses s a

til aa

O ( jV j + 2 � jE j) = O ( jV j + jE j) :

� My ös k aa rien pai n o t voi d aan tall e n taa

vier u s l i s t a r ak en te e s e e n seur aavan kuvan

mu k ai s e s ti .

� Vi e r u s l i s taes i t y kse n hyvä pu o l i on sii s

k ohtu u l l i n e n eli li n e aa ri n e n til avaati v u u s

suh te e s s a sol m u j e n ja k aa rten mää rään.

� Huono pu o l i on taas se, että tieto on k o

verk os s a k aa rta u �! v ei ol e suo r aan

saatavill a, vaan vaatii vier u s l i s tan Adj[ u]
läpi k ä yn n i n .

� P ahim m i l l aan tämä op e r aati o vie aik aa

O ( jV j) , sil l ä sol m u s t a u voi ol l a pahi m m ass a

tapaukses s a k aa ri k aikkii n verk o n sol m u i h i n .

� Onn e ksi usei m m at verkk oal g o r i tm i t k ä yvät

läpi sol m u n u k aikki vier u s s o l m u t v samall a

k ertaa, eli k ok o vier u s l i s t an Adj[ u] .
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Vie r u s l i s t at 7.2.1
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Vie r u s m atr i i s i t 7.2.2

7.2.2 Vi eru s matri i si t

� My ös verk o n G = ( V; E )
vier u s m atr i i s i e s i t y kse s s ä ol e te taan , että

sol m u t on nu m e r o i tu taul u kk o i n d e kso i n t i i n

sop i v asti :

V = f 1; 2; 3; : : : ; n g :

� Vi e r u s m atr i i s i on n � n -matr i i s i A , jos s a

A[i ][ j ] =

8
<

:
1 jos ( i; j ) 2 E

0 mu u te n :

(My ös totu u s a r v o j a true =false voi k ä yttää.)

� Seuraavi n a kuvi n a on esi m e r ki t

1. suu n n atu s ta

2. suu n taam atto m asta

verk os t a ja sen vier u s m atr i i s i s t a.
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Vie r u s m atr i i s i t 7.2.2
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Vie r u s m atr i i s i t 7.2.2

� Suu n t aam atto m an verk o n tapaukses s a

jok ai n e n k aa ri on rekis te r ö i t y k ahteen

k ertaan vier u s m atr i i s i i n :

k osk a edel l i s e s s ä kuvassa (2 ; 5) 2 E , ni i n

A[2][5] = A [5][2] = 1 .

� Suu n t aam atto m an verk o n tapaukses s a

ri i tt äi s i ki n sii r t y m äm atr i i s i s t a pu o l i k as

seur aavan kuvan mu k ai s e s ti .

� Joskus ei edes sall i t a k aa ria mu o t o a ( i; i ) , eli

sol m u s ta i tak aisin itse e n s ä.

Sil l o i n ei my ö s k ään ta rvita vier u s m atr i i s i n

di ag o n aal i a , eli alkio i ta

A[1][1] ; A [2][2] ; A [3][3] ; : : : ; A [n][ n]:
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Vie r u s m atr i i s i t 7.2.2

� Vi e r u s m atr i i s i a voi k ä yttää my ö s

k aa ripai n o j e n tall e tu s p ai kk ana

seur aavan kuvan mu k ai s e s ti .

� P aino t e t u n verk o n vier u s m atr i i s i s s a

p er i aatteen a on sii s asettaa

A[i ][ j ] =

8
<

:
w( i; j ) jos ( i; j ) 2 E

1 tai 0 mu u te n :

Ää retön on lu o n te v a vali n ta, jos k aa ripai n o

kuvaa

� k aa ren pi t u u tt a

� sen kul k em i s e n kustann u s t a

tai mu u ta suu r e t ta, jos s a 1 ta rk oi tt aa

�älä k ä ytä tätä k aa rta�.

Noll a jos se kuvaa k apasitee tt i a tms.
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Vie r u s m atr i i s i t 7.2.2

Hyvä pu o l i vier u s m atr i i s i s s a on se että k aa ren

ol e m ass ao l o n näk ee matri i s i s ta suo r aan .

Huono pu o l i on taas til an ta rve:

matri i s i n k ok o on k aa rien lu ku m ää rästä

ri i p p u m atta ain a nel i ö i n e n

n � n = O
�
n2

�
:

� V er kk o a sano taan ha rvaksi jos k aa ria on

suh te e l l i s e n vähän

� eli vain li n e aa ri n e n mää rä

jE j = O ( n)

� kun taas maksim i m ää rä ol i s i nel i ö i n e n

jE j = O
�
n2

�
:

� Kalvo j e n 7.2 .1 vier u s l i s taes i t y s p yst y y

säästämään til aa kun verkk o on ha rva,

matri i s i ei.

� On kui te n ki n mu u t am i a verkk oal g o r i t m e j a,

jotk a ol e tt avat matri i s i e s i t y kse n , k osk a ne

tutki v at verkk oa hajasaanti n a .
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V erk o n läpi k ä yn ti 7.3

7.3 V erk o n l äp i k ä ynti

� T yypil l i s tä verkk oa k ä ytettäessä on , että

halu taan kul k ea verk o s s a system aatti s e s t i

vier ai l l e n k aikiss a (jostakin alo i tu s s o l m u s t a

saavutettavi s s a ol e v i s s a) sol m u i s s a.

� Läpik ä yn t i i n on k aksi p er u s s tr ateg i aa:

l eveyssuun tai n en läpi k ä yn t i (engl .

b re ad t h - � r s t sea rch ) k alvoi l l a 7.3 .1

syvyyssuu n tai n en läpi k ä yn t i (engl .

dep th - � r s t sea rch ) k alvoi l l a 7.3 .2 .

� T utustu i m m e ni i d e n vastin e i s i i n pu i s s a

k alvoi l l a 3.6 .
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Leveyssu u n t ai n e n läpi k ä yn t i 7.3.1

7.3.1 Leve yssuuntain en l äp i k ä ynti

� V er k o n G = ( V; E ) leve y s s u u n tai s e s s a

läpi k ä yn n i s s ä tutki taan , mi tk ä verk o n

sol m u i s ta ovat saavutettavi s s a anne tu s t a

aloi t u s s o l m u s ta s 2 V .

� Läpik ä yn t i etene e uu s i i n sol m u i h i n "taso

k erral l aan " :

1. Ens i n k äsitel l ään k aikki ne sol m u t, joi h i n

pääsee sol m u s t a s yhtä k aa rta pi tki n .

2. Sitten ne, joi h i n tä yt yy kul k ea k ahta

pi t ki n .

3. Sitten k ol m e a ,. . .

� Al g o r i tm i n siv u tu o t te e n a saadaan näi n

jok ai s e l l e k ohd atu l l e sol m u l l e v lask ettu a

attrib u u t ti

d[v] = lyh y i m m än p o l u n s ; v pi t u u s :
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Leveyssu u n t ai n e n läpi k ä yn t i 7.3.1

� T oisen a siv u tu o t te e n a alg o r i t m i mu o d o s taa

verkk oa läp i k ä yd e s s ään leve y s s u u n tai s p u u t a

(engl . b re ad th - � r s t tree):

� Puu k erto o , mi t ä rei t ti ä läp i k ä yn ti on

eden n y t kuhu n ki n sol m u u n v .

� Al g o r i tm i n suo r i tu kse n jälk een pu u n

p o l ku sol m u s t a s sol m u u n v vastaa

verk on (jotakin ) lyh y i n tä p o l ku a

s ; v:

� Puu n k aa ret tall e te taan verk o n sol m u i h i n

k ä yttäen vii te attr i b u u t ti a

p[v] = se sol m u u jos ta tänne tul ti i n :

� Sil l o i n verk o n lyh y i n p o l ku voi d aan lu k ea

v  � p[v]  � p[p[v]]  � p[p[p[v]]]  � : : :  � s:

� Sii s pu u esi ttää p o l u t tak ap eri n .
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Leveyssu u n t ai n e n läpi k ä yn t i 7.3.1

� Al g o r i tm i n om aa kirj an p i to a va rten verk o n

sol m u i h i n ta rvitaan viel ä k olm aski n

attrib u u t ti :

color[ v] = sol m u n v vä ri :

V alk oi n en: Vi e l ä ei ol e edett y sol m u u n v
saakk a .

Ha rmaa : On edett y sol m u u n v itse e n s ä

saakk a

mu tt a viel ä ei ol e edett y sol m u s ta v
eteen p äi n sii t ä läht e v i ä k aa ria pi t ki n .

Musta: My ös sol m u s ta v läh te v ät k aa ret on

k äsitel t y

eli sol m u v on k ok on aan k äsitel t y .

� Al u ksi

aloi tu ss ol mu s on ha rm aa

k aikki muut sol m u t valk oi s i a.
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Leveyssu u n t ai n e n läpi k ä yn t i 7.3.1

� Al g o r i tm i k ä yttää aputi e t o r ak en t e e n aan

k alvoj e n 2.2 jon o a Q :

� Q = ne sol m u t , jotk a ovat täll ä hetk el l ä

ha rm ai ta

� Jono ku r i tak aa , että seur aavaksi

k äsitel l ään aina se ha rm aa sol m u , joh o n

edetti i n ensi m m äi s e ksi .

� Se pu o l e s taan tak aa , että seur aavaksi

pi d e n n e tään ain a (jotakin ) lyh y i n tä

p o l ku a.

� P ol ku pi d e n t y y

� haa rautu m al l a nykyi s e n pääteso l m u n s a

valk oi s i i n vier u s s o l m u i h i n

� yhd e l l ä uu d e l l a k aa rell a / haa ra.

� Al g o r i tm i n sy ötte e n ä on

� verkk o G = ( V; E )

� k alvoj e n 7.2 .1 vier u s l i s t aes i t y kse s s ä

� alo i t u s s o l m u s 2 V .

581 3 1 : Tieto rak ente e t 582



Leveyssu u n t ai n e n läpi k ä yn t i 7.3.1

BFS( G; s)
1 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e u 2 V do

2 color[ u]  white
3 d[u]  1
4 p[u]  NIL
5 color[ s]  gray
6 d[s]  0
7 enqueue( Q; s)
8 whi l e not empty( Q) do

9 u  dequeue( Q)
10 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e v 2 Adj[ u] do

11 i f color[ v] = white then

12 color[ v]  gray
13 d[v]  d[u] + 1
14 p[v]  u
15 enqueue( Q; v )
16 color[ u]  black

� Al g o r i tm i toi m i i sek ä suu n n atu i l l a että

suu n taam atto m i l l a verk o i l l a.

� Seuraavat 2 k alvoa ovat suo r i tu s e s i m e r kki :

� Ha rmaat sol m u t on mer ki tt y k eltais e l l a,

mu s tat pu n ai s e l l a.

� Sol m u u n u on mer ki tt y sen nykyi n e n d[u] .
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Leveyssu u n t ai n e n läpi k ä yn t i 7.3.1
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Leveyssu u n t ai n e n läpi k ä yn t i 7.3.1
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Leveyssu u n t ai n e n läpi k ä yn t i 7.3.1

� Ai k avaativu u s :

� Al u s t u kse e n (rivi t 1� 6 ) kul u u aik aa

O ( jV j) .

� V ai n valk oi n e n sol m u voi ha rm aan tu a, ja

tum m u n u t sol m u ei valk aistu uu d e l l e e n .

Sii s jok ai n e n sol m u k ä y jon o s s a Q
k o rk ei n taan k erran .

� Jok aine n jon o - o p e r aati o voi d aan

toteu ttaa toi m i m aan vakioajass a O ( 1) .

Yh t e e n s ä k aikkiin jon o - o p e r aati o i h i n

kul u u sii s aik aa O ( jV j) .

� Kun ki n sol m u n vier u s l i s ta k ä ydään läp i

ain o astaan yhd e n k erran : sil l o i n kui n

sol m u p o i s t e t aan jon o s t a (ja mu s t u u ).

� Kaikkien vier u s l i s to j e n yhtei s p i tu u s on

O ( jE j) . Yh t e e n s ä ni i d e n k aikkien

läp i k ä yn t i i n kul u u sii s aik aa O ( jE j) .

Yh te e n s ä sii s

O ( jV j + jE j)

eli li n e aa ri n e n suh te e s s a k alvoj e n 7.2 .1

vier u s l i s t aes i t y kse n k ok o o n nähd e n .
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Leveyssu u n t ai n e n läpi k ä yn t i 7.3.1

� Tilavaativu u s :

� Al g o r i tm i ta rvits e e aputi l aa jon o l l e Q

(sek ä vakioti l an apum u u ttu j i l l e e n u ja v ).

� Jono n Q pi tu u s voi pahi m m i l l aan ol l a

jV j � 1 :

jos alo i t u s s o l m u s ta s on k aa ri k aikkiin

mu i h i n (ki n ) sol m u i h i n .

� Sii s til avaati v u u s on

O ( jV j)

eli li n e aa ri n e n sol m u j e n lu ku m ää rään

nähd e n .
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Syvyyssuu n tai n e n läpi k ä yn t i 7.3.2

7.3.2 Syvyyssuun tai n en l äp i k ä ynti

� My ös verk o n syvyys s u u n tai n e n läp i k ä yn ti

tutki i , mi tk ä sol m u t v voi d aan saavuttaa

aloi t u s s o l m u s ta s.

� Al g o r i tm i n lö y täm äl l ä p o l u l l a

s ; v

ei nyt ol e väli tö n t ä in t u i t i i v i s ta tul ki n taa

(kuten �l y h y y s � ol i k alvoj e n 7.3 .1

leve y s s u u n tai s e s s a läp i k ä yn n i s s ä):

Al g o r i tm i vain

� p yr ki i sy öte v e r k o s s a aina ro h k easti

eteen p äi n uu s i i n sol m u i h i n mi tä tahansa

rei tt i ä pi t ki n

� rap o r to i nämä �o p p o r tu n i s ti s e s ti �

k ä yttämänsä rei ti t.
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Syvyyssuu n tai n e n läpi k ä yn t i 7.3.2

� Syvyyssu u n tai n e n läp i k ä yn ti tehd ään ki n

usei m m i te n osan a jotaki n toi s t a

verkk oal g o r i t m i a:

� Sen vali t s e m i s ta rei te i s tä saadaan

in fo r m aati o ta sy öte v e r k o n rak entees ta.

� Saatua in fo r m aati o ta voi d aan k ä yttää

va rsi n ai s e s s a alg o r i tm i s s a.

� Ede tään alo i tu s s o l m u s ta s alk aen samaa

p o l ku a pi tki n uu s i i n sol m u i h i n ni i n k auan

kuin mahd o l l i s ta:

� V asta kun tul l aan sol m u u n , jos t a ei enää

pääse uu s i i n sol m u i h i n , ni i n sitte n

p er u u te taan

� tutki tu l l a p o l u l l a edel l i s e e n sol m u u n ,

jos ta läh te e viel ä tutki m ato n haa ra, ja

aletaan seur ata sitä.

Tämä tehd ään rekur s i o l l a .

� Näin lö y d e tään k aikki sol m u s ta s
saavutettavi s s a ol e v at sol m u t.
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Syvyyssuu n tai n e n läpi k ä yn t i 7.3.2

� Läpik ä yn n i n edete s s ä sol m u j a vä rite tään

samaan tapaan kui n leve y s s u u n t ai s e s s a

läpi k ä yn n i s s ä:

V alk oi n en: Vi e l ä ei ol e edett y sol m u u n v
saakk a .

Ha rmaa : Sol m u v on lö y t y n y t ja

tutki tt aval l a p o l u l l a.

Musta: Kaikki tavat jatk aa sol m u s ta v on

nyt k ä yt y läp i

jote n läp i k ä yn ti on jo p er u u ttan u t p o i s

sol m u s ta v .

� Samall a alg o r i tm i aik alei m aa jok ai s e n

sol m u n v uu s i l l a attrib u u te i l l a:

d[v] = lö y t y m i s - eli ha rm aan tu m i s h e tki

f [v] = p er u u t u s - eli mu s tu m i s h e tki :

Nämä attrib u u ti t ovat sitä in fo r m aati o t a,

jota syvyys s u u n tai n e n läp i k ä yn ti k erää

sy öte v e r k o s ta.
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Syvyyssuu n tai n e n läpi k ä yn t i 7.3.2

� Seuraavassa alg o r i tm i jok a sel v i tt ää

aloi t u s s o l m u s ta s saavutettavi s s a ol e v at

sol m u t.

� Al g o r i tm i k ä yttää aik alei m aam i s e e n

gl o b aal i a mu u tt u j aa

time = alg o r i tm i n om a �k ell o n ai k a�

= sen tek emi e n vä rin v ai h t o j e n mää rä :

DFS( G; s)
1 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e u 2 V do

2 color[ u]  white
3 time  0
4 DFSvisit( s)

DFSvisit( u)
1 color[ u]  gray
2 time  time +1
3 d[u]  time
4 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e v 2 Adj[ u] do

5 i f color[ v] = white then DFSvisit( v)
6 color[ u]  black
7 time  time +1
8 f [u]  time
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Syvyyssuu n tai n e n läpi k ä yn t i 7.3.2

� Seuraavana k alvon a on esi m e r kki alg o r i tm i n

toi m i n n asta.

� Al g o r i tm i sii s vä rjää

1. ensi n ha rm aaksi (kuvassa k eltain e n )

2. sitte n mu s taksi (kuvassa pu n ai n e n )

k aikki aloi t u s s o l m u s ta s saavutettavi s s a

ol e v at sol m u t.

� Kuvass a on paksunnettu ne k aa ret, joi t a

pi tki n läp i k ä yn ti on eden n y t

� eli alg o r i tm i n k ä yttämien p o l ku j e n

mu o d o s tam a pu u

� jok a ol i s i voi t u tall e tt aa

attrib u u t te i h i n p[v] kuten

leve y s s u u n tai s e s s a läp i k ä yn n i s s ä.

� Jok aiseen sol m u u n u on mer ki t t y

attrib u u t ti a r v o t d[u]=f [u] sitä mu k aa kun ne

saadaan asetettua.
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Syvyyssuu n tai n e n läpi k ä yn t i 7.3.2
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Syvyyssuu n tai n e n läpi k ä yn t i 7.3.2

� Suo r i tu kse n jälk een sol m u l l e lask etu t

attrib u u t i t sii s il m ai s e v at, mi l l o i n sen

k äsittel y alk oi ja päätt yi.

� Syvyyssu u n tai n e n läp i k ä yn ti sii s lö y s i

esi m e r kki m m e sol m u t seur aavassa

jä rjes t y kse s s ä:

s; u; v; x; y:

� Sol m u a w ei saavuteta aloi t u s s o l m u s ta, w
jää valk eaksi.

� Jos hal u taan k ä ydä läpi k aikki verk o n sol m u t

� ja verk o s s a on täll ai s i a sol m u j a w , jotk a

eivät ol e saavutettavi s s a sol m u s ta s,

� ni i n vali t aan joki n ni i s tä, ja k ä ynni s te tään

sii tä alk aen uu s i etsi n t ä,

� jok a aloi t e t aan vanh o i l l a vä rei l l ä,

jotta se ei k ävisi uu d e l l e e n läp i jo

aik aisem m i s s a etsi n n ö i s s ä läp i k ä yt yj ä

sol m u j a.

Oli h an esi m e r ki s s äm m e ki n k aa ri w �! x .
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Syvyyssuu n tai n e n läpi k ä yn t i 7.3.2

� K ok o verk o l l e tehtävä syvyys s u u n t ai n e n

läpi k ä yn t i tapahtu u sii s seur aavasti :

DFSall( G)
1 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e u 2 V do

2 color[ u]  white
3 time  0
4 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e u 2 V do

5 i f color[ v] = white then DFSvisit( u)

� Seuraavana k alvon a on esi m e r kki tämän

algo r i t m i n suo r i t u kse s ta.

� P ääohjel m ass a tehd ään rekur s i o ku t s u t

1. DFSvisit( u) , jon k a aik ana mu s tu v at

my ö s sol m u t v , x ja y

2. DFSvisit( w) , jon k a aik ana mu s tu u my ö s

sol m u z .
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Syvyyssuu n tai n e n läpi k ä yn t i 7.3.2
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� Ai k avaativu u s :

� Al u s t u s t o i m e t, eli sol m u j e n vä rjäämi n e n

valk oi s e ksi , vie aik aa O ( jV j) .

� Op eraati o ta DFSvisit( u) kutsu t aan

(k o rk ein t aan ) k erran jok ai s e l l e sol m u l l e u :

1. u on kutsu h e t k el l ä valk oi n e n

2. u ha rm aan tu u heti kutsu n alu ksi

3. u jää lo p u l ta mu s taksi .

Yh t e e n s ä sii s kutsu j a tehd ään O ( jV j)
k appal e tt a.

� Kuts u n DFSvisit( u) aik ana k ä ydään läpi

sol m u n u vier u s l i s t a Adj[ u] .

Sii s ri v i e n 4� 5 sil m u kk a suo r i te taan k ok o

läp i k ä yn n i n aik ana yhtee n s ä � j E j k ertaa.

Yh te e n s ä sii s jäll e e n

O ( jV j + jE j)

eli li n e aa ri n e n suh te e s s a k alvoj e n 7.2 .1

vier u s l i s t aes i t y kse n k ok o o n nähd e n .
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Syvyyssuu n tai n e n läpi k ä yn t i 7.3.2

� Tilavaativu u s :

� Al g o r i tm i n aputi l a k o os tu u sis äkk äisten

rekur s i o ku ts u j e n vaatimasta pi n o s t a.

� P ahim m ass a tapaukses s a verk o s s a on

p o l ku

s �! 
 �! 
 �! : : : �! 
| {z }
k aikki muu t sol m u t

ja läp i k ä yn ti etene e juu r i sitä pi tki n

p er u u tt am atta.

� Sil l o i n sis äkk äisi ä rekur s i o ku ts u j a tehd ään

O ( jV j)

k appal e tt a.

� My ös syvyys s u u n t ai s e n läp i k ä yn n i n alg o r i tm i

toi m i i sel l ai s e n aan ni i n suu n n atu i l l a kui n

suu n taam atto m i l l aki n verk o i l l a.

581 3 1 : Tieto rak ente e t 598



Syvyyssuu n tai n e n läpi k ä yn t i 7.3.2

� Lop u ksi esi m e r kki n ä d- ja f -attri b u u tt i e n

k eräämästä in fo r m aati o s ta sy öte v e r k o n

k aa rten lu o ki t te l u .

V a rjostetut k aa ret ovat puuk aa ri a :

ne, joi ta pi tki n läp i k ä yn n i n rekur s i o

etene e .

B-k aa ri x �! z kul k ee taaksepäin pu u s s a:

d[z] � d[x] < f [x] � f [z]:

F-k aa ri s �! w kul k ee eteen p äi n pu u s s a:

d[s] < d [w] < f [w] < f [s]:

C- k aa ri kul k ee siv u t tai n

saman puun si säl l ä kuten w �! x

puusta toiseen kuten v �! w .

Mol e m m i s s a tapauksi s s a

f [ k ohd e s o l m u ] < d [ läh tö s o l m u ]:

Ne voi d aan viel ä ero te l l a pu u n juu r e n

p er u s t e e l l a.

(Kuva 22.5 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c t i o n to

Alg o r i th m s , 2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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V erk o n sykli tt ö m y y d e n ta rk astus 7.3.3

7.3.3 V erk on sykli ttömyyden ta rk astus

� Joskus voi ol l a ta rvetta testata

� on k o sy ötte e n ä anne tt u suu n n attu

verkk o G = ( V; E ) D A G

� vai on k o sii n ä joki n sykli .

Lause 7.1. Suu n n atu s s a verk o s s a on sykli

täsmäll e e n sil l o i n kun sen mi e l i v al tai n e n

syvyys s u u n t ai n e n läp i k ä yn ti k ohtaa ha rm aan

sol m u n .

T o di s t u s :

( : Syvyyssu u n tai s e s s a läpi k ä yn n i s s ä sol m u on

ha rm aa täsmäll e e n sil l o i n kun se on

rekur s i o p i n o s s a.

Jos sii s rekur s i o n aik ana k ohd ataan joki n jo

ha rm aa sol m u v , ni i n verk o s s a on sykli

v �! 
 �! 
 �! : : : �! 
| {z }
pi n o sol m u n v pääll ä

�! v

jota pi tki n sol m u v k ohd atti i n uu d e l l e e n .
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V erk o n sykli tt ö m y y d e n ta rk astus 7.3.3

) : T a rk a stellaan sitä syvyys s u u n tai s e n

läpi k ä yn n i n hetk eä, jol l o i n k ohd ataan (ja

vä rite tään ha rm aaksi ) ensi m m äi s e n k erran

joki n sel l ai n e n sol m u v , jok a kuul u u

joh o n ki n sykli i n

v �! 
 �! 
 �! : : : �! u �! v:

Sil l ä hetk el l ä k aikki mu u tki n tämän p o l u n

sol m u t ovat viel ä valk oi s i a.

Kun rekur s i o jatk aa sol m u s ta v eteen p äi n ,

ni i n se vä rjää k aikki tämän valk oi s e n p o l u n

sol m u t (�valk op o l ku l au s e � ).

P erustel u : Mik ä ol i s i ni i s t ä ensi m m äi n e n ,

jok a voi s i mu k a jäädä valk oi s e ksi ?

Huom a a : Rekursi o n ei kui te n k aan ol e

pakk o kul k ea juu r i tätä p o l ku a pi t ki n !

Eri t y i s e s ti sii s sol m u u ha rm aan tu u .

Sii s kun sol m u a u k äsitel l ään , ni i n sil l ä on

ha rm aa vier u s s o l m u , ni m i ttäi n v . 2
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V erk o n sykli tt ö m y y d e n ta rk astus 7.3.3

� T oisi n sano e n :

� V er k o s s a on sykli jos ja vain jos sen

k alvoj e n 7.3 .2 syvyys s u u n tai s e s s a

läp i k ä yn n i s s ä lö y t y y B-k aa ri.

� Ei ol e väli ä, mi s s ä jä rjes t y kse s s ä edetään,

kunh an edetään syvyys s u u n n ass a.

� V o i m m e sii s k ä yttää syvyys s u u n tai s e n

läpi k ä yn n i n alg o r i t m i a pi e n e l l ä mu u to kse l l a

sykli t tö m y y d e n testaami s e e n :

� Onk o nykyi s e n sol m u n vier u s l i s tal l a

ha rm aa sol m u ?

� Sol m u n lö y t y m i s aj an ja k äsittel y n

päätt ymi s aj an tall e n tavat attrib u u ti t d
ja f ovat nyt ta rp ee t to m i a.

� Huo m aa: musta n sol m u n v lö y t y m i n e n

sol m u n u vier u s l i s t asta ei ta rk oi ta sykli n

ol e m ass ao l o a:

p o l ku a v ; u ei voi ol l a ol e m ass a, sil l ä sii n ä

tapaukses s a v ei ol i s i mu s ta!
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V erk o n sykli tt ö m y y d e n ta rk astus 7.3.3

DFScyclic( G)
1 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e u 2 V do

2 color[ u]  white
3 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e u 2 V do

4 i f color[ u] = white then

5 i f DFScvisit( u) then return true
6 return false

DFScvisit( u)
1 color[ u]  gray
2 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e v 2 Adj[ u] do

3 i f color[ v] = gray then return true
4 i f color[ v] = white then

5 i f DFScvisit( v) then return true
6 color[ u]  black
7 return false

� Esi m e r ki ksi mi t e n sykli e n etsi n tä toi m i s i

seur aavi s s a tapauksi s s a?
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u vs

yxw

u vs

yxw
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T op ol o g i n e n jä rjestämi n e n 7.3.4

7.3.4 T op ologi n en jä rj estämin en

� Sykli tt ö m i e n suu n n attu j e n verkk oj e n avul l a

voi m m e kuvata vaikk apa tapahtu m i e n

väli s i ä ri i p p u v u u ksi a.

� Esi m e r ki ksi seur aava k aavio sis äl t ää

on n i s tu n e e n pu k eu t u m i s e e n k annal t a

ol e e l l i s e t ri i p p u v u u d e t:

� Suk at on lai te ttava enn e n k enkiä, sol m i o

ja vy ö enn e n takkia, jne .

� V o i s i m m e k o jä rjes tää asiat sel l ai s e e n

li n e aa ri s e e n jä rjes t y kse e n , että voi s i m m e

pu k ea vaatek appalee n k erral l aan site n

että mi k ään ri i p p u v u u ksi s ta ei ri kk o u d u ?

� Sii s site n , että jos ri i p p u v u u s v e r k o s s a on

k aa ri

u �! v

ni i n sol m u u tul e e jä rjes t y kse s s ä enn e n

sol m u a v .
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T op ol o g i n e n jä rjestämi n e n 7.3.4

� Tällais ta jä rjes t y s tä kutsu t aan top o l o g i s e ksi

jä rjes t y kse ksi .

� Asi a ho i tu u hel p o s ti k ä yttäen apun a

syvyys s u u n tai s ta läp i k ä yn ti ä:

1. Al u ksi tul o s l i s ta L on t yhj ä.

2. Kuts u taan sel l ai s ta DFSall( G)

� jok a vie k äsitel tävän sol m u n u li s t an L
alkuu n

� sil l ä hetk el l ä kun u mu s tu u .

3. Lop u ksi li s ta L k o os tu u sy öte v e r k o n G
sol m u i s ta top o l o g i s e s s a jä rjes t y kse s s ä.

� L li s taa sol m u t k äsittel y n

päätt ymi s aj an f suh t e e n k äänteise s s ä

jä rjes t y kse s s ä

� eli sol m u p on enn e n sol m u a q
li s tal l a L täsmäll e e n sil l o i n kun

f [p] > f [q]

� jote n k aa ri x �! y pak ottaa sol m u n x
sol m u n y eteen .
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T op ol o g i n e n jä rjestämi n e n 7.3.4

� Näin li s tass a L

vi i mei s eksi tul e e joki n sel l ai n e n sol m u vn ,

jos ta ei ol e k aa rta mi h i n k ään mu u h u n

sol m u u n

toiseksi vi i mei s eksi sol m u ksi vn� 1 , jos t a

on k aa ri k o rk ei n taan sol m u u n vn

yl ei sesti sol m u s ta vi voi ol l a k aa ria

k o rk ei n taan sen jälk ei s i i n sol m u i h i n

vi +1 ; vi +2 ; vi +3 ; : : : ; vn :

� Seuraavassa kuvassa on esi m e r kki m m e

eräässä top o l o g i s e s s a jä rjes t y kse s s ä.

� T op o l o g i n e n jä rjes t y s ei ol e yksik äsi tt e i n e n

� vaan ri i p p u u sol m u j e n syvyys s u u n tai s e n

läp i k ä yn n i n jä rjes t y kse s t ä.

� Esi m e r ki ksi k ell o voi t ai s i i n pu k ea mi s s ä

väli s s ä tahansa.

581 3 1 : Tieto rak ente e t 609



T
op

ol
o

g
i

n
e

n
jä

rjestämi
n

e
n

7.3.4

pants

belt

undershorts

shoes

socks

tie

jacket

shirt

watch socks

undershorts

pants

shoes

watch

shirt

belt

tie

jacket

17/18

11/16

12/15

13/14

9/10

1/8

6/7

2/5

3/4

11/16

12/15

6/7

1/8

2/5

3/4

17/18

13/14

9/10

581
3

1
:

Tieto
rak

ente
e

t
610



Krii t ti s e t t y övaih e e t 7.3.5

7.3.5 Krii tti set t y övaih eet

� (Ohjel m i s t o )p r o j e kti s s a on tiett yj ä

mää rähetki ä:

� do ku m e n tt i e n ja k omp o n e n tti e n

mää räpäi v i ä

� (laadun v a r m i s tu s )k atsel m u ksi a

� asiak asdem o j a

� . . .

� Mää rähetki l l ä on osi ttai n e n jä rjes t y s :

� Kä yttöl i i tt y m ä(n ensi m m äi n e n versi o ) on

saatava valm i i ksi enn e n asiak asdem o a.

� Kä yttöl i i tt y m ää ei voi d a alo i ttaa enn e n

kui n tieto k an tal i i tt y m ä on valm i s .

� . . .
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Krii t ti s e t t y övaih e e t 7.3.5

� Eri vaih e i l l a on k estoj a:

� Kä yttöl i i tt y m än alo i t tam i s e s ta sen

valm i s tu m i s e e n kul u u (a rvio l ta) 4 vii kk o a.

� . . .

� V er r attu n a edel l i s te n k alvoj e n 7.3 .4

pu k eu t u m i s e s i m e r kki i n nyt

� li s ätään eri vaih e i l l e k estot

� sall i taan ni i d e n tek emi n e n ri n n akk ain .

� Tässä mall i n n u kse s s a tosi n un o h d e taan

k ä ytännö n rajo i tt e i s t a esi m e r ki ksi

resurssi t kuten

� X on ain o a t y öteki j äm m e , jok a hal l i ts e e

sek ä k ä yttöli i tt y m ä- että

verkk o yh te y s o h j e l m o i n n i n .�

di s j u n kti i v i s et kuten

�Sii s p ä k ä yttöli i tt y m ä on oh j e l m o i tava

jok o enn e n tai jälk een verkk o yh te y d e n ,

mu tt a ei yhtä aik aa.�
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Krii t ti s e t t y övaih e e t 7.3.5

� Halu taan tietää (ta rjou s ki l p ai l u a va rten )

k auank o p ro j e kti i n vähi n tään kulu u .

� Mall i n n e taan suu n n attu n a verkk on a:

jok ainen vai h e k aa rena

vaih e e n alku

vaihe e n k esto����������! vaih e e n lo p p u

eri vai h ei d en jä rj est ys k aa rena

edel l i s e n lo p p u

0�! seur aavan alku :

� Halu taan lask ea tämän verk o n pai n avi n

p o l ku .

� Mää ritel l ään �so l m u s t a u alk avan p o l u n

suu r i n mahd o l l i n e n pai n o � seur aavasti :

h[u] = max

0

@0; max
u

c�! v2 Adj[ u]
( c + h[v])

1

A : (8)

� 0 jos sol m u s t a u ei jatk eta eteen p äi n .

� Eri jatk omah d o l l i s u u d e t ovat

u c�! v ; : : :| {z }
h[v]

:
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Krii t ti s e t t y övaih e e t 7.3.5

� Laskusääntö (8) on mi e l e t ö n , jos

� jon ki n lu v u n h[u] lask em i s e ksi ta rvittai s i i n

sen lu v u n a rvoa itse ään

� verk os s a ol i s i sykli

u ; u

� k ok o p r o j e kti ol i s i mahd o to n .

� Sol m u n lu ku h[u] voi d aan lask ea vasta sen

jälk een , kun on ensi n lask ettu k aikkien

seur aajaso l m u j e n lu v u t h[v] .

� T oisi n sano e n : sol m u t u tä yt yy k ä ydä läp i

k äänteises s ä top o l o g i s e s s a jä rjes t y kse s s ä.

� Kalvo j e n 7.3 .4 alg o r i tm i s s a sol m u n u
lu ku h[u] voi d aan lask ea sil l ä hetk el l ä, kun u
vietäi s i i n jä rjes t y kse n L alkuu n .

� Proj e kti n k ok on ai s k es t o on

t = max
u2 V

h[u]:
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Krii t ti s e t t y övaih e e t 7.3.5

� Kä ytänn ö s s ä hal u taan tietää my ö s mi tk ä

p ro j e kti n p o l u i s ta ovat krii tt i s i ä:

sel l ai s i a, joi d e n my ö h äst y m i n e n veny tt ää

k ok o p ro j e kti n k estoa.

� Kri i tti s i ä ovat ain aki n ne (vaihei d e n

alku)so l m u t u , joi d e n

h[u] = t: (9)

� Jos sol m u u on krii t ti n e n , ni i n sen

seur aajaso l m u i s ta v ovat krii tti s i ä ne

� joi s ta lu ku h[u] ol i s i voi t u saada

säännö l l ä (8)

� joi l l e pätee ehto

d[u] = w( u; v ) + d[v]: (10)

� Kri i tti s e t p o l u t voi d aan sii s tul o s t aa

k alvoj e n 7.3 .2 syvyys s u u n tai s e l l a

läp i k ä yn n i l l ä

� läh tö s o l m u i n a ne u joi l l e ehto (9)

� k aa rina ne u
w( u;v )
����! v joi l l e ehto (10)

pätee.
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Krii t ti s e t t y övaih e e t 7.3.5

� Seuraavassa kuvassa on esi m e r kki pi e n e n

p ro j e kti n verk o s t a.

� Jok aiseen sol m u u n on lask ettu sen lu ku h .

� Kri i t ti s e t p o l u t on tumme nnettu .
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V ahvasti yhtenäi s e t k omp o n e n t i t 7.3.6

7.3.6 V ahvasti yhtenäi s et k om p o ne ntit

� Suu n n atu n verk o n G jak o sen vahvasti

yhten äi s i i n k omp o n e n tte i h i n (stron g l y

con n e c te d com p o n e n ts , SCC) jak aa sen

sol m u t V eri k omp o n e n tt e i h i n seur aaval l a

p er i aatteel l a:

Sol m u t u ja v kuul u v at samaan

k omp o n e n tt i i n C

jos ja vain jos

verk os s a G pääsee sol m u s ta u
sol m u u n v ja tak aisin .

� Seuraavassa kuvassa (a) on tum m e n n e ttu

esi m e r kki v e r k o n G vahvasti yhten äi s e t

k omp o n e n ti t.
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(Kuva 22.9 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c ti o n to Alg o r i t h m s ,

2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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V ahvasti yhtenäi s e t k omp o n e n t i t 7.3.6

� V er k o n G vahvasti yhten äi s e t k omp o n e n t i t

mu o d o s tavat suu n n atu n verk o n GSCC

seur aavasti :

Solmui n a ovat verk o n G eri k omp o n e n t i t,

eli sol m u j e n jou k o t.

Kaa ri C �! C0
k omp o n e n t i s ta toi s e e n

ta rk oi tt aa, että

� k omp o n e n ti s s a C on sol m u u , ja

� k omp o n e n ti s s a C0
on sol m u v , joi l l a

� alkup e r äi s e s s ä verk o s s a G ol i

k aa ri u �! v .

Kaa ria lu o d aan vain yksi, vaikk a

sol m u j a u ja v ol i s i ki n usei ta.

� Ede l l i s e s s ä kuvassa (c) on esi t e t t y

esi m e r kki v e r k o n G �kuti s tu s �

k omp o n e n tti v e r k o kse e n GSCC
.

581 3 1 : Tieto rak ente e t 620



V ahvasti yhtenäi s e t k omp o n e n t i t 7.3.6

� K om p o n e n tti v e r kk o GSCC
on sykli tö n :

Jos ol i s i k ehä

C1 �! C2 �! C3 �! : : : �! Ck �! C1

ni i n k aikki sen k omp o n e n t i t

C1; C2; C3; : : : ; Ck yht yi s i v ätki n yhd e ksi

yhtei s e ksi k omp o n e n ti ksi .

� K om p o n e n tti v e r k o n GSCC
mu o d o s t am i n e n

on usei n tä rk eä esi v ai h e mu i s s a

verkk o- o n g e l m i s s a.

� Seuraaval l a k alvol l a on alg o r i tm i , jok a li s t aa

� sy öte v e r k o n G eri k omp o n e n tt i e n C
sis äl l ö t

eli kuhu n ki n k omp o n e n tt i i n C kuul u v at

sy öte v e r k o n G sol m u t

� nämä k omp o n e n ti t C k alvoj e n 7.3 .4

top o l o g i s e s s a jä rjes t y kse s s ä

k omp o n e n tt i v e r k o n GSCC
suh te e n .
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1. Jä rjestä sy öte v e r k o n G sol m u t top o l o g i s e s ti

(k alvoi l t a 7.3 .4 )

u1; u2; u3; : : : ; u jV j (11)

mu tta älä väli t äk ään nyt B-k aa rista

(k alvoi l t a 7.3 .2 ).

2. Luo sy öte v e r k o n G transp o o s i GT
: verkk o,

jon k a

solmut ovat samat, mu tt a

k aa rten suu n ta on ki n k äännett y

päi n v astai s e ksi .

Ede l l i n e n kuva (b) esi t tää esi m e r kki v e r k o n

transp o o s i n .

3. Kä y läp i transp o o s i GT
syvyys s u u n t ai s e s ti

(k alvoi l t a 7.3 .2 ) alo i tt aen rekur s i o t

jä rjes t y kse s s ä (11).

� Kuki n syvyys s u n tai n e n pu u k äsittää

täsmäll e e n yhd e n k omp o n e n ti n .

� Samall a nämä k omp o n e n ti t tul e v at

k äsitel t y ä hal u t u s s a jä rjes t y kse s s ä.
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� Ask el 1 jä rjes t ää sy öte v e r k o n G sol m u t

jä rjes t y kse e n (11), jos s a

B-k aa ret (k alvoi l ta 7.3 .2 ) viev ät taakse päin

muut k aa ret eteen p äi n .

� Seuraavassa kuvassa on edel l i s e n

esi m e r kki ku v an verkk o

� sol m u t näi n jä rjes t e t t y i n ä vasemm al ta

oi k eal l e

� B-k aa ret tumme nnettu i n a.

� T ransp o o s i i n GT
sii r t y m i n e n (ask el 2)

ta rk oi ttaa, että näi tä k aa ria kul j e taan ki n

tak ap eri n ask elees s a 3.
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f
h

g
d

c
a

e
b
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� Kun ask elees s a 3 alk aa syvyys s u u n tai s e n

pu u n lu o v a rekur s i o jä rjes t y kse n (11)

sol m u s ta u i , ni i n se

hyppää eteen p äi n jä rjes t y kse s s ä jotaki n

B-k aa rta

u i  � u j (12)

pi t ki n , mi s s ä sii s j � i

pal aa tak aisi n k ohd e n juu r i s o l m u aan u i
mu i ta k aa ria

u i �! 
 �! � � � �! 
 �! 
 �! 
 �! u j (13)

pi t ki n .

� Jokin pal u u r e i tti (13) on ain a ol e m ass a,

k osk a (12) on B-k aa ri.

� Huo m aa: B-k aa ri (12) ja pal u u r e i tti (13)

mu o d o s tavat sykli n !
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� P aluu r e i tti ä (13) ei kui te n k aan voi pal ata

�l i i an pi t k äl l e tak aisin � oh i juu r i s o l m u s ta u i ,

k osk a

� sitä aik aisem m at sol m u t

u1; u2; u3; : : : ; u i � 1 (14)

ovat jo mu s ti a

� ne on jo k äsitel t y jos s aki n aik aisem m ass a

rekur s i o s s a.

� Sii s tämä rekur s i o k ä y läp i täsmäll e e n ne

sol m u t u j , jotk a

� mu o d o s tavat syklej ä joi h i n kuul u u u i

� kuul u v at samaan k omp o n e n t ti i n kui n u i .

� K om p o n e n tti e n li s tau tu m i n e n top o l o g i s e s t i

seur aa mu s tu u d e s ta (14).
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1. Ede l l i s e s s ä kuvassa ask el 3 alk aa

ensi m m äi s e l l ä sol m u l l a b.

2. Sii n ä ain o a vaih to e h to on B-k aa ri b  � a .

3. Sol m u s t a a ain o a vaih to e h to on pal u u

a  � e  � b.

4. Näin saadaan li s tattu a aiem m an

esi m e r kki ku v an (b) ensi m m äi n e n

k omp o n e n tti abe.

5. Ask el 3 jatkuu sol m u s t a c, k osk a sol m u t b, a
ja e ovat nyt mu s tu n e e t

(kuten kuvaan on mer ki t t y ).

6. Sii s B-k aa rta c  � b ei enää voi seur ata,

k osk a b on jo mu s ta.

7. Ai n o aksi vaih to e h d o ksi jää sii s B-k aa ri

c  � d, ja saadaan seur aava k omp o n e n tt i cd

8. Samoi n lo p u t k omp o n e n ti t fg ja h .
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Ai k aa ta rvitaan li n e aa ri s e s t i :

O ( jV j + jE j) :

(k alvojen 7.2 .1 vier u s l i s taes i t y kse s s ä).

� Ask el e e t 1 ja 3 ovat syvyys s u u n tai s i a

läp i k ä yn t e j ä.

� My ös ask el 2 voi d aan tehd ä li n e aa ri s e s ti .

Aputi l aa ta rvitaan my ö s ki n li n e aa ri s e s t i :

� syvyys s u u n tai s te n läp i k ä yn ti e n

rekur s i o p i n o l l e

� ask eleen 1 tuo ttam al l e jä rjes t y kse l l e (11)

� transp o o s i l l e GT
.
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� On my ö s ol e m ass a sel l ai n e n alg o r i t m i , jok a

� li s taa k omp o n e n t i t jo ask eleen 1 aik ana

eli k äänteise s s ä top o l o g i s e s s a

jä rjes t y kse s s ä

� eik ä sii s ta rvits e trans p o o s i a GT
.

� Tämä

� ajan

� til an

säästö on k ä ytännö s s ä mer ki tt ävä.

� Tämä mu tki kk aamp i algo r i t m i oh i t e t aan

täll ä kurss i l l a.

(Se lö yt y y vaikk apa sivu i l t a 481 � 4 8 3 kirjasta R. Sedgewi c k:

Alg o r i th m s , 2nd Ed. A dd i s o n - W e s l e y , 198 8 .)

� Sen pseu d o k o o d i on kui t e n ki n tä ydel l i s y y d e n

vuo ksi seur aavana k alvon a.
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1 S  alu ksi t yhj ä pi n o

2 fo r jok ai s e l l e verk o n sol m u l l e u do

3 d[u] �1
4 fo r jok ai s e l l e verk o n sol m u l l e u do

5 i f d[u] = �1 then

6 dummy  SCCvisit( u)

SCCvisit( u)
1 time  time +1
2 d[u]  time
3 m  d[u]
4 push( S; u)
5 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e v 2 Adj[ u] do

6 i f d[v] = �1 then

7 m0  SCCvisit( v)
8 else

9 m0  d[v]
10 m  min( m; m 0)
11 i f m = d[u] then

12 � T ulo s te taan nyt lö y t y n y t k omp o n e n tt i :

13 rep eat

14 p  pop( S)
15 d[p]  + 1
16 tul o s ta p
17 unti l p = u
18 return m
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7.4 Lyhyi mmät p olu t

� T a rk a stellaan pain o te tt u j a verkk oj a ja

tul ki taan k aa ren pai n o sen yhd i s täm i e n

sol m u j e n etäisyy d e ksi .

� Kaa rip ai n o n voi tul ki ta my ö s vaikk apa

ajaksi, jok a kul u u matkuste ttaes s a tuo

k aa ren yhd i s täm i e n sol m u j e n väli n e n matk a.

� T ehtävänä on lö y tää yhd e s tä anne tu s ta

sol m u s ta s lyh y i n etäisyy s , eli vähi t e n

pain ava p o l ku , k aikkiin mu i h i n sol m u i h i n .

� Ong e l m a on k esk ein e n esi m .

tieto l i i k en n e v e r kk o j e n rei ti t y kse s s ä.

� Esi te l l ään ratk aisu ksi Dijkstr an alg o r i tm i ,

jok a ol e ttaa että k aa ripai n o t ovat � 0 .

� Seuraava kuva (a) antaa esi m e r ki n , jos s a

ol e tu s ei päde , ja alg o r i tm i vastaisi vää rin .

(Kuva 6.21 kirjasta J. Klei n b e r g , E. T a rdos: Alg o r i t h m Desig n .

A dd i s o n - W e s l e y , 200 5 .)
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� Mui ta lyh y i m p i e n p o l ku j e n alg o r i tm e j a ovat

esi m e r ki ksi

Bell mani n ja F o rdi n (k alvoi l l a 7.4 .2 ) jok a

� ratk aisee saman tehtävän kui n Dijkstr a

� mu tt a hi t aam m i n

� k osk a sall i i jop a yhtei s p ai n o l t aan

neg ati i v i s e t k ehät.

Fl o ydi n (k alvoi l l a 7.4 .3 ) jok a

� lask ee k ok o väli m atk ataul u k o n eli

lyh y i m m ät etäisyy d e t jok ai s e s ta

sol m u s ta jok ai s e e n mu u h u n sol m u u n

� sall i i kyll ä neg ati i v i s e t k aa ripai n o t

� mu tt a ei sall i neg ati i v i s i a k ehi ä

� vaan hu o m au t taa, jos sy ötte e s s ä on

ni i t ä.
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� Ede l l i n e n kuva (b) oso i tt aa, että

k aa ripai n o j e n k asvattamin e n voi vaih t aa

lyh y i m m än p o l u n toi s e ksi , eik ä sii s sovi

neg ati i v i s te n k aa ripai n o j e n eli m i n o i n ti i n .

� Olk o o n G = ( V; E ) suu n n attu verkk o ja s
eräs sen sol m u .

� Oletetaan, että jok ai s e e n k aa reen ( u; v ) 2 E
on li i t e tt y pai n o w( u; v ) , jok a on

ei- n e g ati i v i n e n reaali l u ku .

� Oletetaan li s äksi :

� Jos ( u; v ) 62E ( G) ni i n w( u; v ) = 1 , eli jos

sol m u j a ei yhd i s tä k aa ri, ni i n ni i d e n

väli n e n suo r a etäisyy s on ää retön .

� w( v; v) = 0 , eli etäisyy s jok ai s e s ta

sol m u s ta itse e n s ä on no l l a.
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� Eräs tapa hahm o tt aa Dijkstr an algo r i t m i :

� Sol m u t ovat k aupu n k ej a, k aa ret teitä

naapu r i k au p u n ki e n väli l l ä.

� Kun i n g as hal u aa läh e t tää

pääk aupu n g i s t aan s vies t i n maansa

k aikkiin k ol kki i n .

� Vi e s t i n v i e j ät kul k evat

� k aupu n g i s ta toi s e e n teitä pi tki n

� k esk enään samall a no p e u d e l l a

c km/h .

� Kun i n g as läh e ttää yhtä aik aa

pääk aupu n g i s t a s vies t i n v i e j än sen

jok ai s e e n naapu r i k au p u n ki i n .

� Kun i n g as päi v ää näi h i n vies t e i h i n ni i d e n

yhtei s e n lähe tt äm i s h e tk en t .
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� Dijkstr an alg o r i tm i n hahm o t u s , jatk oa. . .

� Kun vies ti n v i e j ä x saapuu k aupu n ki i n u ,

ni i n hän kysyy sen asukk ail ta �Ole tte k o

jo kuul l e e t kuni n k aan vies t i n ?�

Ei: sil m än r äp ä ykses s ä x

� kuul u t taa vies ti n k aikil l e asukk ail l e

� vä rvää hei s tä uu d e t vies ti n v i e j ät

yhd e n jok ai s e l l e tästä k aupu n g i s ta

viev äl l e tiel l e

� läh e ttää hei d ät matk aan.

Kyll ä (eli joku toi n e n vies ti n v i e j ä y on

ehti n y t tänne ensi n ): x ei tee mi tään .

Nyt x saa levätä, t y ö on häne n osal taan

oh i .

� Kaup u n g i n u etäisyy s pääk aupu n g i s ta s
on sil l o i n tieten ki n

c � ( tu � t )

mi s s ä tu on se hetki , jol l o i n sen asukk aat

kuul i v at kuni n k aan vies ti n ensi m m äi s e n

k erran .
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� Nyt Dijkstr an alg o r i t m i n voi hahm o tt aa

tämän vies ti n v i e n n i n sim u l aati o n a:

� Sim u l aati o n kii n n o s tavat ajanh e t k et ovat

nämä eri k ell o n aj at tu .

� Kun ensi m m äi n e n sanans aattaja x
saapuu k aupu n ki i n u , ni i n voi d aan lask ea,

mi l l o i n häne n vä rväämäns ä

sanans aattaja z saavuttaa om an

k ohd e k au p u n ki n s a v :

tu +
w( u; v )

c
:

� Näil l ä lask el m i l l a voi d aan pi tää yll ä ja

pa ran taa a rvio i t a dv = mi l l o i n kuni n k aan

vies ti saavuttaa k aupu n g i n v .

� Sim u l aati o etene e vali t s e m al l a ain a

seur aavaksi pi e n i m m än dv , mi s s ä

k aupu n ki v ei viel ä ol e kuul l u t kuni n k aan

vies ti ä, ja sii r t y m äl l ä k ell o n ai k aan tv = dv .

� Laskutoi m i t u s te n hel p o t tam i s e ksi

voi m m e viel ä vali ta

no p e u d e ksi c = 1 ja päi v ä ykseksi t = 0 .
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� Dijkstr an alg o r i tm i pi t ää yll ä jou kk o a S =
ne sol m u t

� joi d e n lyh y i n etäisyy s sol m u s ta s on jo

sel v i te tt y

� jotk a on jo k äsitel t y

� jotk a on jo p o i s t e t tu aputi e to r ak en te e s ta.

� Jok aisel l a sol m u l l a v on k aksi attrib u u t ti a:

� d[v] = sol m u n v täll ä hetk el l ä pi e n i n

tun n e tt u etäisyy s sol m u s ta s

� p[v] = se jou k o n S sol m u , jok a edel tää

sol m u a v täll ä hetk el l ä pa rh aal l a

tun n e tu l l a p o l u l l a

jou k o s s a Sz }| {
s ; p[v]

w( p[v];v)
������! v| {z }

k ok on ai s p ai n o d[v]

:

� Al u s s a

p[v] = NIL k aikil l a v 2 V
d[s] = 0
d[v] = 1 k aikil l a mu i l l a v 2 V n f sg :
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� Al g o r i tm i vali t s e e ri v i l l ä 9 toi s tu v asti

sel l ai s e n sol m u n u 2 V n S , jon k a d[u] on

pi e n i n .

� V al i tt u sol m u u li s ätään jou kk o o n S .

� Kaikkien sol m u n u vier u s s o l m u j e n v
attrib u u t i t d[v] ja p[v] päiv i te t ään

ottamaan hu o m i o o n my ö s nyt avautun u t

uu s i mahd o l l i n e n p o l ku

s
d[u]
; u

w( u;v )
����! v:

� T oisi n sano e n asetetaan

d[v]  min( d[v]; d[u] + w( u; v )) :
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1. Ens i m m äi s e s s ä toi s to ask el e e s s a tul e e

vali t u ksi alo i tu s s o l m u s, sil l ä d[s] = 0 kun

taas mu u t 1 .

� Sol m u s sii s li s ätään jou kk o o n S .

� Jok aisel l e sol m u n s vier u s s o l m u l l e v
asetetaan uu s i etäisyy s a r v i o

d[s] + w( s; v) = 0 + w( s; v)

= w( s; v)

eli sama kui n etäisyy s sol m u s t a s
sol m u u n v .

� A ttr i b u u tti e n p[v] a rvoksi tul e e s, sil l ä

lyh y i n p o l ku sol m u s ta s sol m u u n v
saapuu itse sol m u s t a s.
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2. T oises s a toi s to ask el e e s s a tul e e vali t u ksi se

sol m u u jon k a etäisyy s sol m u s ta s on lyh y i n ,

k osk a sen d[u] on nyt pi e n i n .

� Sol m u u sii s li s ätään jou kk o o n S .

� Jok aisel l e sol m u n u vier u s s o l m u i l l e v :

� Kysytään, on k o sen nykyi n e n

etäisyy s a r v o

d[v] suu r e m p i kui n d[u] + w( u; v )

eli nyt il m e n n y t uu s i mahd o l l i s u u s .

� Jos on , ni i n päi v i te tään

� d[v] tähän uu t e e n pi e n e m p ään

mahd o l l i s u u t e e n

� p[v] tul e m aan sitä vastaavasta

sol m u s t a u .

3. Sama jatkuu k olm an n e s s a

toi s to ask el e e s s a. . .
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� Al g o r i tm i k ä yttää aputi e t o r ak en t e e n a

k alvoj e n 5 mi n i m i k ek o a H :

� Kek o H k o os tu u sol m u i s ta u 2 V n S .

� Sol m u n u k ek oavaim e n a on sen

etäisyy s a r v i o attr i b u u t i n d[u] nykyi n e n

a rvo.

� Näin op e r aati o �vali t s e seur aava

k äsitel tävä sol m u u � saadaan no p e aksi .

� Kun vali tu n sol m u n u vier u s s o l m u n v
etäisyy s a r v i o ta d[v] päiv i te tään , ni i n sen

� k ek oavain pi e n e n e e

� pi tää sii r t y ä vastaavasti k eossa H
läh e m m äksi juu r t a.

� Tähän ta rvitaan k alvoj e n . . .

� 5.3 k altaista op e r aati o ta

heapDecreaseKey( H; v; d [v])

� 5.4 k ahvaa sol m u a v vastaavaan

k ek oalki o o n .
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Dijkstra( G; w; s)
1 fo r k aikil l e sol m u i l l e v 2 V do

2 d[v]  1
3 p[v]  NIL
4 d[s]  0
5 S  ;
6 fo r k aikil l e sol m u i l l e v 2 V do

7 heapInsert( H; v; d [v])
8 whi l e not empty( H ) do

9 u  heapDelMin( H )
10 S  S [ f ug
11 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e v 2 Adj[ u] do

12 i f d[v] > d [u] + w( u; v ) then

13 d[v]  d[u] + w( u; v )
14 p[v]  u
15 heapDecreaseKey( H; v; d [v])

� Dijkstr an alg o r i tm i voi d aan toteu ttaa my ö s

il m an k ahvoj a (yksit yi s k o h d at siv u u te taan ).

+ Kahvatto m at k eot lö y t y v ät usei n

ali o h j e l m aki r j asto i s ta valm i i n a.

(Esim e r ki ksi oh j e l m o i n ti ki e l e n C++

stand a r d i ki r j asto s ta STL . )

� Tilan t a r v e k asvaa.
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� Al g o r i tm i n suo r i tu kse n jälk een lyh y i n p o l ku

s ; v on

s �! : : : �! p[p[v]] �! p[v] �! v

ja se voi d aan

� lu k ea tak ap eri n p-attri b u u tte j a seur aten

� k ääntää oi k ei n päi n k ä yttäen k alvoj e n 2.1

pi n o a S

algo r i t m i l l a

shortestPath( G; v )
rep eat

push( S; v)
v  p[v]

unti l v = NIL
rep eat

print(pop( S))
unti l empty( S)

� Seuraava kuvasa rja on toi n e n esi m e r kki

Dijkstr an alg o r i tm i n toi m i n n asta, täll ä

k ertaa kyseessä on suu n taam ato n verkk o.
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Di j kstran alg o ri tmi n aik avaati v u u s :

� Rivi e n 1� 5 alu s t u s t o i m e t viev ät aik aa

sel v ästi

O ( jV j) :

� Keon H op e r aati o t heapInsert (rivi 7),

heapDelMin (rivi 9) ja heapDecreaseKey
(rivi 15 ) viev ät aik aa

O(log( k eon alkio i d e n lu ku m ää rä| {z }
�j V j

)) :

� Rivei l l ä 6� 7 tehd ään jV j k appal e tta

op e r aati o i t a heapInsert , aik aa sii s kul u u

O ( jV j � log( jV j) ) :

� Sama k eon H alu s tu s voi tai s i i n

suo r i ttaa my ö s k alvoj e n 5.3

op e r aati o l l a buildHeap ajassa O ( jV j)

� mu tt a tämä pa ran tai s i teho kku u tta

vain k ä ytännö s s ä, ei teo r i ass a. . .
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Ai k avaati v u u s jatkuu. . .

� Rivi e n 8� 1 5 toi s to l au s e e s s a op e r aati o ta

heapDelMin kutsu taan kul l e ki n sol m u l l e

k erran , eli yhtee n s ä jV j k ertaa.

� K os k a jok ai n e n sol m u u li s ätään

jou kk o o n S vain k ertaall e e n , ni i n jok ai n e n

vier u s l i s ta Adj[ u] k ä ydään läp i täsmäll e e n

k erran .

� Sii s jok ai s ta k aa rta

u
w( u;v )
����! v

tutki taan ri v i l l ä 12 vain k erran , eli

op e r aati o ta heapDecreaseKey kutsu t aan

� j E j k ertaa.

� Yh t e e n s ä ri v i e n 8� 1 5 toi s t o l au s e e s s a

kul u u aik aa

O ( ( jE j + jV j) � log( jV j) )

ja se k attaa my ö s ri v i e n 1� 7 alu s tu kse t.
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Keo n vai kutu ksesta aik avaati v u u teen:

� Jos k ä ytetäänkin Fib o n acc i n k ek oa, ni i n

teo r e e t ti n e n aik avaativuu s pa ran e e

mu o to o n

O ( jE j + jV j � log jV j) :

� Kä ytänn ö s s ä tämä pa ran n u s ei li e n e

usei n k aan ta rp ee n , k osk a

� oh j e l m o i n ti mu t ki s tu u ja

vakiok er to i m e t k asvavat

� t yypi l l i s e s s ä k ä ytössä Dijkstr an

alg o r i tm i n aik avaativuu s li e n e e läh e l l ä

li n e aa ri s ta

O ( jE j + jV j)

jol l o i n k ek o ei juu r i k aan vaikuta.

� Dijkstr an alg o r i tm i toi m i i näet sitä

teho kk aamm i n , mi tä no p e am m i n

sol m u j e n v a rvot d[v] pu t o avat alaspäi n .

� Mitä pi e n e m p i d[v] , sitä useam p i k aa ri

u
w( u;v )
����! v voi d aan siv u u tt aa.

� ja tämä li e n e e usei n mahd o l l i s ta.
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Ti l av aati v u u s :

� Al u s s a k aikki sol m u t ovat k eossa H .

� Tämän jälk een k ek o H alk aa pi e n e n t y ä

sol m u j e n sii r t y e s s ä samall a jou kk o o n S

� Tilavaativu u s on sii s sel v ästi yhtee n s ä

O ( jV j) :

� Kahvatto m i l l a k eoi l l a se on ki n O ( jE j) .

Ahneudesta: Dijkstr an alg o r i t m i no u d attaa ns.

ahne e n alg o r i tm i n (greed y alg o r i th m )

strateg i aa:

� Rivi l l ä 9 vali t aan aina k äsitel t äväksi se

sol m u u , jok a on täll ä hetk el l ä läh i m p än ä

alo i t u s s o l m u a s.

� Ah n e u d e l l a ta rk oi te taan tässä sitä että

alg o r i t m i p yr ki i jok a hetk el l ä juu r i sil l o i n

�pa r h aal ta� vaikuttavaan ratk aisu u n .

� Miksi mu k a lyh y t n äk ö i n e n ahne u s juu r i

nyt joh tai s i aik anaan pa rh aaseen

mahd o l l i s e e n lo p p u t u l o kse e n ?
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Oi k eell i s u u d esta: T o di s tu s . . .

� lö y t y y sek ä Ka rvi n mo n i s t e e s t a että

Co rm e n i n kirj asta, siv u u t e t aan tässä

yksit yi s k o h d at.

� p er u s t u u in v a r i an tti i n

ri v i e n 8� 1 5 toi s to l au s e e n alu s s a

k aikil l e sol m u i l l a v 2 S pätee, että

lask ettu a rvio d[v] on sama kui n

to d e l l i n e n lyh y i n etäisyy s s ; v

eli että kun sol m u on li s ätt y jou kk o o n S ,

ni i n sen to d e l l i n e n lyh y i n etäisyy s

alo i t u s s o l m u s ta s on jo sel v i n n y t.

� Inva ri an tti pätee ensi m m äi s e n kierr o kse n

jälk een , k osk a sil l o i n

S = f sg

d[s] = 0 :

� Inva ri an ti n säil y m i n e n kierr o kse l ta

seur aaval l e joh tu u sii tä, että kiel s i m m e

neg ati i v i s e t k aa ripai n o t.
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Inva ri an ti n säil y mi sestä: Olk o o n u seur aava

k äsitel t ävä sol m u .

� V o i k o sen k autta pi e n e n t ää jon ki n jo

k äsitel l y n sol m u n u0
a rvoa d[u0] ?

� Nyt d[u0] � d[u] , k osk a u0
vali tt i i n

enn e n kui n u .

� Sil l o i n p o l ku s
d[u]
; u e; u0

voi s i pa ran t aa

a rvoa d[u0] vain , jos sen lo p p u o s an

pi t u u s ol i s i e < 0 .

� Onk o verk os s a viel ä lyh y e m p ää p o l ku a

s ; u kui n d[u] ?

� Jaetaan lyh y i n sel l ai n e n osi i n

s
d[p]
; p

w( p;q)
����! q e; u mi s s ä q on

ensi m m äi n e n sol m u jou k o n S
ul k o p u o l e l l a.

� P ol u l l a on sel l ai n e n q, k osk a s 2 S
mu tt a u 62S .

� Nyt d[q] = d[p] + w( p; q) � d[u] , k osk a u
vali tti i n enn e n kui n q.

� Jällee n pi t äi s i ol l a e < 0 .
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� Joskus mei l l e ri i t tää tietää p el k ästään

k ahden sol m u n s ja v väli n e n lyh y i n p o l ku .

� Ede l l i s e n in v a r i an ti n no j al l a ajetaan

Dijkstr an alg o r i tm i a läh tö s o l m u n a s

� sii h e n asti kunn e s sol m u v li s ätään

jou kk o o n S

� ja sii h e n voi d aan lo p e ttaa, sil l ä lyh y i n

p o l ku

s ; v

on jo sel v i n n y t .
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7.4.1 Ongel manratk ai s u s ta Di j kstral l a

� T a rk a stellaan seur aavaa

�vanki l ap ak o - o n g e l m aa�:

� Sy ötteen ä saadaan vankil an p o h j ap i i r r o s

matri i s i n a B [0 : : : 2 � m][0 : : : 2 � m] .

� Jok aine n pai kk a B [i ][ j ] on jok o k ä ytävä ä

tai mu u r i a.

� � �
� � �
� � ? �
� � �

� � �

� Olem m e alu ksi vankil an

k eskip ai k assa B [m][ m] (jok a on k ä ytävää ) .

� T avoitteen a on päästä vankil asta sen jon ki n

reu n an yli vapautee n .
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� V o i m m e li i kku a vankil ass a seur aavasti :

� Nykyise s tä pai k asta voi sii r t y ä mi h i n

tahansa naapu r i p ai kk aan, ei kulm i tt ai n .

� Kä ytävil l ä voi hi i v i s k el l ä, mu t ta ni i l l ä ei

k annata male ksi a tur h aan .

� Muu r i i n tä yt yy ensi n k aivautu a enn e n

kui n sii h e n voi kul k ea.

� P ak osuu n n i t e l m ass a on tä rk ein tä, ettei

k aiveta yhtään enem p ää kui n aivan

välttämätö n tä.

My ös hi i v i s k el y ä pi t äi s i välttää, jos

mahd o l l i s t a.

� V o i s i m m e sove l t aa k alvoj e n 3.7 p er u u t tavaa

etsi n t ää hyvän pak osu u n n i t e l m an

lö y t äm i s e ksi

� mu tt a alg o r i t m i ol i s i lu u l tavasti hi d as

� k osk a mahd o l l i s i a pak o r e i tt e j ä on pal j o n .
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� Mall i n n e taan sen sij aan pak o r e i tti

lyh y i m p än ä p o l ku n a verk o s s a G :

� V = vankil an pai k at sek ä li s äp ai kk a t eli

�vapau d e s s a� .

� p w�! q 2 E jos ja vain jos pai kk a q on

pai k an p naapu r i p ai kk a.

Jok aisen reu n ap ai k an p naapu r i n a on

my ö s li s äp ai kk a t .

� Kaa rip ai n o n w � 0 mää rää k ohd e p ai kk a q:

k ä ytäväll ä w = 1

muuri l l a w = (2 � m + 1) 2
eli vankil an

k ok o pi n ta- al a

reunal l a w = 0 eli sil l o i n kun q = t .

Tällö i n yksiki n k aivautu m i n e n joh t aa

suu r e m p aan etäisyy te e n kui n pi s i n k ään

hi i v i s k el y .

� Ei ta rvits e mu i s t aa k aivettu j a k ohti a:

lyh y i n p o l ku on yksin k er tai n e n (kun

k aa ripai n o t � 0 ).
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� (Jokin) mahd o l l i s i m m an hyvä

pak osu u n n i te l m a lö y t y y sii s

� ajamall a Dijkstr an alg o r i tm i a

� verk os s a G

� alkuso l m u s ta s = B [m][ m] läh ti e n

� kunn e s k eon H pääll e tul e e t

� jol l o i n pak osu u n n i te l m a on p o l ku

s �! : : : �! p[p[t ]] �! p[t ] �! t:

� V er kk o a G ei ta rvits e tall e ttaa eri kse e n :

� Sol m u n B [i ][ j ] mahd o l l i s e t

seur aajaso l m u t ovat B [i � 1; j ]
ja B [i; j � 1] .

� Inde kso i n n i n yli t y s ta rk oi tt aa

li s äso l m u a t .

� Kaa rip ai n o k atsotaan k ohd e s o l m u s ta.

Sii s vier u s l i s tat voi d aan lask ea alg o r i tm i n

edete s s ä in d e kse i s t ä i; j .
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� Kaa rip ai n o t voi d aan esi ttää suo r e m m i n ki n :

� Kä ytetäänkin lu ku p a r e j a ha; bi mi s s ä

� a = mu u r i -

� b = k ä ytävä-

pai kk o j e n lu ku m ää rä p o l u l l a.

� Kaa rip ai n o t w pa rei n a

k ä ytäväll ä w = h0; 1i

muuri l l a w = h1; 0i

reunal l a w = h0; 0i .

� Kek over tai l u s s a ha; bi � h c; di täsmäll e e n

kun

a < c o r ( a = c and b � d) .

� P ol u n pi t u u s

s
hk1 ;m1 i
�����! p1

hk2 ;m2 i
�����! p2

hk3 ;m3 i
�����! : : :

sum m ataan k omp o n e n t e i t tai n

hk1 + k2 + k3 + : : : ; m 1 + m2 + m3 + : : : i :
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7.4.2 Bell mani n ja F o rdi n alg o ri tmi

� T a rk a stellaan yhä samaa on g e l m aa kui n

Dijkstr an alg o r i tm i s s aki n (k alvoi l l a 7.4 ). . .

� . . . mu tt a sall i e n nyt my ö s neg ati i v i s e t

k aa ripai n o t .

� Mää ritel l ään : Jos verk o s s a on sel l ai n e n p o l ku

s �! 
 �! 
 �! � � � �!

u
w1��! 


w2��! 

w3��! � � �

wk��! u| {z }
k ehä

�! 
 �! 
 �! � � � �! v (15)

jos s a k ehän yhtee n l ask ettu k aa ripai n o on ki n

neg ati i v i n e n eli

w1 + w2 + w3 + � � � + wk < 0

ni i n sovi taan sol m u n v etäisyy d e ksi

läht ö s o l m u s ta s

d[v] = �1 :

� Sin n e h än päästään mi e l i v al t ai s e n hal v al l a

� kiertäm äl l ä k ehä ta rp ee ksi mo n e s t i .
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� Al g o r i tm i n toi m i n t ap e r i aate:

� Jos sol m u n u to d e l l i n e n etäisyy s

alkuso l m u s ta s on ää rell i n e n , ni i n

vastaava p o l ku

s ; u

on yksin k er tai n e n .

� Yksi n k er tai s e l l a p o l u l l a on

� j V j � 1 k aa rta.

� P äivi te tään sii s etäisyy d e t d[u] yhtee n s ä

jV j k ertaa

� Jos vii m e i s e l l ä päiv i t y s k er r al l a d[u] . . .

p ysyy samana ni i n ol l aan jo lö y d e t t y

to d e l l i n e n ää rell i n e n etäisyy s ja

vastaava p o l ku

u  � p[u]  � p[p[u]]  � � � �  � s:

pi enenee yhä ni i n u on neg ati i v i s e l l a

k ehäll ä (15)

jote n pi tääkin lo p u ksi k o rj ata d[v] �1
k aikil l e sol m u i l l e joi h i n on p o l ku u ; v .
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1 fo r jok ai n e n sol m u v 2 V do

2 d[v]  + 1
3 p[v]  NIL
4 d[s]  0
5 fo r jV j � 1 k ertaa do

6 fo r jok ai n e n k aa ri u w�! v 2 E do

7 i f d[v] > d [u] + w then

8 d[v]  d[u] + w
9 p[v]  u

� Jälkik äsitte l y v ai h e alk aa:

10 fo r jok ai n e n k aa ri u w�! v 2 E do

11 i f d[v] > d [u] + w then

12 korjaa( v)

p ro cedure korjaa( x)
13 i f d[x] 6= �1 then

14 d[x]  �1
15 fo r jok ai n e n sol m u y 2 Adj[ x] do

16 korjaa( y)
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� Al u s tu kse t (rivi t 1� 4 ) ovat kuten Dijkstr an

algo r i t m i s s aki n .

� P äivi t y s s ään tö ki n (rivi t 7� 9 ) on sama.

� T oisaal ta k aa ret k ä ydään läp i

mi e l i v al t ai s e s s a jä rjes t y kse s s ä (rive i l l ä 6

ja 10 ).

� Ens i n tehd ään jV j � 1 päi v i t y s ki e r r o s ta

(rivi t 5� 9 ).

� Seuraavassa kuvassa on alg o r i tm i n

etene m i s e s t ä esi m e r kki

� jos s a jälki k äsi tte l y v ai h e tt a (rive j ä 10 � 1 2 )

ei ta rvitak aan

� k osk a verk o s s a ei ol e neg ati i v i s i a k ehi ä.

(Kuva 24.4 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c ti o n to Alg o r i t h m s ,

2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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� Jälkik äsitte l y v ai h e (rivi t 10 � 1 2 )

� otetaan k ä yttö ön , jos hal u taan k äsitel l ä

verk os s a mahd o l l i s e s t i ol e v at neg ati i v i s e t

k ehät

� suo r i t taa ri v i t 6� 7 viel ä jV j . k erran

(rive i n ä 10 � 1 1 )

� tun n i s taa neg ati i v i s e l l e k ehäll e kuul u v an

sol m u n v (rivi l l ä 11 )

� k o rj aa (rivi l l ä 12 ) sol m u s t a v
saavutettavi l l e sol m u i l l e etäisyy d e ksi �1

� k ä yttää k o rj aam i s e e n k alvoj e n 7.3 .2

syvyys l äp i k ä yn n i n versi o ta (rivi t 13 � 1 6 ).
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� Al g o r i tm i n ajanta rve on

O ( jV j + jV j � j E j + ( jV j + jE j) ) = O ( jV j � j E j)

eli hu o n o m p i kuin Dijkstr an

k osk a nyt emm e voi k aan vali t a

ahne e s t i ja k eol l a

seur aavaa sol m u a v , jok a lo p u l l i n e n

a rvo d[v] ol i s i nyt sel v i n n y t

vaan jou d u m m e ki n päi v i t täm ään

k aikkia d[v] yhtee n s ä jV j k ertaa.

� Seuraava kuva oso i tt aa, että jos sol m u n

k o rj attu etäisyy s on d[v] = �1 , ni i n

vastaavaan p-vi i te k etj u u n ei voi k aan enää

lu o tt aa:

se on ki n voi n u t k äänt y ä alkuso l m u n s sij asta

lö y d e tt y y n neg ati i v i s e e n k ehään!

(Kuva 6.26 (b) kirjasta J. Klei n b e r g , E. T a rdos: Alg o r i th m

Desig n . A dd i s o n - W e s l e y , 200 5 .)
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7.4.3 Fl o ydi n alg o ri tmi

� Halu taan lask ea matri i s i D [1 : : : jV j][1 : : : jV j]
jos s a

D [i ][ j ] = lyh y i m m än p o l u n pi tu u s sol m u s ta i
sol m u u n j .

� Negati i v i s e t

k aa ret sall i taan mu tta

k ehät kiel l etään.

� V er t aa tiek a rtto j e n väli m atk ataul u k o t:

lyh y i n ajom atk a k aupu n g i s ta i k aupu n ki i n j .

� Esi m e r kki alg o r i tm i s ta, jos s a k alvoj e n 7.2 .2

vier u s m atr i i s i t ovat lu o n t e v i n verkk oj e n

esi t y s tap a.
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� Sy ötteen ä saadaan sii s vier u s m atr i i s i

A[i ][ j ] =

8
<

:
w jos on k aa ri i w�! j 2 E

+ 1 jos väli l l ä ei ol e k aa rta.

� Idea: Lask etaankin apum atr i i s i t

� D ( k) [i ][ j ] = lyh y i m m än sel l ai s e n p o l u n

pi t u u s sol m u s ta i sol m u u n j , jon k a

aik ana ei k ä ydä väli s o l m u i s s a

k + 1 ; k + 2 ; k + 3 ; : : : ; jV j

� jä rjes t y kse s s ä

k = 0 ; 1; 2; 3; : : : ; jV j :

� P äätesolm u t i ja j saavat ol l a � k .

� Ens i m m äi n e n apum atr i i s i saadaan

sy öte m atr i i s i s t a

D (0) [i ][ j ] =

8
<

:
0 kun i = j

A [i ][ j ] kun i 6= j

eli no l l aam al l a sy öte m atr i i s i n di ag o n aal i .
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� Seuraava apum atr i i s i D ( k)
voi d aan

mu o d o s taa edel l i s e s tä

apum atr i i s i s ta D ( k� 1)
:

D ( k) [i ][ j ] = pi e n e m p i lu v u i s t a

D ( k� 1) [i ][ j ] : jos lyh y i n p o l ku ei k ä y yhtään

k ertaa uu d e s s a väli s o l m u s s a k

� vaan p ysy tt e l e e vanh o i s s a väli s o l m u i s s a

1; 2; 3; : : : ; k � 1

D ( k� 1) [i ][ k] + D ( k� 1) [k][ j ] : jos se k ä y yhd e n

k erran sol m u s s a k vanh o j e n li s äksi .

� Yksi k ä ynti ri i tt ää: k osk a neg ati i v i s i a

k ehi ä ei sall i t a, ni i n sol m u n k
toi s tam i n e n ei lyh e n n ä p o l ku j a.

� Seuraava kuva esi tt ää p o l u n rak enteen .

(Kuva 25.3 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c t i o n to

Alg o r i th m s , 2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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1 fo r jok ai n e n sol m u p a r i i; j do

2 D [i ][ j ]  i f i = j then 0 else A[i ][ j ]
3 fo r jok ai n e n sol m u k  1; 2; 3; : : : ; jV j do

4 D 0  D
5 fo r jok ai n e n sol m u p a r i i; j do

6 D [i ][ j ]  min( D 0[i ][ j ];
D 0[i ][ k] + D 0[k][ j ])

� Al g o r i tm i k ä yttää vain k ahta apum atr i i s i a:

D = D ( k)
ja

D 0= D ( k� 1)

� Itse asiassa jop a D 0
on tur h a, sil l ä

D ( k) [i ][ k] = D ( k� 1) [i ][ k] ja

D ( k) [k][ j ] = D ( k� 1) [k][ j ]

� k osk a lyh y i n p o l ku i ; k ei ta rvits e

lo p p u s o l m u aan k väli s o l m u n aan

� k osk a mu u te n h an ol i s i neg ati i v i n e n k ehä

k ; k

� ja samo i n k vs. j

� jote n ri v i l l ä 6 voi my ö s lu k ea samaa D .
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� Seuraavi n a kuvi n a on

1. esi m e r kki v e r kk o

2. sen apum atr i i s i t .

� Ap u m atr i i s i ku v an 2 vasen pu o l i s k o esi tt ää

apum atr i i s i t D ( k)

� Kuvan oi k ea pu o l i s k o taas esi tt ää

apum atr i i s i t � ( k)
, joi d e n avul l a voi d aan

my ö h e m m i n vastata kysymyksi i n

�Mi k ä on (jokin ) lyh y i n p o l ku sol m u s t a i
sol m u u n j ?�

� Mää ritel l ään samo i n kuin edel l ä

�[ i ][ j ] = toi s e ksi vii m e i n e n sol m u sil l ä

p o l u l l a läh tö s o l m u s ta i lo p p u s o l m u u n j
jon k a pi tu u s on D [i ][ j ] .

� Sil l o i n lö y d e t t y lyh y i n p o l ku sol m u s t a i
sol m u u n j voi d aan jälj i ttää tak ap eri n

j  � �[ i ][ j ]| {z }
q1

 � �[ i ][ q1]| {z }
q2

 � �[ i ][ q2]| {z }
q3

 � � � �  � i:
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(Kuva 25.1 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c ti o n to Alg o r i t h m s ,

2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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(Kuva 25.4 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c ti o n to Alg o r i t h m s ,

2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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� �[ i ][ j ] . . .

alu s tetaan a rvol l a

NIL jos ol l aan di ag o n aal i l l a (eli i = j ) tai

verk o s s a ei ol e k aa rta sol m u s ta i
sol m u u n j

i jos ei ol l a di ag o n aal i l l a ja verk o s s a on

k aa ri sol m u s ta i sol m u u n j .

päi v i tetään a rvo o n �[ k][ j ] ain a sil l o i n kun

D [i ][ j ] mu u tt u u .

� Sii r r y t ään yhtee n matri i s i i n D ja lask etaan

my ö s p o l ku v i i t te e t � :

1 fo r jok ai n e n sol m u p a r i i; j do

2 D [i ][ j ]  i f i = j then 0 else A[i ][ j ]
3 �[ i ][ j ]  i f i = j o r A[i ][ j ] = + 1

then NIL else i
4 fo r jok ai n e n sol m u k  1; 2; 3; : : : ; jV j do

5 fo r jok ai n e n sol m u p a r i i; j do

6 e  D [i ][ k] + D [k][ j ]
7 i f e < D [i ][ j ] then

8 D [i ][ j ]  e
9 �[ i ][ j ]  �[ k][ j ]
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� Al g o r i tm i n vaatima

aik a on

O
�
jV j3

�

ask elta

ti l a on

O
�
jV j2

�

mu i s ti p ai kk aa tul o s m atr i i s i l l e D

� k osk a sii r r y i m m e vain yhtee n matri i s i i n

� eli sama kui n sy öte v e r k o n

vier u s m atr i i s i l l e A .

sek ä O ( 1) apum u i s t i p ai kk aa.

� P ol ku kys y m y kse e n vastaamin e n (tak a p erin ):

p ro cedure printPath( i; j )
1 rep eat

2 p ri n t j
3 j  �[ i ][ j ]
4 unti l j = NIL
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� Flo yd i n alg o r i tm i my ö s hu o m aa , jos sen

sy ötte e s s ä on ki n joki n neg ati i v i n e n

k ehä (15):

� Sil l o i n sii n ä on my ö s joki n yksin k er t ai n e n

neg ati i v i n e n k ehä.

� Olk o o n sol m u u sel l ai s e l l a k ehäll ä.

� Jos tämä k ehä on 1- k aa ri n e n eli

u < 0��! u

ni i n se voi d aan hu o m ata jo ri v i n 2

alu s tu kse n yhtey d e s s ä.

� Muu te n se on mo n i k aa ri n e n . Sil l o i n

alg o r i t m i n lo p u s s a on

D [u][ u] < 0

samasta syystä kui n k alvoi l l a 7.4 .2 :

Rivi n 4 ul k o s i l m u k an toi s to jV j k ertaa

hu o m i o i k aikki yksin k er tai s e t k ehät.
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7.5 T ransi ti i v i n en sul k euma

� Suu n n atu n pai n o t tam atto m an verk o n G
transi ti i v i n e n sul k eu m a (transi t i v e clo s u r e )

on sel l ai n e n verkk o TC( G) , että

verk os s a TC( G) on k aa ri p �! q

täsmäll e e n sil l o i n kun

verk os s a G on p o l ku p ; q.

� Esi m e r ki ksi p ja q kuul u v at samaan

k alvoj e n 7.3 .6 vahvasti yhten äi s e e n

k omp o n e n tti i n täsmäll e e n sil l o i n kun TC( G)
sis äl tää mo l e m m at k aa ret p �! q ja q �! p.

(Tä mä ol i s i kui t e n ki n hi t aam p i tapa

mu o d o s taa k omp o n e n t i t.)

� Ja k ääntäen, verk o n G transi ti i v i s e n

sul k eu m an voi s i mu o d o s taa my ö s

sykli t tö m än k omp o n e n t ti v e r k o n Gscc

transi ti i v i s e n sul k eu m an k autta.

(Tä llä saattaisi säästää aik aa, jos Gscc
ol i s i

palj o n pi e n e m p i kui n G .)
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� Esi m e r kki :

� Sy ötteen ä anne taan k ok o el m a

epä yh t äl ö i t ä

x i � x j

yli mu u tt u j asy m b o l e i d e n x1; x2; x3; : : : ; x n .

� Halu taan tietää, mi t ä mu i ta epä yh täl ö i tä

xp � xq

anne tu i s ta voi d aan päätell ä.

� Epä yh täl ö

xp � xq

voi d aan päätell ä jos ja vain jos on

epä yh t äl ö k etj u

xp � x r 1 � x r 2 � x r 3 � : : : � x r m � xq:

� Sii s laadi taan verkk o G , jon k a

solmut ovat mu u ttu j asy m b o l i e n in d e ksi t

k aa ret i �! j esi tt ävät sy öte - e p ä yh täl ö i tä

x i � x j

ja lask etaan sen TC( G) .
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� Olem m e jo nähn e e t alg o r i tm i n transi ti i v i s e n

sul k eu m an lask em i s e ksi !

� Sol m u s t a i on joki n p o l ku sol m u u n j

täsmäll e e n sil l o i n kun

sol m u s ta i on lyh y i n p o l ku sol m u u n j .

� Sii s li s ätään verk o n k aa rill e k ein o t e k o i s e t

pai n o t

i 1�! j

ja lask etaan lyh y i m m ät etäisyy d e t

k aikkien sol m u j e n väli l l ä.

� El i k ä ytetään Flo yd i n algo r i t m i a

k alvoi l ta 7.4 .3 .

� Kaa ri p �! q kuul u u transi ti i v i s e e n

sul k eu m aan

täsmäll e e n sil l o i n kun

tul o s m atr i i s i s s a on

D [p][ q] < + 1 : (16)
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� Flo yd i n alg o r i tm i a voi d aan viel ä

yksin k er tai s taa lask ettaessa p el kk ää

transi ti i v i s t a sul k eu m aa:

� Emm e ol e k aan oi k easti kii n n o s t u n e i ta

lyh y i m m i s tä p o l u i s ta emm e k ä ni i d e n

pi t u u ksi s t a, jote n voi m m e jättää p o i s

apum atr i i s i n � .

� V o i m m e jop a k o rvata etäisyy s m atr i i s i n D
totu u s a r v o m atr i i s i l l a

T [p][ q] = päti s i k ö ehto (16) vaik o ei?

eli alo i ttaa alkup e r äi s e n

pai n o tt am atto m an verk o n

vier u s m atr i i s i s t a A .

� Näin saadaan W a rsh al l i n alg o r i t m i .

� Hän to d i s t i , että transi ti i v i n e n sul k eu m a

voi d aan lask ea eräänl ai s e n a

matri i s i t u l o n a

A � A � A � : : : � A| {z }
jV j kpl.

:

� Flo yd joh t i tul o kse s t a mo l e m m at

alg o r i t m i t .
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1 fo r jok ai n e n sol m u p a r i i; j do

2 T [i ][ j ]  i = j o r A[i ][ j ]
3 fo r jok ai n e n sol m u k  1; 2; 3; : : : ; jV j do

5 fo r jok ai n e n sol m u p a r i i; j do

6 T [i ][ j ]  T [i ][ j ] o r

( T [i ][ k] and T [k][ j ] )

� V er t aa Flo yd i n alg o r i tm i n ensi m m äi s e e n

versi o o n

mu tta il m an apum atr i i s i a D 0
.

� Resur s s i ta r p e e tki n ovat asymp to o tt i s e s t i

samat

mu tta mu i s ti a ta rvitaan ki n enää 1 bi tti /

sol m u p a r i .

� Rivi n 6 mer ki t y s ehd o n (16) mu k aan:

� T [i ][ j ] on ää rell i n e n , jos T 0[i ][ j ] tai sek ä

T 0[i ][ k] että T 0[k][ j ] ovat�.

� Seuraava kuva on esi m e r kki .

(Kuva 25.5 kirjasta T.H. Co rm e n et al.: Intro d u c t i o n to

Alg o r i th m s , 2nd Ed. MIT Press, 200 1 .)
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7.6 V erk o n vi r i ttävät puut

� Olk o o n suu n taam ato n verkk o G = ( V; E )
yhten äi n e n , eli

� k aikki verk o n sol m u t ovat

saavutettavi s s a toi s i s taan

� verk os s a ei ol e eri l l i s i ä osi a.

� V er k o n G vir i t tävä pu u T (spann i n g tree)

sis äl tää

� k aikki samat sol m u t

� vain sen verr an k aa ria, että sol m u t

p ysy v ät yhä juu r i ja juu r i saavutettavi s s a

toi s i s taan :

� Jos verk os t a T p o i s t e t tai s i i n viel ä

yksiki n k aa ri, ni i n se hajo ai s i k ahteen

eri l l i s e e n osaan.

� V er k o s s a T ei ol e k ehi ä, k osk a k ehästä

voi tai s i i n p o i s taa viel ä k aa ri, eik ä

verkk o T sil ti viel ä hajo ai s i k ahteen

eri l l i s e e n osaan.
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1

2

3

4

1

2

3

4

1

2

3

4

1

2

3

4
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� Ede l l i s e s s ä kuvassa on yhten äi n e n verkk o ja

sen k aikki eri l ai s e t vir i ttävät pu u t.

� Seuraava yksin k er tai n e n alg o r i tm i

mu o d o s taa verk o l l e G = ( V; E ) jon ki n

vir i ttävän pu u n T .

� T mu o d o s te t aan k aa rijo u kk o n a E 0 � E .

spanningTree( G)
1 E 0  ;
2 fo r jV j � 1 k ertaa do

3 V al i ts e joki n k aa ri u v 2 E n E 0
site n

että k aa rijo u k o s s a E 0[
n

u v
o

ei ol e k ehää

4 E 0 E 0[
n

u v
o

� Kesk ei n e n kysymys : Miksi ri v i n 3 vali ta

voi d aan jok a kierr o kse l l a tehd ä?

El i ettei alg o r i tm i voi ajautua um p i ku j aan

vää rien vali n to j e n s a seur au kse n a.
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� Vi r i tt ävi ä pu i ta k ä ytetään mo n i s s a

sove l l u ksi s s a.

� Esi m e r ki ksi tieto k o n e v e r kk o p r o to k o l l i s s a ja

hajaute tu i s s a alg o r i tm e i s s a k one e t jou t u v at

usei n jak amaan tieto a k esk enään:

solmui n a ovat k one e t

k aa rina ovat tieto l i i k en n e p i u h at k one e s t a

toi s e e n

vi r i ttävä puu on tämän tieto k o n e v e r k o n

�ru n k o v e r kk o � :

rei ti s t ö , jota pi tki n ain aki n voi d aan

sii r t ää sano m i a mi s tä tahansa k one e s t a

mi h i n tahansa toi s e e n k one e s e e n .

� Äsk en esi t e t t y alg o r i tm i mu o d o s taa

verk os t a jon ki n vir i tt ävän pu u n .
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� Jos kyseessä on pai n o t e ttu verkk o, ni i n

ol e m m e ylee n s ä kii n n o s tu n e i t a

mi n i m aal i s e s t a vir i ttävästä pu u s ta.

� Tietok o n e v e r k o s s a k aa ripai n o t voi v at ol l a

esi m e r ki ksi kyseis e n pi u h an

yll äp i to ku s tan n u kse t tms.

� Olk o o n G = ( V; E ) suu n taam ato n

yhten äi n e n pai n o t e t tu verkk o.

� V er k o n G mi n i m aal i n e n vir i tt ävä pu u (engl .

Min i m al Spann i n g T ree, MST) on verk o n G
k aikista vir i t tävi s tä pu i s ta T se jon k a

k aa ripai n o j e n sum m a

X

u w v2 T

w

on pi e n i n .

� Min i m aal i s i a vir i ttävi ä pu i ta voi ol l a usei ta.
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� Esi tte l e m m e seur aavassa k aksi algo r i t m i a

mi n i m aal i s e n vir i tt ävän pu u n

mu o d o s tam i s e e n :

Krusk ali n k alvoi l l a 7.6 .1

Pri mi n k alvoi l l a 7.6 .5

(Ne on ni m e tt y k eksijö i d e n s ä mu k aan.)

� Näid e n k ahden alg o r i tm i n

� ylei s p e r i aate on aik aisem m an

pai n o tt am atto m an alg o r i tm i n laajen n u s :

� vali taan k aa ria va ro e n k ehää

� vali n taj ä r j e s t y s mää rä yt yy nyt

k aa ripai n o i s t a

� yksit yi s k o h d at ero avat hi e m an toi s i s taan

� oi k ee l l i s u u s voi d aan p er u s t e l l a läh ti e n

samo i s t a kumm an ki n tak ana ol e v i s ta

p er i aattei s ta.

� Oik eel l i s u u te e n pal ataan k alvoi l l a 7.6 .8 .
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7.6.1 Krusk ali n alg o ri tmi

� Al g o r i tm i alk aa mu o d o s tam aan vir i t tävää

pu u ta site n , että mu o d o s tu s v ai h e e s s a

k o os s a on usei t a eri l l i s i ä pal o j a pu u s ta.

� Merki ts e m m e attrib u u t i l l a

P [v] = se pal a, joh o n sol m u v kuul u u :

� Al g o r i tm i

� lo p p u u , kun nämä pal at ovat yhd i s t y n e e t

yhd e ksi yhten äi s e ksi pal aksi

� jok a on etsi tt y pi e n i n vir i t tävä pu u .

� Al g o r i tm i k erää vir i ttävän pu u n k aa ria

jou kk o o n A , ja pal au tt aa lo p u ksi tämän

jou k o n .

� Al g o r i tm i n lo p u s s a verk on G = ( V; E )
mi n i m aal i n e n vir i ttävä pu u sii s on ( V; A) .
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Kruskal( G)
1 A  ;
2 fo r k aikil l e sol m u i l l e v 2 V do

3 Sol m u v mu o d o s taa alu ksi yksin

om an pal an s a P [v]
4 Jä rjestä k aa ret u w v 2 E pai n o n w mu k aan

k asvavaan jä rjes t y kse e n

5 whi l e eri palo j e n lu ku m ää rä > 1 do

6 Ota jä rjes t y kse s s ä seur aava k aa ri u w v
7 i f P [u] ja P [v] ovat eri pal at then

8 A  A [
n

u w v
o

9 Yh d i s t ä P [u] ja P [v] yhd e ksi pal aksi

10 return A

� Rivi n 5 ehto voi d aan tehd ä no p e asti

pi täm äl l ä yll ä eri l l i s tä lasku r i a:

� Al u s s a eri pal o j a on jV j k appal e tta.

� Jok aine n ri v i n 9 suo r i t u s vähen tää eri

pal o j e n lu ku m ää rää yhd e l l ä.

� Seuraava kuvasa rja on esi m e r kki alg o r i tm i n

toi m i n n asta.
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� Kru s k al i n alg o r i tm i

� on yksin k er tai n e n hahm o t taa

� mu tt a ei toteu tt aa teho kk aasti.

� T ehokk aassa toteu tu kse s s a on eri t y i s e s t i

hu o m i o i tava se, mi te n sol m u i h i n v li i tt y v ä

pala- attr i b u u t ti P [v] toteu te t aan .

� Help p o mu tta hi d as tapa pal an

toteu t tam i s e e n :

� T alletetaan pal ati e t o jV j -pai kk ais e e n

taul u kk o o n .

� Al u s s a kunki n sol m u n pal a ol k o o n om a

lu ku n s a.

� Rivi n 7 vertai l u on nyt hel p p o , ja ho i tu u

jä rk evästi toteu te tt u n a vakioajass a.

� Rivi l l ä 9 on yhd i s te tt ävä k aksi pal aa.

� Aset e t aan P [q] := P [u] jok ai s e l l e

sel l ai s e l l e sol m u l l e q, jol l a ol i enn e n

P [q] = P [v] .
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� Tällö i n k ok o alg o r i t m i n aik avaativuu s on :

� Al ku t o i m e t ri v e i l l ä 1� 3 viev ät aik aa

O ( jV j) :

� Rivi n 4 jä rjes t äm i n e n vie ajan

O ( jE j � log jE j)

(k alvot 6.4 ).

� Rivi n 5 whi l e -ehto suo r i te taan

vähi n tään jV j � 1 k ertaa:

� Puu s s a A on näi n mo n t a k aa rta.

� Rivi n 7 ehto toteu tu u näi n mo n ta

k ertaa

� Jok aisel l a k erral l a tä yt yy k ä ydä läpi

k ok o pal ati e to tau l u kk o ri v i n ä 9 � vie

O ( jV j) ask elta.

enin tään jE j k ertaa: Puu h u n A voi d aan

ta rvita verk on pai n avi n k aa ri.

� Saamme sii s vaativu u d e ksi yhtee n s ä

O
�
jE j � log jE j + jV j2

�
:
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� Kä yttämäll ä pal o j e n toteu tt am i s e e n tämän

taul u k o n sij asta un i o n - � n d - ti e to r ak en n e t ta

päästään alg o r i tm i s s a aik avaativuu te e n

O ( jE j � log jE j)

eli ri v i n 4 jä rjes t äm i n e n alk aa hal l i t a

aik avaativuu t ta.

� Kun viel ä hu o m i o i d aan , että

jE j � j V j2

jos ta taas seur aa

log jE j � 2 � log jV j

ni i n saamme un i o n - � n d - r ak en t e e n avul l a

toteu t e t u n Kru s k al i n alg o r i tm i n

aik avaativuu d e n mu o t o o n

O ( jE j � log jV j) :

� Ap u ti l aa alg o r i tm i ta rvits e e

� vastauksel l e e n A yhtee n s ä O ( jV j)

� pal o i l l e e n P yhtee n s ä O ( jV j)

� ri v i n 4 jä rjes t äm i s e e n sii h e n vali tt avan

alg o r i t m i n mu k aan.
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7.6.2 Uni on- �n d - ti eto rak enne

� Tästä rak entees t a on hy ö t y ä mu i s s aki n kui n

vain k alvoj e n 7.6 .1 Kru s k al i n alg o r i tm i s s a.

� Ong e l m an ylei n e n mu o t o i l u on pi t ää yll ä

k ok o el m aa jou kk o j a seur aavi e n

op e r aati o i d e n suh te e n :

Yksiön l u onti makeSet( x) tek ee uu d e n

jou k o n , jon k a ain o a alkio on tämä x .

Jok aine n alkio kuul u u k ok o ajan tasan

yhtee n jou kk o o n � jou k o t ovat sii s

eri l l i s i ä (dis j o i n t sets).

Jouk on haku �nd( x) palau t taa sen jou k o n ,

joh o n tämä alkio x kuul u u .

Jok aisel l a jou k o l l a on om a edu s t aj a: joki n

jou k o n alkio , joh o n mu u t sen alkio t

vii tt aavat.

Joukk o jen yhdi s tämi n en union( x; y ) li i tt ää

yhtee n ne jou k o t, joi d e n edu s t aj at ovat

x 6= y .

T unn e taan my ö s ni m e l l ä �me r g e � .
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� Kru s k al i n alg o r i tm i s s a palat P [v]
toteu t e t aan täll ai s e n a jou kk o k o k o e l m an a:

� Jok aine n sol m u on alu ksi om a yksiö n s ä

(rivi t 2� 3 ).

� Sol m u t ovat eri jou k o i s s a jos ja vain jos

ni i l l ä on eri edu s taj at (rivi 7).

� Nämä eri jou k o t yhd i s te tään edu s taj i e n s a

väli t y kse l l ä (rivi 9).

KruskalUnionFind( G)
1 A  ;
2 fo r k aikil l e sol m u i l l e v 2 V do

3 makeSet( v)
4 Jä rjestä k aa ret u w v 2 E pai n o n w

mu k aan k asvavaan jä rjes t y kse e n

5 whi l e eri palo j e n lu ku m ää rä > 1 do

6 Ota jä rjes t y kse s s ä seur aava k aa ri u w v
7 i f �nd( u) 6= �nd( v) then

8 A  A [
n

u w v
o

9 union(�nd( u) ; �nd( v))
10 return A
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� Uni o n - � n d - r ak en n e ta rvits e e

(sol m u )ti e tu e e s e e n x k aksi attrib u u t ti a:

Vi i te p[x] sen edu s t aj aan :

� Jos p[x] = x , ni i n x on yhä itse om an

jou kk o n s a S edu s taj a.

� Muu te n p[x] = se tietu e y

� jon k a hyväksi x lu o p u i

edu s tu kse s taan

� sil l o i n kun tietu e e n x edu s tam aa

jou kk o a yhd i s te tt i i n

� sel l ai s e e n jou kk o o n , jok a edu s t aj a

sil l o i n ol i y .

Pi tu u s rank[ x] pi s i m m äl l e p-vi i te k etj u l l e



p
�! 


p
�! 


p
�! � � �

p
�!| {z }

rank[ x] vii te ttä

x

jok a tä yt yy kulk ea, kun hal u taan lö y tää

tämä edu s taj a ti e tu e x .
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� Seuraavassa kuvassa on esi m e r kki j o u k o t

f a; b; c; d; e; f; gg ; f h; i; j; k g ja f lg

joi d e n

edustajavi i tteet p on esi te t t y nu o l i l l a

edustaji en pi tu u s attr i b u u ti t ovat

rank[ a] = 3

rank[ h] = 2

rank[ l ] = 0 :

� Tietuee n alu s tu s on

makeSet( x)
p[x]  x
rank[ x]  0

kuten kuvan tietu e e l l a l .

(Kuva 2.1 kirjasta R.E. T a rjan: Data Structu r e s and Net w o rk

Alg o r i t h m s . SIAM, 198 3 .)
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� Ens i m m äi n e n teho s t u s i d e a on yhd i s t äm i n e n

p-k etju j e n pi tu u tta mi n i m o i d e n (�Un i o n b y

Rank�):

union( x; y )
i f rank[ x] < rank[ y] then

p[x]  y
else i f rank[ x] > rank[ y] then

p[y]  x
else

p[x]  y
rank[ y]  rank[ y] + 1

� Eri p i tu i s e t yhd i s te tään (seur aava kuva (a))

� pi e n e m p i suu r e m p aan

� jon k a pi tu u s ei mu u tu .

� Samanp i tu i s e t yhd i s te tään (seur aava

kuva (b))

� toi n e n toi s e e n

� jon k a pi tu u s k asvaa yhd e l l ä.

(Kuva 2.3 kirjasta R.E. T a rjan: Data Structu r e s and Net w o rk

Alg o r i t h m s . SIAM, 198 3 .)
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� Ede l l i s e s tä kuvasta voi d aan nähd ä, että

jou k o n

2rank[ edu s taj a ] � tietu e i d e n lu ku m ää rä :

� Olem m e teho s t an e e t Kru s k al i n algo r i t m i a:

� Jok aine n op e r aati o �nd( z) kul k ee

tietu e e n z p-k etju a, kunn e s tavoi t e taan

sen edu s t aj a.

� Sii s yll äo l e v an no j al l a kunki n op e r aati o n

aik avaativuu s on

O ( log jV j) :

� Sii s ri v i t 7 ja 9 voi d aan toteu tt aa

samassa ajassa.

� Sii s my ö s ri v i e n 5� 9 sil m u kk a voi d aan

toteu ttaa samassa ajassa

O ( jE j � log jV j)

kui n ri v i n 4 jä rjes täm i n e n .
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� Mutta voi m m e jatk aa yhä teho s tam i s ta

toi s e l l a id e al l a:

tii v i s t e t ään k etju samall a kun se kul j e t aan

(�P ath Com p r e s s i o n � ).

� Rekursi i v i n e n mu o to i l u on

�nd( x)
i f x 6= p[x] then

p[x]  �nd( p[x])
return p[x]

eli �jo s tämä x ei itse ol e edu s taj a, ni i n

päiv i te tään sen p[x] oso i t tam aan suo r aan

sen edu s t aj aan y , kunh an y ensi n lö y d e tään

p-k etju n päästä�.

� Iteratii v i n e n mu o to i l u kul k ee p-k etju n

k ahdes ti :

1. lö y tääkseen edu s taj an y

2. päi v i tt ääkseen kul j e tu n k etjun vii tt e e t

suo r aan lö y d e tt y y n y .

(Kuva 2.2 kirjasta R.E. T a rjan: Data Structu r e s and Net w o rk

Alg o r i t h m s . SIAM, 198 3 .)
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� Ede l l i n e n kuva esi t tää op e r aati o n �nd( a)
vaikutu kse n :

1. rekur s i o k etjua pi tki n lö y tää lo p u l ta sen

edu s taj an f

2. rekur s i o s ta pal ates s a päiv i te tään kulj e t u n

k etjun vii tte e t

p[e]; p[d]; p[c]; p[b] ja lo p u l ta my ö s p[a]

oso i tt am aan suo r aan lö y d e tt y y n

edu s taj aan f .

� Kenttää rank[ f ] ei mu u te ta:

� to d e l l i s t e n p-k etju p i tu u ksi e n lask em i n e n

ol i s i vaival l o i s t a

� Kenttä ta rk oi t taakin nyt sii s

�kui n k a pi t k ä pi s i n k etju oi k ei n ol i s i k aan,

ell e m m e tii v i s t äi s i ni i tä� .
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� Ai k avaativu u s an al y y s i on yksit yi s k o h d i l taan

hyvi n tekni n e n

ja siv u u te t aan .

� Yksi op e r aati o �nd( a) näk ee li s ävai v aa

� jok a no p e u ttaa mu i ta op e r aati o i ta

�nd( b) ; �nd( c) ; �nd( d)

� jote n on rei l u a jak aa li s ävai v a k aikkien

hy ö t y j i e n k esk en

(samoi n kuin k alvoi l l a 4.4 ).

� Lop p u tu l o s : Kun tehd ään

� yhtee n s ä m op e r aati o ta, joi s ta

� n � m on tietu e e n lu o n t e j a, ja

� � n � 1 on yhd i s täm i s i ä

ni i n k ok on ai s u u d e s s aan aik aa kul u u

O ( m � � ( m; n ) )

mi s s ä funkti o � k asvaa, mu t ta hyvi n

hi taasti .
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� Uni o n - � n d - r ak en n e on ki n k ä ytännö s s ä

vakioai k ai n e n :

� Tietuei d e n lu ku m ää rä n = ta rvittavi e n

mu i s ti p ai kk o j e n lu ku m ää rä.

� Yh d e n op e r aati o n osu u s k ok o t y östä on

� ( m; n ) � 4

k aikil l a k ä ytännö s s ä mahd o l l i s i l l a n .

� Esi m e r ki ksi

� ( m; n ) � 6

vasta kun n läh e s t y y tun n e tu n

maail m an k ai kk eu d e n k aikkien

alk eis h i u kk asten lu ku m ää rää. . .

� Kru s k al i n alg o r i tm i s s a on sii s

1. k aa rten jä rjes täm i s v ai h e (rivi 4)

jok a on se aik aa viev i n osu u s .

2. jälki k äsi t te l y v ai h e (rivi t 5� 9 )

jok a on k ä ytännö s s ä li n e aa ri n e n .
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7.6.3 Krusk al ja k ek o

� Kru s k al i n alg o r i tm i s s a (k alvot 7.6 .1 )

1. ensi n jä rjes te tään sy öte v e r k o n k aa ret

k asvavaan jä rjes t y kse e n pai n o n mu k aan

2. sitte n jälki k äsi te l l ään ni i t ä sii n ä

jä rjes t y kse s s ä

kunn e s pi e n i n vir i ttävä pu u A on k o os s a.

� Jälkik äsitte l y v ai h e voi sii s päätt y ä jo enn e n

kuin k aikki jä rjes te t y t k aa ret on k äsitel t y .

� Sil l o i n on lu o n t e v aa hy ö d y n tää

k ek ojä rje s täm i s e n (k alvot 6.1 )

in kr e m e n taal i s u u tt a (k alvot 6.6 � 6 .7 ):

1. T ehdään k aa rista mi n i m i k ek o H pai n o n

suh t e e n .

2. Otetaan k aa ret jälki k äsi tt e l y y n tästä

k eosta H .
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KruskalUnionFindWithHeap( G)
1 A  ;
2 fo r k aikil l e sol m u i l l e v 2 V do

3 makeSet( v)
4 H  buildHeap( E )
5 whi l e eri palo j e n lu ku m ää rä > 1 do

6 u w v  heapDelMin( H )
7 i f �nd( u) 6= �nd( v) then

8 A  A [
n

u w v
o

9 union(�nd( u) ; �nd( v))
10 return A

� Hy öt y aik aisem p aan versi o o n verr attu n a:

� Al u s t u s r i v i 4 vie vain O ( jE j) ask elta.

� Rivi l l ä 6 tehd ään k ek ojä rje s täm i s t ä

ri n n an Kru s k al i n k anssa

jol l o i n ei ain a ta rvits e k aan jä rjes tää

k aikkia k aa ria k ok on aan .

� Tästä alk aen k ä ytetään abstrakti a

tieto t y y p p i ä �k ek o�

(aiemm i n k ä ytettii n sen k onkr e e t ti s ta

taul u kk o to t e u tu s ta).

581 3 1 : Tieto rak ente e t 713



Esim e r kki : Ryväst ys 7.6.4

7.6.4 Esimerkki: Ryväst ys

� Sy ötteen ä anne taan tason pi s te e t

hx1; y1 i ; hx2; y2 i ; hx3; y3 i ; : : : ; hxn ; yn i :

� Ne pi t ää jak aa k ahteen eri lu o kk aan A ja B
site n , että nämä lu o k at ovat

mahd o l l i s i m m an k auk ana toi s i s taan .

� T a rk emmi n sano e n : site n , että lyh y i n ki n

etäisyy s lu o k an A pi s te e s tä lu o k an B
pi s t e e s e e n on mahd o l l i s i m m an suu r i .

� Tämä on eräs tapaus ryväst ykses tä

(clu s te r i n g ).

� Sii n ä Kru s k al i n alg o r i tm i (k alvoi l t a 7.6 .1 )

oso i tt au tu u juu r i sop i v aksi .

(Esim e r kki on p eräi s i n kirjan J. Klei n b e r g , E. T a rdos:

Al g o r i th m Desig n . A dd i s o n - W e s l e y , 20 0 5 lu v u s ta 4.7.)
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Esim e r kki : Ryväst ys 7.6.4

Al g o ri tmi :

1. Muo d o s ta suu n t aam ato n verkk o G , jon k a

solmui n a ovat anne tu t pi s t e e t

k aa rina pdpqq ovat k aikki pi s te p a r i t p 6= q

pai n oi n a dpq ovat pi s te i d e n p ja q väli n e n

etäisyy s .

2. Suo r i ta Kru s k al i n alg o r i t m i a, mu t ta

lo p e t a jo kun eri pal o j e n lu ku m ää rä = 2
(rivi l l ä 5).

P erustel u : Jok aisel l a sil m u kk akier r o kse l l a 2

hu o l e h d i taan , ettei ain ak aan näid e n

pi s t e i d e n p ja q väli n e n etäisyy s dpq ol e se

pi e n i n , jok a ero tt aa lu o k at A ja B toi s i s taan .
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Prim i n algo r i tm i 7.6.5

7.6.5 Pri mi n alg o ri tmi

� My ös Prim i n alg o r i tm i k ä yttää ahne t ta

strateg i aa.

� Ero Kru s k al i i n (k alvot 7.6 .1 ):

� Al g o r i tm i n suo r i tu kse n aik ana on

ol e m ass a vain yksi pal an e n P

� jota k asvatetaan vähi t e l l e n k ok on ai s e ksi

vir i tt äväksi pu u ksi .

� Sy ötteet ovat

� suu n taam ato n verkk o G

� sen k aa ripai n o t mää ri t te l e v ä funkti o w

� joki n sen sol m u r , jos ta vir i ttävän pu u n

mu o d o s tam i n e n alo i te taan .
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Prim i n algo r i tm i 7.6.5

� Sol m u u n v li i tt y y k aksi attrib u u tt i a:

avain key[ v] = pi e n i m m än sel l ai s e n k aa ren

u
c

v

pai n o c, jok a li i tt ää viel ä nyt ul k o p u o l e l l a

ol e v an sol m u n v pal ase e n P

vanhempi p[v] = tämä li i t o s s o l m u u
pal ase n P sis äp u o l e l l a.

� P alasen P ul k o p u o l i s e t v pi d e tään

mi n i m i k eo s s a H (k alvoi l t a 5) jä rjes te tt y n ä

avaink en tän key[ v] mu k aan.

� Lop u ksi vir i tt ävän pu u n k aa ret ovat

A = f ( v; p[v]) : v 2 V n f r gg :

� Al g o r i tm i s s a ei sii s mu o d o s t e t a

ekspl i s i i tt i s e s ti vir i ttävän pu u n

k aa rijo u kk o a A

� vaan yll äp i d e t ään sitä

sol m u attr i b u u t e i s s a p.

581 3 1 : Tieto rak ente e t 717



Prim i n algo r i tm i 7.6.5

Prim( G; w; r )
1 fo r k aikil l e sol m u i l l e v 2 V do

2 key[ v]  1
3 p[v]  NIL
4 key[ r ]  0
6 fo r k aikil l e sol m u i l l e v 2 V do

7 heapInsert( H; v; key[ v])
8 whi l e not empty( H ) do

9 u  heapDelMin( H )
11 fo r jok ai s e l l e sol m u l l e v 2 Adj[ u] do

12 i f sol m u v on viel ä k eossa H and

key[ v] > w ( u; v ) then

13 key[ v]  w( u; v )
14 p[v]  u
15 heapDecreaseKey( H; v; key[ v])

� V er t aa k alvoj e n 7.4 Dijkstr an alg o r i tm i i n :

� Rivi t on nu m e r o i tu mo l e m m i s s a samo i n .

� Rivi l l ä 13 Prim ei lask ek aan k ok o p o l u n

pi t u u tt a d[v] , vaan ain o astaan li i tt ävän

k aa ren.

� Rivi n 12 i f -lausee s s a testataan my ö s ,

ettei sol m u a v ol e viel ä k äsitel t y , jotta ei

synn y te tä k ehää.
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Prim i n algo r i tm i 7.6.5

� Prim i n alg o r i tm i n toi m i n t ai d e a:

� Al u ksi pu u P on t yhj ä, ja asetetaan

k aikil l e mu i l l e sol m u i l l e kui n r avaime ksi

ää retön (alustu s r i v i t 1� 6 ).

� P ääsilm u kk a ri v i e n 7� 1 3 ensi m m äi s e s s ä

toi s to s s a tul e e vali tu ksi sol m u r , jok a sii s

p o i s tu e s s aan k eosta H im p l i s i i tti s e s t i

li i t t y y pu u h u n P .

� Ai n a kun vir i tt ävään pu u h u n P on näi n

li i t e t t y sol m u u , pi d e tään voi m ass a

in v a r i an t ti a:

Puu n P ul k o p u o l e l l a ol e v an sol m u n v
avaink en ttän ä on key[ v] =
pi e n i m m än sel l ai s e n k aa ren pai n o ,

jok a li i t täi s i sol m u n v pu u h u n P .

� Keos ta H otetaan k äsittel y y n ain a

sel l ai n e n sol m u u , jon k a avain key[ u] , eli

etäisyy s vir i ttävään pu u h u n P , on pi e n i n ,

ja li i te tään se vir i tt ävään pu u h u n P .

� Seuraava kuvasa rja on esi m e r kki

alg o r i t m i n toi m i n n asta.
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Prim i n algo r i tm i 7.6.5
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Prim i n algo r i tm i 7.6.5
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Prim i n algo r i tm i 7.6.5
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Prim i n algo r i tm i 7.6.5

Ai k avaati v u u s :

� Rivi e n 1� 6 alkuto i m e t voi d aan tehd ä

ajassa O ( jV j) .

� Rivi e n 7� 1 3 ul o m m ass a toi s to l au s e e s s a

jok ai n e n sol m u p o i s t e t aan k ertaall e e n

k eosta. Ai k aa tähän kul u u yhtee n s ä

O ( jV j � log jV j) :

� Rivi e n 9� 1 3 sis e m p i toi s to l au s e

suo r i t e taan k ahdes ti jok ai s e l l e k aa rell e

(k erran kump aan ki n suu n taan ), eli

O ( jE j)

k ertaa.

� Sisem m äss ä toi s to l au s e e s s a suo r i t e t aan

k o rk ei n taan k ertaall e e n O ( log jV j)
op e r aati o heapDecreaseKey

(joh o n ta rvitaan k alvoj e n 5.4 k ahvoj a).

� Saamme yhtee n s ä

O ( jE j � log jV j)

eli saman kui n Kru s k al i n alg o r i tm i l l a.
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Prim i n algo r i tm i 7.6.5

Ti l av aati v u u s : Ap u ti e to r ak en te e n a on k ek o, ja

se sis äl t ää alu ksi k aikki sol m u t, eli sen

til avaati v u u s on

O ( jV j) :
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Krus k al vai Prim ? 7.6.6

7.6.6 Krusk al vai Pri m?

� Al g o r i tm i t nä yttävät O -anal y y s i n valo s s a

yhtä hyvi l t ä.

� Kä ytänn ö s s ä Prim on ylee n s ä pa rem p i :

� Keon osu u d e s ta Prim i n ajank ä yttö ö n

voi d aan päätell ä samat asiat kui n

Dijkstr an (k alvoi l l a 7.4 ).

� Kru s k al i n ajank ä yttöä hal l i ts e e

jä rjes täm i n e n

jon k a ala rajato d i s tu s t a k alvoi l ta 6.4 voi

ylei s tää my ö s k eskim ää räi s e e n

tapaukseen .

� Mutta Kru s k al i n alg o r i t m i mu u tt u u ki n

no p e am m aksi , jos

� joku mu u antaakin k aa ret valm i i ksi

jä rjes t y kse s s ä

� k aa ret voi d aan ki n jä rjes t ää ylei s t ä

ala rajaa no p e am m i n .
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Esim e r kki : Lab o rato r i o h i i r i 7.6.7

7.6.7 Esimerkki: Lab o rato riohi i r i

� T utkijat ovat pann e e t hi i r e n juo kse m aan

sil l e tutu n lab y r i n ti n läp i ta rkk aill akseen sen

op p i m i s kyky ä.

� T utkijat näk evät joi h i n ki n k ohti i n

lab y r i n ti s t ä

mu tta jotku t pai k at ovat hei d än k atseil taan

pi i l o s s a.

� Hii r tä alk aa täll ai n e n yksit yi s y y d e n lo u kk aus

ä rsyttää.

Nii n p ä se hal u aa suu n n i te l l a lab y r i n t i n läp i

sel l ai s e n rei ti n , jos s a k ahden p er äkk äisen

pi i l o p ai k an väli n e n jul ki n e n matk a on ain a

mahd o l l i s i m m an lyh y t .

� Tämä ei ol e sama kui n lyh y i n rei tti , jok a

saattaa ol l a vaikk a k ok o ajan näkyvi l l ä.

� �P a rem p i vir s ta vää rää kui n vaaksa

vaa raa.�
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Esim e r kki : Lab o rato r i o h i i r i 7.6.7

s

f
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Esim e r kki : Lab o rato r i o h i i r i 7.6.7

� Ajatel l aan seur aavaa suu n taam ato n t a

verkk oa G1 :

� Sol m u t ovat

� alo i tu s p ai kk a s

� lo p e tu s p ai kk a f

� jok ai n e n pi i l o p ai kk a.

� Kaa ri

p
c

q

ta rk oi tt aa

� �p ai k asta p pääsee pai kk aan q (ja

päi n v asto i n ) k ok on aan näkyvi s s ä

kul k evaa rei tti ä pi tki n , ja

� lyh y i m m än sel l ai s e n rei ti n pi tu u s on

c ru u tu a� .

� Oletetaan verkk o G1 yhten äi s e ksi .

(Muu t e n lab y r i n t i s s ä on pai kk o j a, joi h i n hi i r i

ei pääse.)
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Esim e r kki : Lab o rato r i o h i i r i 7.6.7

Väite: Hii r e n k annattaa

� mu o d o s taa verk o n G1 pi e n i n vir i ttävä

pu u T1

� kul k ea sol m u s t a s sol m u u n f suo r i n ta

sel l ai s t a p o l ku a

P1 = s ; f

jok a kulk ee pi tki n tätä pu u t a T1 .

P erustel u : Olk o o n

P 0= s ; f

joki n viel ä va rjo i s am p i p o l ku kui n P1 .

P oi s te taan p o l u l t a P1 sel l ai n e n k aa ri

p
c

q

jon k a pai n o c on suu r i n . Sil l o i n pu u T1
hajo aa k ahdeksi pal aksi , joi s t a toi s e s s a on s
ja toi s e s s a on f .
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Esim e r kki : Lab o rato r i o h i i r i 7.6.7

P erustel u jatkuu. . . K os k a p o l ku P 0
yhd i s t ää

nämä sol m u t, ni i n sil l ä on joki n k aa ri

u
d

v

jok a yhd i s tää nämä pal at.

K os k a P 0
on aid o s ti va rjo i s am p i kui n P1 ,

ni i n p o l u n P 0
jok ai n e n k aa ripai n o on aid o s t i

pi e n e m p i kui n p o l u n P1 suu r i n k aa ripai n o .

Eri t y i s e s ti sii s d < c .

Jos nyt pu u s s a T1 k aa ri

p
c

q

k o rvataan k aa rell a

u
d

v

ni i n saadaan toi n e n vir i t tävä pu u T 0

verk ol l e G1 , ja näi n saadun pu u n T 0
k aa rien

yhtei s p ai n o on pi e n e m p i kui n pu u n T1 .

Mutta tämähän ol i s i ri s t i r i i d ass a sen k anssa,

että pu u T1 on mi n i m aal i n e n . Sii s p o l ku a P 0

ei voi ol l a ol e m ass a. 2
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Esim e r kki : Lab o rato r i o h i i r i 7.6.7

� Saadaan seur aava alg o r i tm i :

1. Muo d o s ta lab y r i n ti s ta verkk o G1 .

2. Suo r i ta verk o s s a G1 Prim i n alg o r i tm i a

(k alvoi l ta 7.6 .5 )

� läh ti e n sol m u s ta r = s

� kunn e s k eosta no s te taan sol m u f .

3. V astaa näi n lask ettu verk o n G1 p o l ku

s
p

 � 

p

 � 

p

 � � � �
p

 � f

site n , että jok ai n e n k aa ri



p

 � 


laajen n e t aan vastaavaksi näkyvi s s ä

kul k evaksi lyh y i m m äksi rei ti ksi .

� P erus t o t e u tu s ol i s i

1. lask e lab y r i n ti n k aikkien ru u t u j e n

väli m atk ataul u kk o Flo yd i n algo r i t m i l l a

(k alvoi l ta 7.4 .3 )

2. rajo i tu taul u k o s s a verk o n G1 sol m u i h i n ,

kun suo r i tat Prim i n alg o r i tm i a.
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Esim e r kki : Lab o rato r i o h i i r i 7.6.7

� V o i m m e my ö s up o t taa vaih e e n 1

vaih e e s e e n 2:

vasta kun (jos) Prim i n algo r i t m i ta rvits e e

suo j ai s an lab y r i n tt i r u u d u n p vier u s l i s taa

Adj[ p] , ni i n lask etaan se k alvoj e n 7.3 .1

leve y s s u u n tai s e l l a läp i k ä yn n i l l ä.

� Kuts u taan lab y r i n tti r u u t u a u

verkk o paik aksi jos se on verk o n G1 sol m u

l ab y r i n tti p ai k aksi jos ei.

� Yl e i s te tään lab y r i n tt i p ai k an u attrib u u tte j a

site n , että eri leve y s l äp i k ä yn n i t eivät lu e

vahi n g o s s a toi s te n s a attrib u u t te j a.

� colour[ u] = se verkk op ai kk a, jos ta tämä

läp i k ä yn t i läh t i

jotta attrib u u tt e j a ei ta rvits e alu s taa

uu d e l l e e n

� p[u] = va rataan eri läp i k ä yn n e i l l e eri

mu i s ti p ai k at

jotta saadaan vaih e e n 3 rei t ti .
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Esim e r kki : Lab o rato r i o h i i r i 7.6.7

Al u s ta colour[ u] = NIL k aikil l a

lab y r i n tti p ai k o i l l a u
Al u s ta mi n i m i k ek o H k aikil l a verkk op ai k o i l l a

läh tö p ai k an avaime n a d[s] = 0
mu t ta mu i l l a d[u] = + 1

whi l e heapMin( H ) 6= f do

u  heapDelMin( H )
d[u]  0
enqueue( Q; u )
whi l e not empty( Q) do

v  dequeue( Q)
fo r jok ai n e n pai k an v vier u s p ai kk a t

do i f t on lab y r i n tti p ai kk a then

i f colour[ t ] 6= u then

d[t ]  d[v] + 1
p[t ]  new p[v]
colour[ t ]  u
enqueue( Q; t )

else i f t on k eossa H avaime n aan

d[t ] > d [v] + 1 then

d[t ]  d[v] + 1
p[t ]  u
heapDecreaseKey( H; t; d [t ])

return p o l ku s
p

 � 

p

 � 

p

 � � � �
p

 � f
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Esim e r kki : Lab o rato r i o h i i r i 7.6.7

� P erus t o t e u tu s toi m i s i ajassa

O( N 3
|{z}

Flo yd

+ K 2 � log K| {z }
Prim

)

mi s s ä

N = lab y r i n ti n ruu tu j e n

K = verk o n G1 sol m u j e n

lu ku m ää rä.

� V ai h to e h to i n e n toteu tu kse m m e taas ajassa

O ( N � Prim ) :

� Kä ytänn ö s s ä vaih to e h to i n e n li e n e e pa rem p i ,

k osk a

� K li e n e e pal j o n ki n pi e n e m p i kui n N

� alg o r i t m i p ysäh t y y heti päästessään

sol m u u n f

� Prim i n alg o r i tm i toi m i i usei n pahi n ta

aik avaatimu s taan no p e am m i n

� leve y s l äp i k ä yn t i voi p ysäh t y ä jo enn e n

k aikkia N ruu tu a.
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Oik eell i s u u d e s t a 7.6.8

7.6.8 Oi k eell i su u d esta

� P alataan k äsittel e m ään

Krusk ali n (k alvoi l ta 7.6 .1 )

Pri mi n (k alvoi l ta 7.6 .5 )

algo r i t m i e n oi k eel l i s u u t ta.

� Mol e m m at etene v ät ahne e l l a strateg i al l a.

� Kalvo j e n 7.6 .7 väite p er u s t e l t i i n ahne i l l e

algo r i t m e i l l e t yypi l l i s e l l ä vaih to a r g u m e n ti l l a:

� V ai h d e t ti i n pi e n i m m än vir i ttävän pu u n

yksi k aa ri toi s e ksi

� jol l o i n saatii n mu k a viel ä pi e n e m p i

vir i tt ävä pu u

� ja päädytti i n näi n ri s ti r i i taan .

� Samanl ai s e l l a a rgu m e n to i n n i l l a voi d aan

p er u s te l l a my ö s seur aava ylei s e m p i tul o s .
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Oik eell i s u u d e s t a 7.6.8

Lause 7.2. Oletetaan suu n taam atto m asta

yhten äi s e s t ä verk o s ta G , että sen

1. k aikki k aa ripai n o t ovat k esk enään eri s u u r i a

2. sol m u t on jaettu k ahteen osajo u kk o o n

S ja U = V n S

3. k aa ri

e = v
c

w

kulk ee osajo u k o s ta toi s e e n , eli

v 2 S mu tt a w 2 U

4. k aa ri e on pai n o l taan c pi e n i n k aiksta

täll ai s i s ta osajo u kk o j e n S ja U väli s i s tä

k aa rista.

Sil l o i n k aa ri e kuul u u jok ai s e e n verk o n G
pi e n i m p ään vir i ttävään pu u h u n T .
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Oik eell i s u u d e s t a 7.6.8

T o di s t u s : Olk o o n T verk o n G sel l ai n e n

vir i t tävä pu u , jok a ei sis äl l ä k aa rta e.

Osoi te taan , että verk o l l a G on toi n e n vir i ttävä

pu u T 0
, jon k a k aa ripai n o j e n sum m a on viel ä

pi e n e m p i . Sil l o i n T ei sii s ol e k aan pi e n i n

vir i t tävä pu u .

� Puu s s a T on p o l ku P = v ; w

k osk a T on vir i tt ävä pu u verk o l l e G .

� Lähdetään kul k em aan tätä p o l ku a P
sol m u s ta v 2 S alk aen.

� Jossakin vaih e e s s a k ohd ataan p o l u l ta P
ensi m m äi n e n k aa ri

e0= v0c0
w0

jok a kul k ee osajo u k o s ta toi s e e n , eli

v02 S mu tt a w02 U

� Puu T 0
saadaan vaih t am al l a k aa ret e ja e0

k esk enään. 2

(Kuva 4.10 kirjasta J. Klei n b e r g , E. T a rdos: Alg o r i th m Desig n .

A dd i s o n - W e s l e y , 200 5 .)
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Oik eell i s u u d e s t a 7.6.8
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Oik eell i s u u d e s t a 7.6.8

Krusk ali n alg o r i tm i voi d aan nyt oso i ttaa

oi k eaksi seur aavasti :

� T a rk a stellaan sitä hetk eä, kun alg o r i tm i

päättää li s ätä k aa ren

e = v
c

w

tul o s j o u kk o o n s a A .

� V al i taan osajo u k o ksi S = P [v] , eli se

pal an e n , joh o n sol m u v kuul u u .

� K os k a P [w] 6= P [v] , ni i n w 62S .

� Sii s voi d aan sove l t aa Lausetta 7.2 .

� Sii s k aa ren e li s ääm i n e n tul o s j o u kk o o n A
on välttämätö n t ä.

� Al g o r i tm i n päätt y essä A on pu u :

� Se on oh j e l m o i tu välttämään syklej ä.

� Jos A k o os tu i s i lo p u s s aki n k ahdes t a

(tai mo n e s ta) eri pal ase s ta

P [v] 6= P [w] , ni i n mi h i n ol i s i k adon n u t

se k aa ri e pal ase s t a toi s e e n , jon k a c on

pi e n i n ?
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Oik eell i s u u d e s t a 7.6.8

Pri mi n alg o r i tm i voi d aan nyt oso i ttaa oi k eaksi

vastaavalla jä rk ei l y l l ä:

� V al i taan osajo u k o ksi S ne sol m u t, jotk a

on jo p o i s te ttu k eosta H .

� Sil l o i n seur aava k aa ri vali taan täsmäll e e n

Lauseen 7.2 vaatimu s te n mu k ai s e s ti .

� T ulo s A p ysy y k ok o ajan pu u n a

jok a laajen e e k attamaan k ok o verk o n G .

Ol etus 1 eri s u u r i s ta k aa ripai n o i s ta ei ol e

välttämätö n :

� samanl ai s e t joh t o p äätö kse t voi t ai s i i n

tehd ä il m an ki n

� mu tt a mo n i m u tk ai s e m m i n .
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