
Luokat L ja NL
MääritelmäL on niiden kielten luokka, jotka voidaan tunnistaa logaritmisessa tilassadeterministisellä Turingin koneella. EliL = SPACE(log n).NL on niiden kielten luokka, jotka voidaan tunnistaa logaritmisessa tilassaepädeterministisellä Turingin koneella. EliNL = NSPACE(log n).
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Luokat N ja NL II ISiis tutkitaan probleemoja, jotka voidaan ratkaista sublineaarisessatilassa.Tilalla tarkoitetaan nyt työtilaa. Sitä varten tarvitaan hiemanmodi�oitua Turingin koneen mallia, jossa on kaksi nauhaa.Toinen nauha on read only -nauha, jolla sijaitsee syöte. Toinen ontyönauha.Tilankäytössä otetaan huomioon vain työnauhan käyttö, jolloin on siismahdollista puhua sublineaarisesta tilasta, vaikka koko syöteluetaankin.Sen sijaan ei ole mielekästä tarkastella sublineaarista aikaa. Tällöinhänei edes koko syötettä voisi lukea.() 26. huhtikuuta 2007 2 / 21



ExampleKieli A = {0k1k | k ≥ 0} kuuluu L:ään.Aikaisemmin esitelty kone tunnisti kielen selaamalla edestakaisinsyötettä ja merkkaamalla nollia ja ykkösiä. Se kulutti lineaarisen tilan.Jos sen sijaan otetaan käyttöön kaksi laskuria, joiden arvoa päivitetääntyönauhalla, päästää log-tilaan.Toinen laskuri laskee nollien, toinen ykkösten lukumäärää. Laskurienarvo kirjataan binäärimuodossa.Näin päästään logaritmiseen tilaan.
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Example (Polkuprobleema suunnatussa verkossa)Kieli PATH koostui alkioista < G , s, t >, missä G on suunnattuverkko, jossa on polku solmusta s solmuun t.PATH oli P:n alkio ja annettu algoritmi (syvyyssuuntainen etsintä)toimii lineearisessa tilassa.Ei tiedetä, voidaanko PATH tunnistaa deterministisesti logaritmisessatilassa, mutta epädeterministisesti se voidaan seuraavasti.Kone arvaa epädeterministisesti seuraavan solmun matkalla s:stät:hen.Vain polun viimeisin solmu pidetään muistissa.Tällä tavoin jatketaan, kunnes t kohdataan ja syöte hyväksytään taion käyty läpi m solmua, missä m on verkon solmujen lukumäärä.() 26. huhtikuuta 2007 4 / 21



Kon�guraatio
MääritelmäJos M on Turingin kone, jolla on erillinen read-only syötenauha, ja w onsen syöte, niin M:n kon�guraatio tai tilanne syötteellä w koostuu koneentilasta, työnauhan sisällöstä ja molempien lukupäiden asemasta. Syöte w eiole osa M:n tilannetta.
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Kon�guraatioiden lukumäärä
Jos M vaatii f (n)-tilan ja jos w on n:n mittainen syöte, niin M:nkon�guratioiden lukumäärä w :llä on n2O(f (n)).Perustelu: Olkoon  M:n tilojen lkm ja g nauhasymbolien lkm.Työnauhalla voi esiintyä g f (n) merkkijonoa.Syötenauhan lukupää voi olla jossain n:stä paikasta ja työnauhanlukupää yhdessä f (n):stä paikasta.Siten M:n kon�guraatioiden lkm on korkeintaan nf (n)g f (n) elin2O(f (n)).
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Rajoitumme tilavaativuuksiin f , missä f (n) ≥ log n.Aikaisempi väittämämme, että aikavaativuus on korkeintaaneksponentiaalinen tilavaativuuteen verrattuna, pätee edelleenkinasetetun kaltaisille tilafunktioille, koska n2O(f (n)) on 2O(f (n)), josf (n) ≥ log n.Savithin lause sanoi, että epädeterminististä konetta voidaansimuloida deterministisellä koneella ja tällöin tilavaatimus kasvaaf (n):stä vain neliöllisesti f 2(n):een olettaen, että f (n) ≥ n.Tulos pätee myös, jos sallitaan väljempi raja f (n) ≥ log n.Todistus sujuu samalla tavalla kuin normaalin Turingin koneenyhteydessä.
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NL-täydellisyys
Samoin kuin probleema P ?

= NP myös probleema L ?
= NL onratkaisematta.Etsimällä NL-täydellisiä probleemoja saadaan parempi käsitys edelläesitetystä probleemasta.Nyt täydellisyyden yhteydessä ei kuitenkaan voida käyttää polynomistapalautusta ajan suhteen, koska se on liian voimakas.Nimittäin jokainen NL:n ongelma on ratkeava polynomisessa ajassa,joten mitkä tahansa kaksi NL:n ongelmaa voidaan tässä mielessäpalauttaa toisiinsa.Sen sijaan käytetään log-tila -palautusta.() 26. huhtikuuta 2007 8 / 21



Log-tila -palautusMääritelmäLog-tila -muunnin (transduer) on read-only -syötenauhalla, write-only-tulostusnauhalla ja työnauhalla varustettu Turingin kone.Työnauha voi sisältää O(log n) symbolia.Log-tila -muunnin M laskee funktion f : Σ∗−→Σ∗, missä f (w) ontulostusnauhalle jäävä merkkijono, kun M pysähtyy sen jälkeen, kunlaskenta on aloitettu syötteestä w syötenauhalla.f on log-tilassa laskettava funktio.Kieli A voidaan palauttaa log-tilassa kieleen B, A ≤L B, jos onolemassa log-tilassa laskettavissa oleva funktio f , jolla x ∈ A jos javain jos f (x) ∈ B.() 26. huhtikuuta 2007 9 / 21



NL-täydellisyys
MääritelmäKieli B on NL-täydellinen, jos1 B ∈ NL,2 Jokainen NL:n kieli A voidaan palauttaa log-tilassa B:hen.LauseJos A ≤L B ja B ∈ L, niin A ∈ L.
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Todistus.Nyt emme voi todistaa tätä tulosta samalla tavalla kuin ajantapauksessa. Jos nimittäin lasketaan ensin f (w) syötteestä w ja senjälkeen lasketaan B :n algoritmilla vastaus f (w):sta, niin f (w):n pituusvoi olla suurempi kuin log |w |, joten A:lle asetettu tilavaatimus ylittyy.Sen sijaan tehdään niin, että A:n kone MA laskee f (w):n symbolejasimuloiden B:n koneen MB toimintaa.Simuloinnissa MA pitää kirjaa siitä, minkä f (w):n merkin kohdallaMB :n syötenauhan lukupää kulloinkin on.Joka kerran kun MB liikkuu, MA aloittaa f (w):n laskennan alusta jaunohtaa muut f (w):n merkit kuin kyseisessä paikassa olevan merkin.Näin tehden joudutaan ehkä laskemaan f (w):n osia useaan kertaan,joten laskenta on hidasta ajallisesti.Etuna on kuitenkin, että vain yksi f (w):n symboli täytyy pitäämuistissa kullakin hetkellä, joten tilaa säästyy ajan kustannuksella. �() 26. huhtikuuta 2007 11 / 21



LausePATH-ongelma on NL-täydellinen.Todistus.Näytetään, miten jokainen NL:n probleema voidaan palauttaalog-tilassa PATH-probleemaan.Olkoon M epädeterministinen kone, joka tunnistaa A:n
O(log n)-tilassa.Kun on annettu syöte w , konstruoidaan tapaus < G , s, t > log-tilassa,missä G siis on suunnattu verkko, joka sisältää polun s:stä t:hen jos javain jos M hyväksyy w :n.G :n solmut ovat M:n kon�guraatioita w :n laskennassa.Jos 1 ja 2 ovat kaksi kon�guraatiota, niin (1,2) on kaari, jos M voisiirtyä 1:stä 2:een yhdellä askeleella.() 26. huhtikuuta 2007 12 / 21



Solmu s on M:n aloituskon�guraatio. M:ää modi�oidaan siten, ettäsillä on yksikäsitteinen hyväksyvä loppukon�guraatio, joka edustaasitten solmua t.Tämä kuvaus palauttaa A:n PATH-ongelmaan, sillä aina kun Mhyväksyy syötteen, jokin haara päätyy hyväksyvään tilaan, mikätarkoittaa, että löytyy polku s:stä t:hen.Kääntäen jos on olemassa jokin polku s:stä t:hen, niin jokin haarahyväksyy syötteen w .Palautus toimii log-tilassa. Jotta tämä nähtäisiin, täytyy konstruoidamuunnin, joka laskee syötteestä w verkon G .G :n kuvailemiseen täytyy antaa solmulista ja kaarten lista.Solmujen listaus on helppoa, koska jokainen solmu vastaa jotain M:nkon�guraatiota ja solmu voidaan esittää  log n-tilassa, missä  onjokin vakio.Muunnin käy läpi sarjallisesti kaikki mahdolliset  log n:n pituisetmerkkijonot, testaa, että jokainen on M:n laillinen kon�guraatio w :nlaskennassa, ja tulostaa ne jonot, jotka läpäisevät testin.() 26. huhtikuuta 2007 13 / 21



Muunnin listaa kaaret samalla periaatteella.Log-tila on riittävä sen veri�oimiseen, että kon�guraatiosta 1päästään kon�guraatioon 2, koska muuntimen tarvitsee vain tutkianauhojen senhetkinen sisältö nauhapäiden kohdalta kon�guraatiossa .Tämän perusteella voidaan päättää, pääseekö M 2:een 1:stä.Muunnin tutkii kaikki parit (1, 2) peräjälkeen selvittääkseen, mitkäovat G :n kaaret. Nuo parit, jotka läpäisevät testin, tulostetaantulostusnauhalle. �
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LauseNL ⊂ P.Todistus.Edellinen lause osooitti, että jokainen NL:n kieli on palautettavissalog-tilassa PATH-ongelmaan.Muistetaan, että Turingin kone, joka käyttää f (n)-tilaa toimiin2O(f (n))-ajassa, joten muunnin, joka toimii log-tilassa toimiipolynomisessa ajassa.Siten jokainen NL:n kieli on palautettavissa polynomisessa ajassaPATH-ongelmaan, joka on P:ssä.Jos kieli on palautettavissa polynomisessa ajassa johonkin P:n kieleen,niin se on itsekin on P:ssä. �() 26. huhtikuuta 2007 15 / 21



CoNL ILauseNL = oNL.Todistuksen ideaTulos on yllättävä.Osoitetaan, että PATH on NL:ssä, mikä osoittaa, että jokainenoNL:n kieli on myös NL:ssä, koska PATH on NL-täydellinen.NL:n algoritmi M päätyy hyväksyvään tilaan täsmälleen silloin, kunverkossa G ei ole polkua s:stä t:hen.Tarkastellaan ensin helpompaa tehtävää. Olkoon  niiden solmujenlkm, jotka voidaan saavuttaa s:stä. Oletetaan, että  on annettu, jakäytetään tätä hyväksi ongelman PATH ratkaisussa. Myöhemminnäytetään, miten  määrätään.On siis annettu G , s, t ja  ja laaditaan kone M, joka tunnistaaPATH:n.() 26. huhtikuuta 2007 16 / 21



CoNL IIM valitsee epädeterministisesti  solmua � t ei ole mukana � javeri�oi, että solmut ovat saavutettavissa s:stä. Jos näin on, M tietää,ettei t ole saavutettavissa ja hyväksyy syötteen.Jotta tilaa säästyy, arvaus etenee solmu solmulta. Siis ensin otetaansolmu ja arvataan, onko solmu saavutettavissa vai ei. Sen jälkeenveri�oidaan ja siirrytään seuraavaan solmuun. Jos t:n arvataan olevansaavutettavissa, syöte hylätään heti.Seuraavaksi täytyy näyttää, miten  määrätään. Laaditaanepädeterministinen log-tilainen algoritmi, jonka vähintään yksi haaralaskee  :n oikein.Kaikilla arvoilla i = 0, ...,m olkoon Ai niiden solmujen joukko, jotkaovat korkeintaan etäisyydellä i s:stä. Siten A0 = {i}, Ai ⊂ Ai+1 ja Amkäsittää kaikki s:stä saavutettavat solmut.Olkoon i Ai :n koko. Näytetään, miten i+1 saadaan laskettua i :stä.Toistamalla tätä saadaan laskettua m.() 26. huhtikuuta 2007 17 / 21



CoNL IIIKäytetään samaa ideaa kuin äsken. Algoritmi käy läpi kaikki G :nsolmut ja määrää, onko solmu Ai+1:n alkio vai ei, sekä pitää kirjaahyväksytyistä alkioista.Tarkemmin: Kun ratkaistaan, onko solmu v Ai+1:ssä vai ei, käydäänsilmukassa kaikki solmut läpi ja arvataan, onko solmu Ai :ssä vai ei.Jokainen positiivinen arvaus veri�oidaan arvaamalla korkeintaan i :npituinen polku ja testaamalla, että se on todella polku solmusta skyseiseen solmuun.Jokaista veri�oitua solmua u kohti testataan tämän jälkeen, onko
(u, v) kaari G :ssä. Jos se on kaari, v on Ai+1:ssä.Lisäksi veri�oitujen solmujen lukumäärä lasketaan. Jos lopussaveri�oitujen solmujen lkm ei ole i , laskenta tässä haarassa hylätään.Jos lkm on i , eikä v :tä ole vielä saatu Ai+1:hen, niin v ei kuulukaansinne. Siirrytään seuraavaan v :hen.Seuraavassa vielä algoritmin toiminta algoritmimuodossa:() 26. huhtikuuta 2007 18 / 21



Algoritmi Path-ongelmalle I1. 0 := 1;2. for i = 0 to m − 1 do3. i+1 = 1;4. for eah node v 6= s G :ssä do5. d:=0;6. for eah node u in G do7. epädeterministisesti joko tee tai sivuuta seuraavataskeleet8. epädeterministisesti seuraa korkeintaani :n mittaista polkua s:stä ja hylkää,jos se ei pääty u:hun;9. d := d + 1;10. if (u, v) kaari, i+1 := i+1 + 1 ja() 26. huhtikuuta 2007 19 / 21



Algoritmi Path-ongelmalle IIgo to step 5 seuraavan v :n kanssa;11. if d 6= i then hylkää;12. d := 0;13. for jokaiselle solmulle u do14. epädeterministisesti joko suorita taisivuuta seuraavat askeleet15. seuraa epädeterministisesti korkeintaanm:n mittaista polkua s:stä ja hylkää,jos se ei pääty u:hun;16. if u = t then hylkää;17. d := d + 1;18. if d 6= m then hylkääelse hyväksy.() 26. huhtikuuta 2007 20 / 21



Algoritmin tarvitsee tallettaa vain u, v , i , i+1, d , i ja osoitin polunpäähän.Siten se toimii logaritmisessa tilassa. �Tiedetään siis seuraavat luokkien suhteet:L ⊂ NL = oNL ⊂ P ⊂ PSPACE.Aitoudesta tiedetään vain NL  PSPACE.Useimmat olettavat, että kaikki kuuluvuudet ovat aitoja.
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