Todistuskompleksisuudesta Boolen piirien

toteutuvuustarkastuksessa

Matti Jarvisalo
Teknillinen korkeakoulu
Tietojenkésittelyteorian laboratorio
matti.jarvisalo@hut.fi

1 Johdanto

Lauselogiikan toteutuvuusongelmassa [17] ky-
sytddn, onko annetulle lauselogiikan lauseelle ole-
massa sen toteuttavaa totuusjakelua. Toteutu-
vuusongelma on tyypillinen NP-tdydellinen on-
gelma [5], jolle ei tunneta yleistd polynomiaikais-
ta ratkaisualgoritmia. Muun muassa suunnittelu-,
mallintarkastus-, testaus- ja verifiointiongelmia [12,
4, 13, 3] voidaan ratkaista toteutuvuusongelma-
tapauksina. Tehokkaille toteutuvuustarkastimille
on ndin ollen suuri kysyntd. Toteutuvuustarkas-
timia onkin kehitetty ja kéytetty onnistuneesti
monien erilaisten ongelmien ratkaisemiseen.! Seki
taydelliset, systemaattiset ettd satunnaistetut pai-
kalliseen hakuun perustuvat toteutuvuustarkastus-
menetelmit (katso esimerkiksi [18, 15, 14, 1]) ovat-
kin kehittyneet huomattavasti viimeisten noin 10
vuoden aikana. Yleisesti tehokkaita menetelmia ei
silti ole kyetty kehittdmé&an.

Tehokkaat tdydelliset toteutuvuustarkastimet
perustuvat tyypillisesti Davis- Putnam-Logemann-
Loveland-menetelmdadin (DPLL) [8], joka edellyttdd
syotteen olevan konjunktiivisessa normaalimuodos-
sa (KNM) [16], eli ongelmatapauksen tulee koos-
tua joukosta disjunktioita. KNM:n kéytté ongel-
man mallinnuskielend on hyvin vaivalloista. Tdmén
vuoksi tyypillisesti kéytetddn ensin yleisempéaé
esitysmuotoa, joka tdmén jilkeen kddnnetddn
KNM:oon. Polynomiaikainen k&dnnés KNM:oon
edellyttdd apumuuttujien kiyttoonottoa. Ongelma-
na on, ettd toteutuvuustarkastimien laskenta-aika
kasvaa pahimmassa tapauksesa eksponentiaalises-
ti muuttujien mé#rdn suhteen. Lisdksi kadnnos
saattaa havittda instanssin sisdisen rakenteen, jo-
ta muutoin olisi ollut mahdollista kayttaa hyvéksi
hakuprosessissa.

Téassd tyossd esitellddin yleisemmaille, Boolen
piireiksi [17] kutsutulle esitysmuodolle kehitet-
ty taulumenetelméd. Menetelmédd voidaan pités
DPLL-menetelmén yleistyksend Boolen piireille.
Boolen piirit ovat hyvin luonnollinen ja ongelman
siséisen rakenteen sdilyttdvd esitysmuoto monil-
le kdytdnnon ongelmille. Tyo késittelee laskennal-
liselta kannalta oleellisen haarauttavan sddnnon?
kiayttoa. Haarauttavan sddnnon kaytto johtaa pa-
himmassa tapauksessa eksponentiaaliseen maaraan
turhaa tyoté toteutuvuushaun aikana. TyGssé tar-
kastellaan, miten haarauttavan sd&dnnon rajoitta-
minen vaikuttaa toteutuvuustarkastuksen tehok-
kuuteen. Erityisesti tarkastellaan, kuinka lyhyita
todistuksia on mahdollista tuottaa haarauttavan
sddnnon rajoitukset huomioonottaen.

Tyossé osoitetaan, ettd haarauttavan sddnnon
kéyton rajoittaminen milld tahansa tarkastelluista
tavoista kasvattaa pienimmén mahdollisen todis-
tuksen kokoa pahimmassa tapauksessa eksponen-
tiaalisesti. Tulokset pétevit DPLL-menetelméin
yleisesti kéytetylld k&annokselld Boolen piireistéa
tuotettujen konjuktiivisessa normaalimuodossa ole-
vien lauseiden osalta.

2 Boolen piireisti

Boolen piirit ovat suunnattuja, asyklisia verk-
koja, joiden solmuja kutsutaan porteiksi. Portit
voidaan jakaa kolmeen joukkoon: tulosportteihin,
vdliportteihin ja sydteportteihin. Jokaiseen tulos-
ja valiporttiin liittyy Boolen funktio. Esimerk-
ki Boolen piiristd on kuvassa 1. Kuvan piirissé
v on tulosportti, ¢, d, e, f, g, h viliportteja ja a,b
syoteportteja.

Piirin kaaret kuvaavat porttien funktionaalista
riippuvuutta toisistaan. Esimerkiksi kuvan 1 pii-

IKatso [10, 21] katsauksina erilaisiin toteutuvuustarkastustekniikoihin.

2Englanniksi splitting rule tai cut rule.
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rissé porttien b, ¢, f vélinen riippuvuus on muotoa
f =or(b,c), ja edelleen porttien a, ¢ vililld on riip-
puvuus ¢ = not(a).

Kuva 1: Esimerkki Boolen piirista.

Boolen piirien semantiikka on ilmeinen: kiinni-
tettdessd totuusarvot syGteportteihin médrittyvit
muiden porttien totuusarvot yksikésitteisesti. Ra-
joitetussa Boolen piirissd sallitaan rajoitteet pii-
rin porttien totuusarvoiksi. Boolen piirien toteu-
tuvuusongelmassa kysytédan, onko annetun rajoite-
tun Boolen piirin sy6teporteille olemassa sellaista
totuusarvojakelua, joka ei aiheuta ristiriitaa pii-
rin rajoitteiden kanssa. Jos téllainen totuusjakelu
on olemassa, sanotaan kyseistd piirid toteutuvak-
st, ja muulloin toteutumattomaksi. Kuten lauselo-
giikan tapauksessa, my6s Boolen piirien toteutu-
vuusongelma on NP-tidydellinen. Esimerkiksi ku-
van 1 piirille ei ole sen toteuttavaa totuusjakelua
rajoitteella “portti v on tosi’. Toisaalta rajoitteilla
“portti e on epdtosi’ ja “portti g on tosi’ totuus-
jakelu a — epdtosi, b — epdtosi toteuttaa piirin.

3 Taulumenetelméa

Erés systemaattinen tapa ratkaista Boolen piirien
toteutuvuusongelman instansseja on taulumene-
telmdn kayttadminen [7]. Taulumenetelméssi raken-
netaan tauluksi kutsuttava bindéripuu. Taulun juu-
reen kuvataan tarkasteltavan Boolen piirin funktio-
naaliset riippuvuudet ja piirissd olevat rajoitteet.
Jokaista todeksi (epitodeksi) rajoitettua porttia v
kohden lisdtidin merkintd Tv (Ev). Esimerkkini
kuvan 1 piiri rajoitteella “portti v on tosi’ on ku-
vattuna kuvan 2 taulun merkinnoiksi 1-8.
Taulumenetelméd koostuu sddnnoistd. Tau-
lun juuren luomisen jélkeen taulua rakennetaan
kidyttden taulumenetelmén sdantoja. Taulun jokai-
nen haara edustaa totuusjakelua, joka mahdollisesti
toteuttaa tarkasteltavan piirin. Jos taulun haarassa
on merkinndt Tv ja Ev jollekin portille v, sanotaan
haaraa ristirittaiseksi. Jos taulun kaikki haarat ovat
ristiriitaiset, sanotaan taulua hylkdykseksi (refutaa-

tioksi). Jos rajoitetulle Boolen piirille on mahdollis-
ta rakentaa hylkdys, on piiri toteutumaton. Hylkays
on siis todistus piirin toteutumattomuudesta.

Téssd, tyOssd tarkasteltava BC-menetelmd
koostuu luonnollisista pddttelysddnndistd koskien
not—, or- ja and-portteja, sekd taulun haarautta-
vasta saanndstd.

Pidttelysainnot ovat seuraavat. Jos v = not(v’)
ja haarassa on Tv (Ev), voidaan péitella Ev’ (Tv'),
ja péinvastoin. Jos v = or(v1, ..., vx), niin voidaan
padtelld seuraavaa.

e Jos haarassa on Ev, niin voidaan péaétella Ev;
kaikilla 1 < i < k, ja péinvastoin.

e Jos haarassa on Twv; jollakin 1 < ¢ < k, niin
voidaan padatelld Tv.

e Jos haarassa on Tv ja

E’Ul, .. .,Evi_l,EUZ‘+1, . .,Evk,

niin voidaan péaatelld Tv,.

Jos v = and(vy, ..
raavaa.

., k), niin voidaan péitelld seu-

e Jos haarassa on Twv, niin voidaan paétella Tv;
kaikilla 1 < i < k, ja péinvastoin.

e Jos haarassa on Ev; jollakin 1 < ¢ < k, niin
voidaan padtelld Ev.

e Jos haarassa on Ev ja

T’Ul,. . ,T’Ui_l,TUi_’_l,.. .,T’Uk,

niin voidaan paatelld Ev;.

Haarauttavan sdénnon ideana on sallia tapausa-
nalyysi, jossa tutkitaan, miten pédttelyd voidaan
jatkaa, kun portille, jolle ei ole vield merkintda
haarassa, valitaan totuusarvo. Kéaytettdessd haa-
rauttavaa sddntod piirin porttiin v jakautuu siis
késiteltdvd haara kahteen haaraan, joista toiseen
merkitddn Tov ja toiseen Ev.

1. v:and(e,f,g,h)

2. e=or(a,b)

3. f=or(bec)

4. g=or(a,d)

5. h=or(cd)

6. ¢ =not(a)

7. d=not(b)

8. Tv

9. Te (L,9)

10. Tf (1,8)

1. Tg (1,8)

12. Th (1,8)
13. Ta (haar.) 14. Ea (haar.)
15. Ec (6,13) 20. Tbh (2,9,14)
16. Tb (3,10,15) | 21. Td (4,11,14)
17. Ed (7,16) 22. Ed (7,21)
18. Eh (5,15,17) | 23. x  (21,22)
19. x  (12,18)

Kuva 2: BC-hylkédys kuvan 1 Boolen piirille.
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Esimerkkiné taulun rakentamisesta on kuvassa
2 hylk&dys kuvan 1 Boolen piirille.

4 Ongelmanasettelu

Haarauttavan sddnnon kaytossd ongelmallista on,
ettd pahimmassa tapauksessa rakennettavaan tau-
luun tulee eksponentiaalinen médrd merkintGja
tarkasteltavan piirin koon suhteen, kun taas
padttelysdannoilla luotavissa olevien merkintéjen
médrd on lineaarinen. Té&std syysta olisikin mie-
lek#std rajoittaa haarauttavan sdannon kaytto jo-
honkin luonnolliseen piirin porttien pieneen os-
ajoukkoon. Tyon ongelmanasettelu on seuraava.

Miten rajoitukset haarauttavan
sadnnon kaytolle vaikuttavat hylkdysten
kokoon?

Hylkédyksen koko maééritellain merkintdjen
méadraksi hylkéyksessé, missd hylkédyksen juuri las-
ketaan yhdeksi merkinnéksi. Mittana hylkayksen
koolle kéytetidn todistuskompleksisuutta [2], joka
maédritelliin pienimmén mahdollisen hylkédyksen
kooksi tietylle piirille. Todistuskompleksisuuteen
pohjautuen voidaan sanoa, ettd taulumenetelmé T'
polynomisesti simuloi [6] taulumenetelmdd T’ (mer-
kitdin T = T"), jos jokaiselle toteutumattomalle
Boolen piirille C pétee, ettd jos C:lle on mahdol-
lista rakentaa menetelméssid T hylkiys kokoa n,
niin C:lle on mahdollista rakentaa menetelméssa T
hylkiys, jonka koko on enintdin p(n), missd p on
polynomi. Jos T' = T’ pitee, mutta T’ > T ei pide,
merkitddn T = T’. Jos sekd T = T' ettd T = T
eiviit piade, merkitdan T # T'.

Téssd tyossd tarkastellaan seuraavia BC-
menetelmén muunnelmia, joissa haarauttavan
saannon kayttod on rajoitettu.

e BC;: Haarauttavan sdannon kaytto on rajoi-
tettu syoteportteihin.

e BC;4: Haarauttavan sddannon kdytté on ra-
joitettu tulosportteihin ja sellaisiin porttei-
hin, joiden jollekin isdlle on merkinté haaras-
sa.

e BC;,q: Haarauttavan sdannon kiytto on ra-
joitettu sydte- ja tulosportteihin seké sellai-
siin portteihin, joiden jollekin isdlle on haa-
rassa merkinté.

e BC,,: Haarauttavan sdinnon kidytté on ra-
joitettu syoteportteihin ja sellaisiin porttei-
hin, joiden jollekin lapselle on merkintd haa-
rassa.

e BCytq: Haarauttavan sdénnoén kéytté on
rajoitettu syote- ja tuloportteihin sekd sel-
laisiin portteihin, joiden jollekin lapselle tai
isélle on merkintéd haarassa.

Suoraviivaisesti rajoitustavan sekéd relaation
> transitiivisuuden perusteella saatava polynomi-
seen simuloitavuuteen perustuva BC-menetelmén
muunnelmien vélinen jéirjestys on esitetty kuvassa
3.

BCy,
T
BC = BChutta
& s
BCi 4

/»

BG;

),_

" BCyq

Kuva 3: Suoraviivaisesti nidhtdva polynomiseen simuloita-
vuuteen perustuva BC-menetelmidn muunnelmien vilinen
jérjestys.

5 Tulokset

Tulokset osoittavat, ettéd jokainen tarkasteltu tapa
rajoittaa haarauttavan sddnnon kayttoa johtaa eks-
ponentiaaliseen todistuskompleksisuuden kasvuun.
Liséksi kaikkien haarauttavan sdénnon suhteen ra-
joitettujen menetelmien véililld on eksponentiaalisia
eroja todistuskompleksisuuden suhteen. Yhteenve-
to tuloksista on esitetty kuvassa 4.

BCy,
v A
BC s+ BChyiia
I e
BCiiwq T
A

BCyq

Kuva 4: Yhteenveto tyon tuloksista. Selkeyden vuoksi ku-
vasta puuttuu merkintd BCy,, #Z BCqq.

BG;

On huomattavaa, ettd tulokset péitevit DPLL-
menetelméddn  yleisesti  kaytetylla — Tseitinin
kddnndkselld [20] Boolen piireistéd tuotettujen kon-
juktiivisessa normaalimuodossa olevien lauseiden
osalta. Néin ollen tyon tulokset osoittavat, ettd har-
kitut luonnolliset, paikalliset haarauttavan saannon
rajoitukset DPLL-menetelmédén perustuvissa to-
teutuvuustarkastimissa kasvattavat pahimmassa
tapauksessa todistuksen kokoa eksponentiaalisesti,
toisin kuin usein on oletettu kokeellisiin tuloksiin
vedoten [19, 9]. Tulokset perustuvat tiettyihin pii-
rikonstruktioihin, kuten kyyhkyslakkaperiaatteen
kuvaukseen Boolen piirind, sekdi BC-menetelmén
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resoluutiorajoittuneisuuteen. Todistukset tuloksille
loytyvét kirjoittajan diplomityostd [11].

6 Yhteenveto

Tyossé tutkitaan, miten haarauttavan sdannon
kdyton rajoittaminen vaikuttaa todistusten pi-
tuuksiin Boolen piirin toteutuvuustarkastukses-
sa. Tulokset osoittavat, ettd kaikki tarkastellut
rajoitustavat aiheuttavat pahimmassa tapaukses-
sa pienimman mahdollisen todistuksen kokoon
eksponentiaalisesti kasvun. My6s rajoitustapojen
vélilla osoitetaan olevan eksponentiaalisia eroja.
Tulokset osoittavat, ettd paikalliset haarauttavan
sdannon rajoitukset DPLL-menetelmééin perustu-
vissa toteutuvuustarkastimissa kasvattavat pahim-
massa tapauksessa todistuksen kokoa eksponenti-
aalisesti.
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