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1. Johdanto

1.1. Kurssin esittely

e Kurssin aihepiiri liittyy kysymyksiin:
— Mita tietokoneella voidaan laskea?
— Mita “laskenta” on?

e Laskettavuusteoria: Mitkd onglemat voidaan ratkaista tietoko-
neella?

e Eri (laskennalliset) ongelmat ovat luonteeltaan eri vaikeuksi-
sia.
Laskennan vaativuusteoria: Mitkd ongelmat voidaan ratkaista
tietokoneella tehokkaasti?

e Kuten luonnontieteissa yleensa, ilmiét mallinnetaan jolloin voi-
daan kaytt4da matemaattisen eksaktia loogista pééattelya selitta-
mé&é&n luonnon ilmidita

e Talla kurssilla esitellaan joitakin tarkeita laskennan malleja.
Nama tarjoavat tarvittavat mallit laskettavuusteorialle ja las-
kennan vaativuusteorialle. Aloitamme yksinkertaisimmista mal-
leista ja etenemme kohti monimutkaisempia.

e Tarkeimmat kurssin kasitteet luotiin 1930-50-luvuilla

e Kurssin kasitteistoll4 on myods kayttéa kaytannon tietojenké-
sittelyssa. Tarkastellaan esimerkkind ohjelmointikielen kaan-
tamisté.



e Tarkastellaan k&ytdnnon esimerkkina yksinkertaista ohjelmoin-
tikielta, kutsuttakoon sita nimella olpe0s3.

e Oheinen esimerkki esittelee kielen piirteité:
xr = read;
1:=0;y:=1;
while : < x do
begin
Yy =yx*x
1:=1+1
end;
write(y);
ifi<10thenz: = (y+1)xzelsez:=(y—1)*x

e 0lpe03 on melko rajoittunut kieli: kaikki muuttujat ovat tyyp-
pid int eikd muita rakenteita ole kuin esimerkissa ilmenevat,
siis esim. aliohjelmat puuttuvat

e Kuitenkin olpe03 rajoitteistaan huolimatta yhta ilmaisuvoimai-
nen kuin mika tahansa ohjelmointikieli ja se sopii hyvin muu-
tamien kurssin kasitteiden hyddyllisyyden esittelyyn:

— Miten maaritell&an yksikasitteisesti kielen syntaksi?
— Voisiko syntaksimaarittelyn tehda siten etta se tukisi k&an-
tjan tekemista?

e Tarkastellaan kurssin aikana hieman sitd miten kaantamisen
ensimmainen vaihe eli syntaksin tarkastus mahdollista tehda
systemaattisesti.



Kaytannon jarjestelyista
e 2 ov, cumun pakollinen kurssi paaaineopiskelijoille, cumun va-
linnainen kurssi sivuaineopiskelijoille

e Taustatiedot: riittdvat matemaattiset perustiedot (lukion oppi-
mé&ara seka mielelladan appro-tason matematiikan kursseja tai
Diskreetti matematiikka I). Tietorakenteet-kurssi on myds avuk-
Si.

e Kurssin jatkokurssina on laudaturkurssi Laskennan teoria, jos-
sa kasitellaan tarkemmin laskettavuusteoriaa ja laskennan vaa-
tivuusteoriaa

e Opetus: ks opetusohjelma

e Luennoija: Matti Luukkainen
email: Matti.Luukkainen@cs.helsinki.fi

e Kurssi suoritetaan joko

— kurssikokeella max 54 p + laskuharjoituksilla max 6 p =
yht. 60 p, tai

— erilliskokoeella (max 60 p)
e Kurssikoe: ks. koelista laitoksen kotisivulta
Laskuharjoitukset

e Laskuharjoitukset ovat pakolliset siten, ettd harjoitustehtavista
on suoritettava vahintaan kolmannes.



Kurssimateriaali

e Kurssimateriaali koostuu luentokalvoista, jotka I6ytyvat kurs-
sin kotisivulta
http://www.cs.helsinki.fi/u/mluukkai/olpek05/

e Luennot pohjautuvat paaosin Pekka Orposen luentomonistee-
seen Laskennan teoria (s. 1-60), mutta lisaksi kasitelladn mui-
takin asioita.

e Kirjallisuutta

— Pekka Orponen: Laskennan teoria, Helsingin yliopisto, Tie-
tojenkasittelytieteen laitos. (luentomoniste, myytavana mo-
nistemyynnissé)

— John E. Hopcroft, Rajeev Motwani & Jeffrey D. Ullman:
Introduction to Automata Theory, Languages, and Compu-
tation. Addison-Wesley, 2001 (kurssikirjahyllyssa)

— Harry R. Lewis & Christos H. Papadimitriou: Elements of
the Theory of Computation, Second Edition, Prentice-Hall,
1998.

— Michael Sipser: Introduction to the Theory of Computation.
PWS Publishing Company, 1997.

— Efim Kinber & Carl Smith: Theory of Computing - A Gent-
le Introduction. Prentice-Hall, 2001.



Kurssin sisalto

1. Johdanto

e Kurssin esittely
e Muutamien matemaattisten k&sitteiden kertausta
e Laskennalliset ongelmat ja ratkeavuus

2. Séannolliset kielet ja aéarelliset automaatit

e Deterministiset &&relliset automaatit

e Adrellisen automaatin minimointi

e Epadeterministinen &érellinen automaatti

e Automaatin determinisointi

e Saanndlliset lausekkeet ja kielet

e Saanndllisten kielten rajoituksista: pumppauslemma

3. Kontekstittomat kielet ja pinoautomaatit

e Kontekstittomat kieliopit ja kielet

e Kielten jdsennysongelma

e Rekursiivisesti eteneva jasentaminen
e CYK-jasennysalgoritmi

e Pinoautomaatit

e Kontekstittomien kielten rajoituksista

4. Johdanto laskettavuuden teoriaan

e Turingin kone
¢ Kieliluokkia kontekstittomien kielten tuolla puolen



1.2. Matemaattisia peruskasitteita
Loogisia symboleita

e Olkoon P ja () propositioita eli totuusarvoisia lauseita, jotka
kuvaavat jonkin asiantilan.

e Esimerkiksi P = “y/2 on kokonaisluku”, on propositio jonka
totuusarvo on epatosi ja Q = “v/4 on kokonaisluku” on propo-
sitio jonka totuusarvo on tosi.

e Myo6s P(x) = “x < 5" jaQ(x) = “z on parillinen” ovat propo-
sitioita, jos luvun z arvo on kiinnitetty. Muuten P:t4 kutsutaan
predikaatiksi. P:n totuusarvo riippuu nyt z:n arvosta.

e Negaatio —P: tosi kun P on epatosi
(ohjelmointikielissa usein not P, ! P)

e Disjunktio P Vv Q: tosi kun P tai () on tosi (siséltaa vaihtoeh-
don, ettd molemmat ovat tosia) (P or Q, P || Q)

e Konjunktio P A Q: tosi kun seké P ettd () ovat tosia
(P and Q, P && Q)

e Implikaatio P — @: ”’jos P, niin O, tosi kun (—=P) v @ on
tosi. (Toisinaan kaytetddn merkintdad P = @).)
e Ekvivalenssi P < @: ”P jos ja vain jos (), tosi kun

(P — Q) N (Q — P)ontosi. (Toisinaan kdytetd&dn merkintad
P& Q)



e Universaalikvantifiointi Vz : P(x): "kaikilla = P(x)”, tosi kun
x:Sté riippuva preidikaatti P on tosi kaikilla mahdollisilla x:n
arvoilla.

e Eksistentiaalikvantifiointi dz : P(z): ”on olemassa x jolle P(x)”,
tosi kun P on tosi jollakin z:n arvolla.

e Edellisissa perusjoukko, jossa = saa arvoja, on implisiittinen,
mutta se voidaan ilmaista myds eksplisiittisesti.

e Esim. Vz € N :(“z parillinen” v “z pariton”) on tosi, mutta
Jr € N :(“x parillinen” A “x pariton”) on epéatosi.

Joukot

e Joukko on kokoelma olioita eli joukon alkioita
Esim. A = {ay,a9,...,a,} tai X = {a,b,c, ..., 2}
Merk. a; € A ("a; kuuluu joukkoon A™)

e Jokainen alkio lasketaan vain kerran eika jarjestyksella ole va-
lig, siis esim. {a,a,b} = {b,a}. Joukoille A ja B merkinta
A = B tarkoittaa, ettaVx : x € A & x € B.

e Erikoistapaus: tyhja joukko (), jolle Vz : = & 0.
e |A| on joukon A alkioiden lukuméarg, esim. [{1,1,2}| = 2.

e Perusjoukko on tarkastelun kohteeksi valittu kokoelma olioita,
esimerkiksi luonnolliset luvut N, reaaliluvut R, kirjaimet { a,
b, ..., &, 0} (riippuu asiayhteydestd)



e Merkinnélld {x € A | P(z)} tarkoitetaan joukkoa, joka koos-
tuu niista « € A, joille P(x) on tosi.

e Esim. {xr € N| 2z >5Ax < 10} on joukko {6,7,8,9}
e A C B: Aon B:n osajoukko
ACB&s Vr:xe A=z € B)

e Joukko-operaatioita:
— AU B: A:nja B:nyhdiste
AUB=A{z|re€ AVzx e B}
— AN B: A:nja B:n leikkaus
ANB=A{z|rze ANz € B}
— A\ B: A:nja B:nerotus
A\B={x|z€ ANz ¢ B}
- A= E\ A: A:n komplementti (perusjoukossa E)
— A x B: A:nja B:n karteesinen tulo:
Ax B={(x,y)|r € ANy € B},
missé kukin (x, y) on jarjestetty pari. Jarjestetyissd pareissa
jarjestykselldaon vélia —ts. (a,b) = (¢,d) < a=cjab =d.
—P(A): joukon A potenssijoukko
P(A) ={X | X C A}
eli joukon kaikista mahdollisista osajoukoista muodostuva
joukko. Joskus potenssijoukkoa merkitaan 24.
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e Esimerkki:

— Olkoon A = {6,7,8} ja
B={xeN|xz>2 A x<10Axparillinen} = {4,6,8}.
- AN B ={6,8}
-NytANBCAjaANBCRB
~AUB = {4,6,7,8}
- A\ B={7}
~-B={reN|(z <2Vax>10)A X pariton}
— AxB = {(6,4),(6,6), (6,8),(7,4),(7,6),(7,8),(8,4), (8,6),(8,8)}
- P(A) = {0,{6},{7}, {8}, {6,7},{6,8},{7,8},{6,7,8}}
— Huom: Alkio 6 ei kuulu joukkoon, P(A), sen sijaan kylla

{6} € P(A), eli joukko jonka ainoa alkio on 6 kuuluu kyll&
A:n potenssijoukkoon.

e Esim. Todistamme véitteen (AU B)NC = (ANCYU(BNC).
Tod.:

re(AUB)NC & z€ AUBAzeC
& (re AveeB)ANx el
& (reAnNzel)V(re BAzx e ()
& (reANC)V(reBNO)
s rxe(ANC)U(BNC). O
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Funktiot

e Merkinnalla
f:A— B
tarkoitetaan ettd f on funktio (lIahtd)joukolta A (maali)joukolle
B

e Funktio f liittda jokaiseen alkioon a € A yksikasitteisen al-
kion f(a) € B. Sanotaan, ettd f kuvaa joukon A alkion a jou-
kon B alkioksi f(a).

e Esim. Madritelldan f: N — N kaavalla f(z) = z + 1. Nyt f
on funktio joka kuvaa kokonaisluvun x sen seuraajalle, esim.

f(2) =3.
e Olkoon @ = {qo,--.,qn} Ja>X ={ag,...an}
Jos f: Q x X — @, niin f kuvaa parin (g;, a;) missi ¢; € Q ja
a; € Y alkioksi f(qg;, a;) joka kuuluu joukkoon Q).
Esim. voisi olla f(q1, as) = qu.
Jostaas f: Q x ¥ — P(Q), niin f kuvaa parin (g;, a;) joukon
P(Q) alkioksi f(q;, a;). Siis f(q;, a;) on Q:n osajoukko.
Esim. voisi olla f(q1, as) = {q, q1, ¢} tai f(q1,a3) = 0.
e Funktio f: A — B on bijektio, jos
—Vbe B:da € A: f(a) =0 (f onsurjektio)
—Va,a' € A: f(a) = f(a') = a = d (f on injektio).
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Todistusmenetelmia

Halutaan todistaa, ettéd oletuksesta A seuraa vaite B eli A = B.
Todistamiseen on useita erilaisia tekniikoita. Se, mika kulloinkin
sopii parhaiten, riippuu tilanteesta.

e Deduktiivinen todistus: Oletetaan A ja ndytetaan, etta tasta seu-
raa B. (Kutsutaan myos suoraksi todistukseksi.)

— Esim. Olkoon z € N pariton. Vaite: 22 on pariton.
Tod.: Jos z € N on pariton (oletus), niin z = 2k + 1 jollain
k € N (parittomuuden maaritelmad). Silloin

x° = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1, eli z* on pariton.O

e Kontrapositiivinen todistus: Naytetaan etté olettamalla — B seu-
raa — A

— Pétee, koska (=B — —A) <
(~(=(B) V (=4)) & (mAV B) < (A — B)
— Esim. Vite: Jos x > 0 on irrationaaliluku, niin y/z on irra-

tionaaliluku.
Tod.: Osoitetaan, ettd jos /= on rationaaliluku, niin z on

rationaaliluku. Siis \/x = p/q, joillakin p,q € Z,q # 0, jo-
ten x = Z—;jap2,q2 cZ,q¢*#0.0

e Vastavaitetodistus (Reductio ad absurdum): Naytetaan etté ole-
tuksesta A A — B seuraa ristiriita. (Kutsutaan myads epasuoraksi
todistukseksi.)
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— Pétee, koska (AN —-B — F) < (-(AAN-B)) &
(-AV B) < (A— B)

— Esim. Véite: Josa + b =2, niinag > 1taib > 1.
Tod.: Oletetaan, ettda+b = 2jaettda < 1jab < 1. Tallgin
2=a+b<1+1=2,ristiriita (F).

e Induktio

— Menetelmé on seuraava:
Halutaan todistaa, ettd jokin vdite P(n) patee kaikille luon-
nollisille luvuille n. Todistus koostuu kahdesta osasta:

1. Perustapaus n = 0: Todistetaan, ettd véite P(0) patee

2. Induktioaskel: Osoitetaan, ettd kaikillan € N: P(n) —
P(n+1).

Induktioperiaatteen nojalla kohdista 1+2 seuraa, etti vaite

P(n) patee kaikillan € N.

(P(0) patee, josta saadaan induktioaskeleella P(1), tast4 puo-

lestaan P(2) jne.)

(Variaatio kohdasta 2: Osoitetaan, ettd kaikille n € N: P(0)A

P(I)AN...ANP(n) — P(n+1)).

13



— Esimerkki induktiotodistuksesta.
Vaite: S i = " kaikillan > 0
Tod:

Ln=0Y),i=0="%
2. Induktio-oletus: >°7 ;i = ”(”2“)
Tapaus n + 1: 3277 i = S i 4 (n + 1) = (induktio-
2( +1)

oletuksen mukaan) 22 o 2004 it l(nd2) o

n+1)

e Epatodeksi voidaan osoittaa antamalla vastaesimerkki

— Esim. Viéite “Kaikki alkuluvut ovat parittomia” on epatosi.
Tod.: 2 on alkuluku ja parillinen. O

e Diagonalisointi esitetddn myohemmin.

Numeroituvuus
e Joukko X on &drellinen, jos on olemassa bijektio
f{5,2,....,n} - X
jollakin n € N. Muuten joukko on aareton.

e Miten mitata darettdman monta alkiota sisaltavan joukon ko-
koa?

14



e Maaritelma: Joukko X on numeroituva, jos X on aarellinen
tai on olemassa bijektio f: N — X, eli

1. f on funktio joka kuvaa jokaisen luonnollisen luvun erilli-
selle joukon X alkiolle

2. Ja kaantéen: jokaiselle X :n alkiolle kuvautuu jokin luonnol-
linen luku

e Toisin sanoen aarettoman numeroituvan X:n alkiot voidaan
jarjestaa ja antaa niille yksikasitteiset jarjestysnumerot: X =
{CE(), T, Lo, .. .}, missa xy = f(O), T = f(l), ce

e Jos X ei ole numeroituva, on se ylinumeroituva.

e Jos X ja Y ovat darettémia joukkoja, joista X numeroituva ja
Y ylinumeroituva, niin joukossa Y on “enemman” alkioita —
joukko N riittdd numeroimaan X :n alkiot, sen sijaan joukosta
N ei riitd numeroa jokaiselle Y:n alkiolle.

e Parittomien luonnollisten lukujen joukko {1,3,5,...} on nu-
meroituva, silla funktio f(n) = 2n + 1 kuvaa luonnolliset lu-
vut joukolle bijektiivisesti. Jokaista lukua joukossa N siis vas-
taa luku joukossa {1, 3, 5, . ..}, joten parittomia lukuja on t4ssa
mielessa “yhta paljon” kuin kokonaislukuja.

e Esim. reaalilukujen joukko R ja N:n potenssijoukko P (N) ovat
esimerkkeja ylinumeroituvista joukoista. Ne ovat siis “suurem-
pia” kuin aareton N.
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1.3. Laskennalliset ongelmat

e Laskennallinen ongelma ~ mika tahansa syote-tuloste -muo-
toinen tehtava, joka voidaan mallintaa ratkaistavaksi digitaali-
sella tietokoneella

e Esimerkkeja: kokonaislukujen kertolasku, kirjastokortiston aak-
kostaminen, ...

Formalisointi

e Ongelmalla on potentiaalisesti aareton joukko tapauksia (*“syot-
teitd”)

e Ongelman ratkaisu on algoritmi, joka liittd4d kuhunkin tapauk-
seen sen oikean vastauksen (“tulosteen”)

e Esim. kokonaislukujen kertolaskuongelma

— tapaukset: kaikki mahdolliset kokonaislukuparit

— annettuun tapaukseen liittyva vastaus: lukuparin tulo

— ongelman ratkaisu: mika tahansa yleinen kertolaskualgorit-
mi

e Kunkin yksittaisen tapauksen ja sen vastauksen oltava aarelli-
sesti esitettavia

e Laskennallinen ongelma = kuvaus aarellisesti esitettavien ta-
pausten joukosta aarellisesti esitettavien vastausten joukkoon
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Adrellinen esitys

e Kaikki tietokoneen kasittelema tieto on viime kadessa voitava
koodata (&é&rellisiksi) bittijonoiksi.

e Luontevaa sallia koodaukseen kéytettavan myds muita merk-
kejad kuin 0 ja 1 (muut merkit voidaan tietenkin tarvittaessa
edelleen esitt44 bittijonoina)

o Maar. “aarellinen esitys” = jonkin aakkoston merkkijono

Merkkijonoihin liittyvia peruskasitteita ja merkint6ja

e Aakkosto on adrellinen epatyhja joukko alkeismerkkeja t. sym-
boleita. Esim. binaariaakkosto {0, 1} ja latinalainen aakkosto
{A, B, ..., Z}. Aakkostoja merkitdan yleensa isoilla kreikka-
laisilla kirjaimilla ja merkkej& pienilla latinalaisilla kirjaimilla.
Aakkoston X koko on [X|.

e Merkkijono on &é&rellinen jarjestetty jono jonkin aakkoston merk-
keja. Esim. “01001” ja “000” ovat bindériaakkoston merkkijo-
noja, ja “LTE” ja “XYZZY” ovat latinalaisen aakkoston merk-
Kijonoja

e Merkkijonon x pituus |x| on siihen siséltyvien merkkien maa-
ra. Esim.

01001] = |[XYZZY| =5,  |000| = |OTE| =3

e Tyhjan merkkijonon e pituus |e| on 0.
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e Merkkijonojen valinen perusoperaatio on katenaatio eli jono-
jen perakkain kirjoittaminen. (Katenaation operaatiomerkkina
kaytetdan joskus selkeyden lisaédmiseksi symbolia —.)
Esimerkkeja:

(i) KALA"KUKKO = KALAKUKKO

(i) josx =00 jay = 11, niin xy = 0011 ja yx = 1100
(ili) kaikillaz on ze = ex = x
(iv) kaikilla z, y on |zy| = |z| + |y|

k - ..
e ¢" tarkoittaa merkkijonoa¢. .. a,.

k kertaa
e Merkkijonon z = z125...x._12, kéé@nteinen merkkijono on

l’R = XrLl—1...T277

e Merkitéan k:n pituisia aakkoston > merkkijonoja
YE=Adzxy... 2 |Vi=1,...,k:x; € ¥} jakorkeintaan k:n
pituisia aakkoston ¥ merkkijonoja ©=F = (¥ 3.

e Aakkoston > kaikkien (&arellisten) merkkijonojen joukko on
¥ = Ui, ZF. Merkitdaan myds T = (J;-, 3. Esim. Jos
¥ ={0,1}, % = {¢,0,1,00,01,10,...}, " = ©*\ {e}

18



Formaali kieli

e Aakkoston > (formaali) kieli (engl. formal language) L on
merkkijonojoukko L C >*.

e Aakkoston Y formaalin kielen L alkiot ovat siis >::n merkkijo-
noja ja L itse on joukko merkkijonoja.

e Esimerkkejé:

— % = {a, b}, kielid ovat esim. seuraavat:
Ly = {e¢,aa, aba, abba,abbba} ja Ly = {ab' | 1 € N} =
{a, ab, abb, abbb, . . .}.

- > =40,1,...,9}, seuraavakin on X:n kieli:
L3 = {w € ¥* | w on alkuluvun desimaaliesitys} =
{2,3,5,7,11,13.. .},

— ¥ = Y eli kaikkien ASCII-merkkien joukko 1. ¥.gii:n
Kielia ovat esim:
Ly = {w € ¥* | merkkijono w esitt44 Javan syntaksin

mukaisen liukuluvun},

Ls = {w € ¥* | merkkijono w esittad4 syntaktisesti oikean
olpe03-kielisen ohjelman}, ja

L¢ = {w € ¥* | merkkijono w esittd44 suomen kielen verbin
perusmuodossa}.

— Kielen Lg mé&érittely on ongelmallinen, silld aina ei ole help-
po sanoa esittaakd merkkijono perusmuotoista verbié (esim.
onko kdmmaytell& verbi?).

1Javan tapauksessa pitéisi oikeastaan tarkastella Unicode-merkistoa.
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e Edelld maaritelty kieli L5 siis sisédltaa kaikki syntaktisesti oi-
keat olpe03-kieliset ohjelmat.

e Nyt olpe03-kielen syntaksitarkastus voidaan palauttaa kysy-
mykseen, kuuluuko syotteena saatu ASCII-merkkijono (~ l&h-
dekooditiedosto) w kieleen Ls. Jos w on sallittua muotoa (kat-
so sivun 3 esimerkki), niin w € Ls, muuten w ¢ Ls.

e Hyvié kysymyksia:

— Miten formaaleja kielid kannattaa maaritella kaytannossa
(sovelluksena esim. ohjelmointikielten syntaksin maaritte-
ly)

— Miten testata (tehokkaasti) kuuluuko annettu merkkijono

formaaliin kieleen (sovelluksena esim. ohjelmalistauksen
syntaksitarkastus)

e Kurssin edetessa opimme muutamia keinoja molempiin edelli-
SiSté.
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Paatdsongelmien ja formaalien kielten vastaavuus

e Yleisesti laskennallinen ongelma f on kuvaus
X =17
missa X ja ' ovat aakkostoja.

e Paatosongelmat ovat tarkea laskennallisten ongelmien aliluok-
ka, jossa kunkin ongelman tapauksen vastaus on “kylla” tai
“ei”, siis f - X* — {0, 1}.

e Esimerkiksi paatésongelma “onko annettu luonnollinen luku

alkuluku?” voidaan esittdd kuvauksena aakkoston > = {0,1,2, ...

merkkijonojen joukolta >* joukolle {0, 1} seuraavasti:

1, jos x on alkuluvun desimaaliesitys;
fle) =9, : e
, Jos x ei ole alkuluvun desimaaliesitys.

e Paatdsongelma “onko annettu merkkijono olpe03:n syntaksin
mukainen ohjelma” voidaan esittaa kuvauksena f: ¥ —

{0, 1}, missa Yagi on sivulla 20 mééritelty ASCIl-aakkosto:

fw)={

e Koska maarittelimme etta kieli Ls sisaltda tasmalleen kaikki
olpe03:n syntaksin mukaiset ohjelmat, voidaan f maééritella
my0s seuraavasti:

1, jos w on olpe03:n syntaksin mukainen;
0, muuten

1, ’UJEL5

fw={y ve
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e Yleisemmin, jokaista merkkijonojoukkoa eli kielta A C >*
vastaa paatésongelma
1, josx € A;

fA:Z*—>{O,1}, fA(CI?)_{O jOSI%A

e Kdantden, jokaista paatosongelmaa f : >* — {0, 1} vastaa
merkkijonojoukko, eli kieli

Ap={z e X | f(x) = 1},

joka siis on niiden ongelman tapausten joukko, joihin vastaus
on “kylla”.

¢ Kielen A tunnistusongelma (engl. recognition problem) = merk-
kijonojoukkoon liittyvé paatdosongelma f4

e Ts. formaali kieli ja paatdsongelma ovat eri formalismeja sa-
malle asialle.
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Laskennallisten ongelmien ratkeavuus

e Sanotaan, ettd ohjelma P ratkaisee laskentaongelman f, jos
kullakin syotteelld = ohjelma P laskee ja tulostaa arvon f(x)
(x ja f(x) siis joidenkin aakkostojen merkkijonoja).

e \oidaanko kaikki mahdolliset laskentaongelmat ratkaista oh-
jelmilla?

e Osoittautuu, ettei voida, silla kaikkien merkkijonojen (milla ta-
hansa ohjelmointikielella mahdollisten ohjelmien) joukko on
numeroituva, mutta kaikkien paatésongelmien joukko on yli-
numeroituva.

e Laskentaongelmia on siis tietyssa mielessa “enemman” kuin
niiden mahdollisia ratkaisuja, ja siksi milladn ohjelmointikie-
lelld ei voida laatia ratkaisuja kaikille laskentaongelmille.
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e Lause: Mink4 tahansa aakkoston > merkkijonojen joukko >:*
on numeroituvasti dareton.
Todistus: Olkoon ¥ = {ay,ao, ..., a,}. Kiinnitetddn merkeil-
le "aakkosjarjestys”, esim. a; < as < ... < a,. Joukon X:*
merkkijonot voidaan jarjestaa seuraavasti (leksikografiseen eli
kanoniseen jarjestykseen):

1. ensin luetellaan 0:n mittaiset merkkijonot (= ¢), sitten 1:n

mittaiset (= ay, as, . . ., a,), sitten 2:n mittaiset jne.;
2. kunkin pituusryhman sisélla merkkijonot luetellaan aakkos-
jarjestyksessa.

Jokaiseen luonnolliseen lukuun n voidaan siis liittaa >*:n merk-
Kijono ja painvastoin =- >* on numeroituva.
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Vaadittu bijektio f : N — »* on:

—_
l
£

n—+1
n—+ 2

l

ai1aq

l

ai1a9

2n
2n+1

l

ai1an

l

207
3N +— asa,
n®+n

n>+n+1
n’+n+2

!

QnQn

l

aja1aq

l

a1a1ag

Siis k:n pituiset merkkijonot saavat listassa numerot

k—1 k
Zni,..., (Zn”‘) — 1.
i=0 i=0
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Lause: Minka tahansa aakkoston ¥ paatésongelmien joukko
on ylinumeroituva.
Todistus: (diagonalisointi)

Merkitéddn kaikkien >::n paatosongelmien kokoelmaa F':lla:

F ={f| fonkuvaus X* — {0,1}}.

Vastavaite: Oletetaan, ettd F on numeroituva, eli on olemassa
numerointi

F = {f07f17f27" }

Olkoot >*:n merkkijonot kanonisessa jarjestyksessa lueteltui-
na xrop, xy, To,. . ..

Muodostetaan uusi paatésongelma f”:

O VNSRS ol oo

26



f/

N Soo h f3
X X) 0 1
1 0 /I 0
xo| 1 1 1
L3

e Koska F sisaltaa kaikki paagtosongelmat ja se on oletettu nume-
roituvaksi, taytyisi muodostetun “diagonaalifunktion” f’ olla
sama kuin joku funktioista fy, fi, ...

e \Voiko f' olla f,? Ei silla mé&arittelimme f'(0) = 0 joss f;(0) =
1, eli ainakin argumentilla 0 funktiot f’ ja f, saavat eri arvon,
eivétka ne siis voi olla sama funktio.

e Enta voiko f’ olla f1? Ei silla f/(1) = 0 joss fi(1) = 1, eli
ainakin argumentilla 1 funktiot f’ ja f, saavat eri arvon.

e Vastaavalla paattelylla huomaamme ettd f’ ei voi olla mikéén
funktioista fs, f3, . ... Siis oletus siita ett4 F olisi numeroituva

on hylattava:

JF on siis ylinumeroituva.
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e Kaikista laskentaongelmista voidaan esimerkiksi C-ohjelmilla
ratkaista vain haviavan pieni osa: ylinumeroituvan joukon nu-
meroituva osajoukko

e Sama patee kaikilla ohjelmointikielill, silla kaikki “riittavan
vahvat” ohjelmointikielet maarittavat tasmaélleen saman ratkea-
vien ongelmien luokan (ns. Churchin—Turingin teesi)

e Useimmat laskennalliset ongelmat ovat siis ratkeamattomia

e Ratkeamattomat ongelmat kasittdvat myos mielenkiintoisia/
kéaytannollisia ongelmia

e Esim. pysdhtymisongelma: annettu ohjelma P ja sen syote x;
paateltdva pysahtyykd P:n laskenta syoOtteelld z, vai ja&ko se
ikuiseen silmukkaan
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Pysahtymisongelman ratkeamattomuus

e Pyséhtymisongelman C-tulkinta on: “Ei ole olemassa totaalis-
ta (aina pysahtyvad) C-ohjelmaa, joka ratkaisisi, pysahtyykd
annettu C-ohjelma P annetulla syotteella w”.

e Oletetaan, ettd voitaisiin kirjoittaa totaalinen C-funktio
int H(char *p, char *w),

joka saa arvon 1, jos merkkijonoparametrin p esittdma funktio
pysahtyy syotteelld w, ja 0 muuten. Kirjoitetaan tdmén perus-
teella toinen C-funktio H:

void H (char *p){
if H(p,p) while (1) ;
}

e Merkitaan edella kuvattua funktion A ohjelmatekstia h:illa ja
tarkastellaan funktion H laskentaa talla omalla kuvauksellaan.
Saadaan ristiriita:

H(h)pysahtyy < H(h,h)=0 <«  H(h) ei pysahdy.

Ristiriidasta seuraa, ettd oletettua totaalista pysahtymisentes-
tausohjelmaa H ei voi olla olemassa
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2. Saannolliset kielet ja
aarelliset automaatit

e Edellisessa luvussa maarittelimme aakkoston > formaalin kie-
len kasitteen. Esille nousseita tarkeitd kysymyksia olivat mm.

— Miten formaaleja kielid voi maaritella kaytannollisella ta-
valla?

— Miten voi testata (tietokoneella) kuuluuko annettu merkki-
jono maadriteltyyn formaaliin kieleen?

e Tarkastellaan X,..; aakkoston kielta

HALT = { P,z | P on ohjelmalistaus ja x syote,
jolla ohjelman P suoritus pyséhtyy.}.

e Edellisessa luvussa totesimme ettd tdmé ns. pysahtymisongelma
el ole ratkeava — el ole olemassa tietokoneohjelmaa, joka an-
netusta syOtteesta pystyy paattelemaan kuuluuko se kieleen HALT.

e Tarkastellaankin seuraavassa rajoitetumpia muotoja formaalien
kielten méérittelyyn, joiden avulla méaritellyt kielet ovat rat-
keavia. Talloin annetun merkkijonon kuuluvuus kieleen on rat-
kaistavissa algoritmisesti.

e Tarkastelemme kahta rinnakkaista ja toisiaan taydentavaa me-
netelmag, aarellisia automaatteja seka sdannaollisid lausekkei-
ta.
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2.1. Aarelliset automaatit

e Kahviautomaatti, joka ei anna vaihtorahaa, hyvéksyy vain 50
sentin ja yhden euron kolikoita ja minimimaksu on 2 euroa.
Millaisia sy0Otejonoja kahviautomaatti hyvéaksyy?

e Kelvollisia syotejonoja ovat esim. seuraavat kolikkojonot (yk-
sikkona snt):
50505050
100 100
50 100 100
100 50 50 100

e Kelvolliset syotejonot voidaan kuvata formaalina kielend. Aak-
kostona on ¥ = {50, 100}, ja automaatin hyvaksymaét kolikko-
jonot vastaavat kielta

Lkahvi:{al...anEZ*]a1+...+an2200}.

e Kahviautomaatin toiminta voidaan kuvata aarellisena automaat-
tina.

e Kahviautomaattia vastaavan aarellisen automaatin syotteita ovat
aakkoston {50, 100} merkkijonot, ja automaatti hyvéaksyy syot-
teen jos ja vain jos se kuuluu kieleen Lyahyi.
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e Tilasiirtymakaavio

50, 100

RN
50 50 50
50, 100
G

e Tilasiirtymataulukko
50

100

— qo | q1
q1| 492
42 | g3
q3 | 44

44|44

q2
q3
q4
d4
q4

e Automaatin toimintaidea on seuraava:

— Automaatti saa syotteekseen merkkijonon, jota se kasittelee
merkki kerrallaan, aloittaen toimintansa alkutilasta ¢.

— Jokaisella laskenta-askeleella automaatti

* lukee seuraavan sy6temerkkijonon merkin ja
x slirtyy tilasiirtymakaaviotaan seuraten luetusta merkista

riippuvaan tilaan.

— Jos automaatti on koko syotteen luettuaan hyvéaksyvassa ti-
lassa ¢4, syOte hyvaksytaan, muuten syote hylataan.
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e Esim. Javan etumerkittomaét liukulukuliteraalit (float, double)
maaritellaén seuraavasti:

— (kokonaisosa).(desimaaliosa) (e tai E) [+ tai —| (eksponetti)
suffiksi]

— kokonaisosa, desimaaliosa ja eksponentti koostuvat merkeis-
t40,...,9

— suffiksi: F tai f: float, D tai d: double. Jos suffiksia ei ole,
oletustyyppi on double.

— luvussa taytyy esiintyd ainakin yksi numero (kokonais- tai
desimaaliosassa) ja joko desimaalipiste, eksponenttiosa, tai
suffiksi, mutta muuten em. osat ovat valinnaisia.

— eksponentin etumerkki saa puuttua.

e Liukulukuliteraalin tunnistava automaatti:
digit

digit . F.f,D,d @
k
(@) ()
(o),
F,f,D/U digN /jigit
‘W‘E\)

digit

digit =0,1,2,3,4,56,7,8,9
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e Tilasiirtymataulukkona:

0,1,..9| . |E,e|+ -|fF.dD
— 4o d1 q2
q1 q1 q3| 44 qr7
q2 q3
< g3 qs3 d4 q9
q4 d6 qs
ds d6 qs
< dge d6
< qr
< g8
< g9
q-1

Taulukossa on yhdistelty identtisia sarakkeita, oikeasti esim.
jokaiselle numerolle 0, . . ., 9 pitéisi olla oma sarake. Taulukon
tyhjissa kohdissa on virhetila ¢_1, joka on jatetty merkitsemétta
selkeyden takia. Lisaksi taulukkoon ei ole merkitty sarakkeita
niille merkeille, jotka eivét koskaan voi esiintya liukulukulite-
raaleissa — néiden sarakkeiden jokainen alkio olisi virhetila

q—1-
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e Ohjelmana (melkein Javaa):

int IsDigit(char c); /* Balauttaa 1, jJos c on numero,
muuten */
char NextChar(); /* palauttaa seuraavan syotemerkin
tai symbolin EOF */

int g=0;
CHaF %( NextChar()) = EOF) {
while((c =_NextChar
SW|tch(q) {
|f IsDigit(c 1;
el ge fg( ( )) q ’) g=2; else gq=-1;
break
|$ IsDigit(c 1;
elge f%c §:)2 g) q=3;
else if(c == ’e” || c=="E”) g=4;
else_if(c == *f” || ¢ == "F” || ¢ == "d” || ¢ == D7)
q=7;
else q -1;
break
|f (IsDigit(c)) g=3; else g=-1;
bregk;
ca :
$¥ CisDigit(c)) g=3:
else if(c == ’e” || ¢ == ’E”) g=4;
else if(c == ’f” || ¢ == "F” |] ¢ == *d” |] c == °D?)
9;
elge q=-1;
break;
Casf %Ileglt(c))
else 1t (c == + || c == *-?) g=5; else g=-1;
break;

case 5: i1f (IsDigit(c)) g=6;
else if(c == ’f’ Il c=="F" ||l ¢c=="7d" ||] c =="7D%)
9=8;
else g=-1;
break;
case 6: if (IsDigit(c)) g=6; else g=-1;
break;
case 7:

case 8:
case 9:

break

case -1- /* virhetila */
break;

%f ( g==3 || g>=6 ) System.out.printin(’luku OK™);
else System.out.printIn(C'Virheellinen luku'™);
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e Adrellisen automaatin pohjalta laadittuun ohjelmaan voidaan
liittad myds semanttisia toimintoja. Sen liséksi etté tarkistetaan
kuuluuko jokin merkkijono kieleen voidaan esim.

— laskea merkkijonon arvo (esim. kahviautomaatin tapauk-
sessa syOtyjen kolikoiden arvojen summa)

— tallettaa merkkijono tai sen osia johonkin tietorakenteeseen

— tulostaa jotain nahtyjen merkkien perusteella, .. .

e Esim. etumerkillisen kokonaisluvun desimaaliesityksen tunnis-
taminen:

T
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o Automaattia vastaava ohjelma, joka lisaksi laskee merkkijonon
esittdman luvun arvon:

int IsDigit(char c¢); /* palauttaa 1, jJos c on numero,
0 muuten */’
char NextChar(); /* palauttaa seuraavan syotemerkin
tai symbolin EOF */
int g=0; char c; iInt sign=1; iInt val=
Whlle((c = NextChar()) = EOF) {
SWItCh(q) {
case O:
if (C ==7+" |l c == "-7) {
g=1 n
if (c=="-7) sign=-1;

%|3§2!f (I1sDigit(c) {

valZc-*0";
else g=-1;
break
|f %Ileglt(c) {
val -707;
else g=-1;
break \\
ca
|f(!§Q|glt(c)) {
35I510*val+(c—’0’);
else g=-1;
break;
case -1:
break;

%f(q =2) System.out.

p rint U( uvun arvo on ' + sign*val);
else System.out.printIn(’'Virh ;

ellinen luku™);
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Adrellisen automaatin formaali maarittely

sybtenauha: i|n | plu |t
nauhapéa:
ql =1
ohjausyksikko: q0
o

e Adrellinen automaatti M/ koostuu seuraavista osista:
— &darellistilainen ohjausyksikkd, jonka toimintaa séételee au-
tomaatin siirtymafunktio ¢
— merkkipaikkoihin jaettu sy6tenauha

— nauhapad, joka kullakin hetkelld osoittaa yhté sy6tenauhan
merkkia
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e Automaatin “toiminta’:

— Automaatti kynnistetaan erityisessa alkutilassa g siten et-
t4 tarkasteltava syoOte on kirjoitettuna syotenauhalle ja nau-
hapé& osoittaa sen ensimmaistad merkkia.

— Yhdessé toiminta-askelessa automaatti lukee nauhapaan koh-
dalla olevan sydtemerkin, siirtyy ohjausyksikon tilan ja lue-
tun merkin perusteella siirtymafunktion 6 mukaisesti uu-
teen tilaan, ja siirtdd nauhapaatd yhden merkin eteenpain

— Automaatti pysahtyy, kun viimeinen syotemerkki on kasi-
telty. Jos ohjausyksikon tila talloin kuuluu erityiseen (hy-
vaksyvien) lopputilojen joukkoon, automaatti hyvaksyy syot-
teen. Muuten automaatti hylkaa syotteen.

— Automaatin tunnistama kieli on sen hyvaksymien merkki-
jonojen joukko.
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o Maaritelméa: Aarellinen automaatti (engl. finite automaton) on
viisikko
M = (Q,%,9,q, F),
missa

— () on automaatin tilojen &arellinen joukko;

— Y on automaatin sy6teaakkosto;

-0 : @ x ¥ — @ on automaatin siirtymafunktio;

— qo € () on automaatin alkutila;

— F C @ on automaatin (hyvaksyvien) lopputilojen joukko.

e Esim. liukulukuliteraalit tunnistavan automaatin formaali esi-
tys:

M = ({QO7 -5 (q9, Q—l}a ZaSCih
67 qo, {Q37 ds, 47, 43, Q9})7

missa 6 on kuten aiemmin taulukossa; esim.
5((]07 O) - 5(QO7 1) = 5((]07 9) = ({1,
0(qo,-) = @2, 0(q,E)=q-1, 6(q1,E) =qu jne.
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e Automaatin tilanne on pari (¢, w) € Q x ¥*
— g on nykyinen tila ja w on syotemerkkijonon kasittelematon
0sa
— automaatin alkutilanne syotteelld x on pari (g, =)
— (g, €) on lopputilanne ja jos ¢ € F niin (q, €) on hyvaksyvé
lopputilanne.

e Tilanne (¢, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢’, w’), merk.
(@, w) = (¢, w'),
M
josw =aw' (a € X)jaq =6d(q,a).
Tilanne (¢, w') on tilanteen (¢, w) valitdn seuraaja

Toisin sanoen: tilanne (¢, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢, w'),
jos

—W=aias...a,
~d(gq,a1) =¢
—-w =as...a,.
e Tilanne (¢, w) johtaa tilanteeseen (¢’, w’) eli tilanne (¢’, w’) on
tilanteen (¢, w) seuraaja, merk.
(g, 0)="(d', w'),
M
jos on olemassa tilannejono (g, wy), (g1, w1),s « -, (Gn, W), 1 >
0, siten etta

(g, w) = (@0, wo) E= (g, wi) E -+ = (g wn) = (¢, w').

M
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Erikoistapaus: n = 0, (¢, w)"(¢, w) milla tahansa tilanteella
M

(q,w)

Toisin sanoen: tilanne (g, w) johtaa tilanteeseen (¢’, w’) jos ti-
lanteesta (¢, w) paasee tilanteeseen (¢’, w’) nollalla, yhdelld, tai
useammalla edellisen kohdan suoralla laskenta-askeleella.

e Automaatti M hyvaksyy merkkijonon x € >*, jos on voimassa

(g0, ©)F"(qyr, €) jollakin ¢; € F;

M
muuten M hylkd& x:n. Ts. automaatti hyvaksyy x:n, jos sen
alkutilanne syotteelld x johtaa johonkin hyvéksyvaan lopputi-
lanteeseen.

e Maaritelma: Automaatin M tunnistama kieli
L(M)={x € X" | (q,2)-"(qr,€) jollaking; € F'}

M
Eli automaatin tunnistama kieli sisaltaa kaikki merkkijonot jot-
ka automaatti hyvaksyy.

e Esim. merkkijonon “0.25E2” kasittely edelld esitetylla liuku-
lukuautomaatilla:

(qo, 0.25E2) F (q1,.25E2) F (q3,25E2)
= (Q375E2) = (Q37E2)

= (4, 2) = (g6, €).

Koska ¢s € F' = {q3, ¢, 97, Gs, @0 }, patee 0.25E2 € L(M) eli
automaatti hyvéaksyy merkkijonon.
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2.2. Automaattien minimointi

e Kaksi automaattia, jotka tunnistavat tdsmalleen saman kielen
ovat keskenaan ekvivalentteja.

o Adrellinen automaatti on minimaalinen jos se on tilamaaral-
t44n pienin ekvivalenttien automaattien joukossa. Muuten sa-
notaan, ettd automaatissa on redundantteja tiloja.

e Miksi minimaaliset automaatit ovat kiinnostavia?
— Minimaalisesta automaatista on usein helpompi ndhda miké
sen tunnistama kieli on.
— On turha talletta ylimé&éraisia tiloja.
— Minimaalisen automaatin kasittely on tehokkaampaa.

— Minimaalinen automaatti on luonnollinen (tilojen nimea-
misté vaille) yksikasitteinen edustaja toistensa kanssa ekvi-
valenttien automaattien joukolle.

e Automaatteja muodostavat algoritmit (ja ihmiset) eivét aina
tuota minimaalisia automaatteja, mista syystd minimointialgo-
ritmit ovat hyodyllisié.
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Adrellisen automaatin minimointi -algoritmi

o Sydte: Adrellinen automaatti M = (Q, X, 5, qo, F).
1. (Turhien tilojen poisto) Poista M :sta kaikki tilat, joita ei
voida saavuttaa tilasta gy millaan sy6temerkkijonolla.
2. Osita M :n jaljelle jaaneet tilat kahteen luokkaan:
ei-lopputiloihin ja lopputiloihin. Olkoon syntynyt ositus ().
3. Lopeta, jos
VieQ:Vq,d €GNaeY:
5(q,a) ja é(¢, a) kuuluvat samaan Q:n luokkaan.

Muuten olkoot ¢ € @ jokin tilojen luokka, josta paasee eri
tilojen luokkiin symbolilla a.

— Jaa g osajoukkoihin s.e. kustakin osajoukosta paasee sym-
bolilla a tasan yhteen joukon () tilaluokkaan ja etté eri
osajoukoista paasee symbolilla a eri tilaluokkiin.

— Poista tilaluokka ¢ joukosta () ja korvaa se edella muo-
dostetuilla osillaan.

Palaa kohdan 3 alkuun.
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e Algoritmi palauttaa automaatin
M — (Qazaga qAO7F)7
missa
— () = YIla muodostunut tilajoukon @ ositus.
—4: Q x ¥ — Q = luokkien valinen siirtymafunktio

5(@, a) = tilan 6(q, ) luokka osituksessa (), missa ¢ € ¢ on
mika tahansa tilaluokan ¢ tila.

— q, = tilaluokka, johon M:n alkutila ¢y kuuluu.
- F=Mn lopputilojen luokat

e Lopputulos:

— M:n kanssa ekvivalentti darellinen automaatti M, jossa on
minimimaara tiloja
— Mon tilojen nimeé&misté vaille yksikasitteinen
Taman véitteen todistus jatetaan laskuharjoituksiin,

e Huom: Tiloja on alun perin &arellinen maara ja joka askeleessa
nro 3 (paitsi viimeisessd) ositetaan vahintaan yksi tilaluokka.
Koska osituksia voi tapahtua yhteensa korkeintaan |@| kappa-
letta, algoritmin suoritus paattyy aina.
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Esimerkki

e Olkoon M = (Q, X, 9, qu, F),
— tilojen joukko @ = {1,2,3,4,5,6},
— syOteaakkosto 3 = {a, b},
— alkutila ¢ = {1},
— lopputilojen joukko F' = {4,5} ja
— siirtymafunktio o ja M:n tilasiirtymékaavio:

alb
— 11213
2142
3(2|3
— 435
— 5/1|4
6(4|5

e Minimoidaan M &aarellisen automaatin minimointi
-algoritmilla.
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e Askel 1: Turhien tilojen poisto:

47



e Askel 2:

— Osita M:n jéljelle jaaneet tilat kahteen luokkaan: lopputi-
loihin ja muihin tiloihin

AW NP
WN B DN

I «—

I
— 5|1, I

— Nyt ositusta voidaan ajatella automaattina, jossa

+ kutakin tilaluokkaa vastaa yksi tila

+ kustakin tilasta (M :n tilaluokasta) ¢ on kullakin symbo-
lilla a € X siirtymat kaikkiin tilaluokkiin, joihin ¢:n ti-
loista péésee a:lla M:n siirtymé&funktiolla.

A~ O DN WS

— Sanotaan, ettd tila on epadeterministinen, jos siitd voidaan
siirtyé jollakin merkilla useampaan kuin yhteen tilaan.

— Esimerkissa tila | on epadeterministinen, koska merkilla a
voidaan siirtya tilaan | tai tilaan II.
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e Askel 3:

— Jos M:ss ei ole epadeterministisié tiloja, niin algoritmin

suoritus paattyy ja algoritmi palauttaa automaatin M.

— Muutoin ositetaan jokin epadeterministinen tila ¢ € Q:

« Valitaan symboli a € ¥, jolla ¢:n siséltdmista tiloista
paasee M:n siirtymafunktiota kayttamalla eri luokissa
oleviin tiloihin.

x Jaetaan ¢ osiin. Jokaista tilaluokkaa kohden, johon ¢:sta
péésee, tulee yksi osa — niiden ¢:n tilojen joukko, josta
péésee a:lla ko. tilaluokkaan.

— Palaa askelen 3 alkuun.

— Esimerkissamme jaetaan tila | kahtia sen mukaan, mihin
sen siséltamista tiloista paasee merkilla a.

— Taman jalkeen ei ole endd epadeterminisia tiloja ja algorit-
min suoritus paattyy.

e Lopputulos:

a b
I — 12,11 [3,1
312,11 3,1
n: 24,1012, A t
: — 43,1 |51 %@ ()
— 5|11 |41 —
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2.3. Epadeterministiset darelliset automaatit

e Esimerkki epadeterministisesta automaatista:
S )
OO
L L

e Epadeterminismi helpottaa toisinaan automaatin konstruointia.
Esimerkiksi alimerkkijonon aba etsiminen aakkoston {a, b}
merkkijonoista on luontevasti kuvattavissa epadeterministisel-
|4 automaatilla.

e Todistamme téssa luvussa, ettd deterministisilla ja epadetermi-
nistisilla automaateilla voidaan tunnistaa tasmélleen samat kie-
let — epadeterminismi ei siis lisdd automaattien ilmaisuvoi-
maa, mutta toisinaan tekee asioiden ilmaisemisen helpommak-
Si.

e Epaddeterministisessa automaatissa siirtymafunktio liittdaa au-
tomaatin tilan ja sydtemerkin pariin (¢, ) joukon mahdolli-
sia seuraavia tiloja. Se, mihin ndista tiloista siirrytaan, valitaan
epadeterministisesti.

e Epadeterministinen automaatti hyvaksyy merkkijonon jos jo-
kin mahdollisten tilanteiden jono johtaa hyvaksyvaan lopputi-
laan. Jos yhtaan tallaista jonoa ei ole, epadeterministinen auto-
maatti hylk&a syotemerkkijonon.
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e Sama esimerkkiautomaatti uudestaan:

m a 6{1
@ o« (" b . a
= OO ot

e Kuvan automaatti hyvéksyy syotejonon abbaba, koska se voi-
daan késitell& seuraavasti:

(qo, abbaba) F(qo, bbaba) -(qo, baba)
=(qo, aba) =(q1, ba) F(g2, a) H(gs, €)

e Kuitenkin voidaan paatya myos hylkaavaan tilaan:
(qo, abbaba) F(qo, bbaba) -(qo, baba)
(g0, aba) F(qo, ba) F(qo, a) H(qo, €)

Niin kauan kuin hyvéaksyvaan lopputilaankin johtavia tilanne-
jonoja on, ei hylkaavaan lopputilanteeseen paatyvilla jonoilla
ole vali&.
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e Epddeterministisen automaatin voidaan ajatella suorittavan kaik-
ki mahdolliset laskennat rinnakkain:

Deterministinen Epéadeterministinen
laskenta laskenta
| /N
] S
: SR
¢ :

- e
f / g hyvaksy

hyvaksy tai hylkaa hylkaa

e Toinen vaihtoehto on ajatella, ettd epadeterministinen automaat-
ti 10ytd4 automaattisesti hyvaksyvaan lopputilanteeseen pééat-
tyvan laskentapolun jos sellainen vain on olemassa.
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e Madritelma: Epadeterministinen aarellinen automaatti (engl.
nondeterministic finite automaton, NFA) on viisikko

M = (Q72757QO7F>7
missa

— () on &arellinen tilojen joukko,

— Y. on syo6teaakkosto,

—J: Q x ¥ — P(Q) on (joukkoarvoinen) siirtymafunktio,
— qo € @@ on alkutila ja

— F C @ lopputilojen joukko.

e Kuvan automaatin siirtymafunktio

a b
— qo {Qm Q1} {QO}
ol 0 |[{e}

g | {3} 0
—q| {w} [{a)

e Nyt virhetilanne on helposti ilmaistavissa tyhjan seuraajatila-
joukon avulla

e (¢, w) voi johtaa suoraan tilanteeseen (¢’, w'), (¢, w) F (¢', w'),
M

josw = aw’ jaq € §(q,a). Tilanne (¢, w’) on (g, w):n mah-
dollinen vélitdn seuraaja.

e Muutoin méaritelmat epadeterministisille automaateille ovat sa-
mat kuin deterministisille automaateille.

53



e Deterministiset automaatit ovat epadeterminististen erikoista-
paus. Siispa kaikki edellisill4 tunnistettavat kielet ovat tunnis-
tettavissa myds jalkimmaisilla.

e Mutta myds kééntéen: deterministiset ja epadeterministiset aa-
relliset automaatit ovat yhta vahvoja.

Automaatin determinisointi

e Epadeterministista automaattia M = (Q, X, 0, qo, F*) vastaa de-
terministinen automaatti M = (Q, %, 5, do, F'), missa

A

@ = P(Q),

do = {qo},

F = {5 C Q]| S sisaltaa jonkin ¢; € F},
6(S,a) = | Jo(q.a)

qeSs

e Lause: Olkoon A = L(M) epadeterministisen aarellisen auto-
maatin M tunnistama kiell. Téll(‘jin on olemassa deterministi-
nen automaatti M, jolle L(M ) A.
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Todistus: Olkoon A = L(M), miss& M = (Q,%, 0, qo, F). Ol-
koon M kuten yll4. Osoitetaan, ettd L(M) = L(M ), misté vai-
te seuraa.
Olkoon S, C @ tilojen joukko, johon M voi paatya luettuaan
merkkijonon x. Siis

Sx — {CJ S Q | (@h)ax)]l;[*(% 6)}
Ideana todistuksessa on osoittaa, ettd kaikilla x € >* patee:

(o, 2)E" (S, €). (1)

—

M

—~

Toisin sanoen: Tila .S,, johon deterministinen automaatti M
paatyy luettuaan merkkijonon x on tilojen joukko S., johon
epadeterministinen M voi paatya luettuaan merkkijonon .

Vitteen (1) voi todistaa induktiolla z:n pituuden £ suhteen:

— Tapaus £ = 0: Vélttamatta x = e, joten maaritelmien mu-
kaan

(@0 7) = (e} )" ({ao}, €) = (Ser €) = (S, €)

eli vaite patee tapauksessa k£ = 0.

— Induktioaskel: Oletetaan, etta (1) patee kaikilla z € £ ja
osoitetaan, etté (1) patee kaikilla 2 € X**1. Olkoon siis x €
YFE+HL Taloin = ya jollekin y € ¥ ja a € Y. Induktio-

oletuksesta seuraa, etta (qo, y)-"(S,, €). Siis
M

(do> ) = (do, ya)-*(Sy, @) k= (6(Sy, a), €).

M M
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Pit44 endd osoittaa, ettd 4(S,, a) = S,. Siirtyméfunktion o
maaritelman mukaan
a) = | J (¢, )

q'eSy

5(Sy, a) onsiis niiden ¢ € @ joukko, joihin péé&see siirtyma-
funktiolla 6 merkilla a jostakin S,:n tilasta. Toisaalta S, on
maaritelmansad mukaan niiden tilojen joukko, joihin tilasta
qo paésee merkkijonolla y. Siispa 5(Sy, a) on niiden tilojen
joukko, joihin ¢,:sta paasee syotteelld ya = x; symbolein

6(Sy.a) = {a € Q| (o, )-"(g,€)} = S

Tama todistaa induktioaskeleen. Hinduktio

Madritelmien nojallax € L(M) < M voi paétya hyvaksyvaan
tilaan ¢y < F syotteella =z < 5, sisdltaa jonkin ¢y € F' <
S, € F. Kaavan (1) nojalla S, on automaatin M lopputila
syotteelld x, joten x € L(M) < automaatin M lopputila .S,
syotteelld = on hyvaksyva < = € L(]\/Z ). O
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e Esimerkki determinisoinnista:
O My S W )
h S

e Konstruktio kannattaa aloittaa alkutilasta { g} ja sen siirtymis-
ta:
0({q},a) = d(q0, @) = {qo, a1} ja
0({ao},b) = 6(q0,b) = {qo}-
e Jatketaan tilasta {qo, ¢1 }:
0({qo, 1}, a) = 6(qo, a) U 6(q1,a) = {qo, @1} ja
5({410, q1},b) = d(q0,b) Ud(q1,0) = {qo, g}-
e Jatketaan ndin kunnes uusia tiloja ei enda synny. Kaytannossa

siis niita Q:n tiloista jotka eivat ole saavutettavissa alkutilasta
{qo} ei tarvitse muodostaa.

e Determinisoinnissa syntyvista tiloista kannattaa pit44 kirjaa tau-
lukossa:

e b
Hao} | {ao- @} | {ao} |
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e Aina kun uusi tila 10ytyy, lisataan sitéa varten rivi taulukkoon.

| o | b
{oo} [{a, a1} | {ao}

{90, a1} [ {90, a1} | {q0, @2}

a b
{q0} {90, 01} {q0}

{oo, 0} | {e- a1} | {0, @}
{90, @2} [ {90- 01,63} | {0}

e Jatketaan kunnes uusia tiloja ei enaa synny.

e Esimerkki loppuun asti determinisoituna:
mb OV Y a
~_ — \ b

b

e Determinisoitu automaatti minimoituna:
o 'Rk
(o ol o)t () e
b
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2.4. Saannolliset lausekkeet ja Kkielet

e Ohjelmointikielten muuttujien nimet, vakiot jne. ovat ohjel-
mointikielen syntaksin (“oikeankirjoitusopin”) mukaisia merk-
kijonoja. Esim. 0.123 on liukulukuvakio, mutta 0.1.2.3 ei ole.
Miten voidaan maaritella tasmalleen oikeanmuotoiset merkki-
jonot?

e Madrittelemiseen voidaan kayttaa aarellisten automaattien si-
jasta my0s saannollisia lausekkeita (engl. regular expression).

e Unixissa on késky grep, jolla voidaan etsié tekstista hahmo-
ja. Esim.

grep [A-Z][a-z]*[0-9] teksti

etsii tiedostosta teksti rivit, joilla on maarittelyn muotoisia
sanoja: ensin suuri kirjain, sitten mielivaltainen mééra pienia
Kirjaimia ja lopuksi numero.

e grep etsii sdannollisten lausekkeiden kuvaamia merkkijonoja,
joihin tutustumme tassa luvussa. grep onkin lyhenne sanoista
“Global search for Regular Expression and Print”.

e Saannollisten lausekkeiden avulla on helppo kuvata yksinker-
taisia syntaktisia rakenteita. Siksi niilla on paljon sovelluksia,
mm. ohjelmointikielten kdéntéjissa, tekstieditoreissa, tekstimuo-
toista tietoa kasittelevissa sovelluksissa, . ..
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e Tarkastellaan ensin muutamia kielten vélisi& operaatioita.

e Kertaus: Aakkoston ¥ formaali kieli on joukko >::n merkkijo-
noja.

o Madritellaan avuksi kolme operaatiota kielten yhdistdmiseen:
Olkoot A ja B aakkoston Y kielid. Talloin

— A:nja B:n yhdiste on kieli
AUB={x e X" |z € Ataiz € B}.

Siis: merkkijono kuuluu yhdistekieleen jos se kuuluu va-
hintddn toiseen kielista A tai B — kyseessa siis tavallinen
joukkojen A ja B yhdiste.

— A:nja B:ntulo on kieli

AB={zye ¥ |x € A, y € B}

Siis: merkkijono kuuluu kielten A ja B tuloon jos se on saa-
tu katenoimalla jokin kielen A jonkin kielen B merkkijonon

kanssa.
— Kielen A potenssit A*, k > 0, maaritelldan seuraavasti:
AV = {6}7
AP = AAF

= {zy...ap|z;i€A Vi=1,... k} (k>1)

Nain ollen A° = {e}, Al = A, A% = AAl = AA, A® =
AA% = AAA, AY = AA% = AAAA, ...

Siis: merkkijono kuuluu kieleen A* jos se on saatu katenoi-
malla k& kielen A merkkijonoa.
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— A:n sulkeuma on kieli
A" = AuAtuAiu...
— UAk
k=0
={z1...2x | k>0, 2, € A Vi=1,...,k}

Siis: merkkijono kuuluu kieleen A* jos se on saatu katenoi-
malla nolla, yksi, tai useampia kielen A merkkijonoja.

Esim. Olkoon A = {00,01} ja B = {e¢,1,010}.
—~AUB=BUA=/{00,01,¢1,010}.
— AB = {00,001,00010, 01,011, 01010},
BA = {00, 01,100,101, 01000,01001}, siis AB # BA!
— A= {e}, A = A = {00, 01},
A? = AA = {0000, 0001, 0100, 0101},
A3 = AA? = {000000, 000001, 000100, 000101, 010000, 010001,
010100,010101},
A* = {€,00, 01,0000, 0001, 0100, 0101, 000000, 000001, 000100,
000101, 010000, 010001, 010100, 010101, . ..}
— B = {¢}, B' = B = {¢, 1,010},
B? = BB = {¢,1,010,11, 1010, 0101, 010010},
B?=BBB...

61



e Nyt olemme valmiit méé&rittelemaan séannolliset lausekkeet.
Tehdaan maaritelma kahdessa vaiheessa.

— Ensin annetaan ns. induktiivinen maaritelma saannollisten
lausekkeiden syntaksille.

— Taman jalkeen maaritellaan séanndllisten lausekkeiden se-
mantiikka, ts. minka kielen kukin saanndllinen lauseke ku-
vaa.

e Maaritelma: Aakkoston X saanndlliset lausekkeet (engl. regu-
lar expression) maaritellaan induktiivisesti sdannaoilla:

(i) 0 ja e ovat X:n saannollisia lausekkeita;
(if) a on X:n saanndllinen lauseke kaikilla a € X;
(iii) jos r ja s ovat Y:n sdanndllisia lausekkeita, niin (rUs), (rs)
jar* ovat X:n sdanndllisia lausekkeita;
Muita 33:n saanndllisia lausekkeita ei ole.

e Esimerkiksi seuraavat ovat aakkoston {a, b} sadnndllisia lausek-
Keita:
ri = ((ab)b), 719 = (ab)*,

rs = (ab*), r4= (a(bU (bb)))*.
e Esim. r; on syntaktisesti korrekti sdannollinen lauseke, silla:

—a, b € Y, joten ne ovat sdannollisiad lausekkeita (saanto (ii)).
— Siispd (ab) on sdanndllinen lauseke (saanto (iii)), joten myos
((ab)b) on s&&nnollinen lauseke (s&anto (iii)).
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e Seuraavana induktiivinen maaritelma saannollisen lausekkeen
r kuvaamalle kielelle L(r). Idea:

— Madritellaan ensin yksinkertaisten, edellisen sivun kohtien
(i) ja (it) mukaisten saanndollisten lausekkeiden kuvaamat
Kielet.

— Taman jalkeen maaritelladn monimutkaisempien kohdan (iii)
mukaisten saanndllisten lausekkeiden kuvaamat kielet lausek-
keiden osasten kuvaamien kielten avulla.

Tasmallisemmin:

e Maaritelméa: Aakkoston X sdanndllinen lauseke kuvaa kielen,
joka maaraytyy seuraavista sdanndgista:

(i) L(0) = 0 ja L(e) = {e}.

(ii) L(a) = {a} kaikillaa € .

(iii) L((rUs)) = L(r) U L(s), L((rs)) = L(r)L(s), Ja
L(r*) = (L(r))".
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e Tarkastellaan esimerkkina lausekkeiden rq, 9, r3 ja r, Kuvaa-
mien kielten méarittelemista.

— Kohdan (ii) perusteella L(a) = {a} ja L(b) = {b}.

— Siispé kohdan (iii) toisen s&annon perusteella
L(ab) = L(a)L(b) = {a}{b} = {ab}, ja edelleen
L(r1) = L((ab)b) = L(ab)L(b) = {abb}.

— Kohdan (iii) kolmannen s&&nndn perusteella
L(ry) = L((ab)*) = {ab}* = {¢, ab, abab, ababab, . . .}.

— Kohdan (ii) ja kohdan (iii) kolmannen s&&nnon perusteella
L(b*) = L(b)* = {b}* = {e,b,bb, bbb, ...} = {b" | i > 0},
joten kohdan (iii) toisen s&dnnon perusteella
L(r3) = L(ab*) = L(a)L(b*) = {a}{b}* = {ab' | i > 0}.

— Koska L(b) = {b} ja L(bb) = {bb}, kohdan (iii) ensim-
maisen saannon perusteella L(b U bb) = L(b) U L(bb) =
{b} U{bb} = {b, bb}.

— Kohdan (iii) toisen sadnnon perusteella siis L(a(b U bb)) =
{ab, abb}, joten lopulta kohdan (iii) kolmannen saannén pe-
rusteella saamme
L(ry) = L((a(b U (b0)))*) = L((a(b U (bD))))" = {ab, abb}*
= {e, ab, abb, abab, ababb, abbab, abbabb, . . .}.

e Lyhennysmerkintoja:

— Annetaan operaattoreille seuraavat prioriteetit: ensin sul-
keuma, sitten katenaatio, lopuksi yhdiste. (\Vrt. aritmeettis-
ten operaatioiden prioriteetit: ensin potenssi, sitten kerto-
lasku, lopuksi summa.)
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— Havaitaan, ettd yhdiste- ja tulo-operaatiot ovat assosiatiivi-
sia:

L(((rus)Ut)) = L((rU(sUt)))

L(((rs)t)) = L((r(st)))
— Sovitaan, ettd sdannollisen lausekkeen sulkuja voi jattda mer-
Kitseméttd, jos lausekkeen merkitys on prioriteettisaanto-

jen ja yhdisteen ja tulon assosiatiivisuuden nojalla ilmankin
selva.

e Edelliset esimerkit voidaan siis kirjoittaa yksinkertaisemmin:
ry =abb, ry=(ab)", r3=ab", r4=(a(bUbD))"

e Huom: Usein kaytetaan lyhennysmerkintdd r= = rr* = r*r.

Saannolliset kielet

e Saannollinen lauseke on merkkijono joka kuvaa jonkin for-
maalin kielen. Saanndllinen lauseke on merkkijonona aina aa-
rellinen, mutta sen kuvaama Kieli saattaa olla aareton.

e Saannollinen lauseke on siis &&rellinen merkkijonoesitys po-
tentiaalisesti aarettomalle formaalille kielelle.

e Madritelma: Kieli on sdanndllinen, jos se voidaan kuvata
saannollisella lausekkeella.

e Kuten tulemme huomaamaan (ja oikeastaan tieddmmekin jo),

el kaikkia formaaleja kielia pysty esittdméaén saannollisten lausek-

keiden avulla.
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Esimerkkeja

e Olkoon aakkosto ¥ = {a,b,c,...,06}. Tarkastellaan s&&nnol-
lista lauseketta
r = ["teorial®,

missé [ on lyhennysmerkintd lausekkeelle (aubuU...Ud); siis
L(I*) = ¥*. Lauseke kuvaa kielen, joka koostuu kaikista merk-
kijonon teoria osajononaan sisaltavista merkkijonoista.

e Javan etumerkittomistéa liukulukuliteraaleista koostuva aakkos-
ton Y ii Kieli voidaan kuvata saanndllisella lausekkeella
(d*.d*'U.d")(eU((eUE)(+U-Ue)d™))(eUs)
Ud ™ (eUE)(+U-Ue)d ™ (eUs)
Ud™s,
missé d = (0U - - - U9) ja s = (dUDUTUF).
Kieleen kuuluvat esim. merkkijonot 12., .12f, 1.2, 7D, 1.2E3,
1.2e3, 1.2E-3f, 1E2, ja 1e23.

e Edellisiin esimerkkeihin séédnndlliset lausekkeet sopivat melko
hyvin. Aina néin ei valttdmatt4 ole.

e Kieli, johon kuuluvat kaikki ne merkkijonot, joissa ei esiinny
sanaa “kaytantd”, on kylla saannoéllinen, mutta kielen méarit-
televasta saannollisestd lausekkeesta tulisi hiukan pitka ja epa-
havainnollinen.
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Saannollisten lausekkeiden sieventaminen

e Saannollinen kieli voidaan yleensa kuvata usealla vaihtoehtoi-
sella saannolliselld lausekkeella. Esimerkki:

¥ = L((aUb))
= L((a"0")")
= L(a™d" U (aUb)ba(aUb)¥).
e Maaritelma: Saanndlliset lausekkeet r ja s ovat ekvivalentit,
merkitd&n r = s, jos L(r) = L(s).
e Liséksi merkitddn r C s tarkoittamaan L(r) C L(s).

e Lausekkeen sieventdminen tarkoittaa “yksinkertaisimman” ekvi-
valentin lausekkeen méérittamista.
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Sievennyssaantoja

rur

rU(sUt) =

r(st)

rds =
= rsuyurt

r(sUt)
(rUs)t

0 =

=

T

er —

*
*

r(muttarr £ r, kunr £ 0, ¢)
(rus)uUt

(rs)t

suUur

rt U st

€

O (muttad Ur =r)
r(mutta e U r # r, Kunr # ¢)

— r*rUe=r"Ue

(rue)”

/r>|<

o Naitd saantdja voi soveltuvissa maarin kayttad, mutta usein
kuitenkin tarkeintd on “jarjen” kaytto ja kokeilu. My6s myo-
hemmin esitettava saannollisten lausekkeiden ja automaattien
vastaavuus saattaa joissain tapauksissa helpottaa lausekkeiden

sieventamista.
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e Esimerkki: Todistetaan, ettd pari sivua aiemmin esitetyt saan-
nolliset lausekkeet (a U b)*, (a*b*)* ja a*b* U (a U b)*ba(a U b)*
kuvaavat kaikki saman kielen.

e Madritelmista seuraa, ettd L(r) = L(s) < L(r) C L(s) A
L(s)CL(r)elir=s<rCsAsCr

e Kolmen lausekkeen r, s ja t ekvivalenssi voidaan osoittaa nayt-
tdmélla erikseenr C s, s C tjat C r, silla néista seuraa jouk-
koinkluusion transitiivisuuden nojalla ettd myds s C r,t C s
jar Ct.

e Esimerkin tapauksessa:

1. (aUb) C (a*b*) = (aUDb)* C (a*b*)*

2. ((a*b*)") C a*b* U (a U b)*ba(a U b)*):
— jos muotoa a*b*, niin selva
— muuten sisaltda osajonon ba

3.a"0* U (a Ub)balaUb)*) C (aUb), silld (aUb)* kuvaa
kaikki >2:n merkkijonot

Siispa (a Ub)* = (a*b*)* = a*b* U (a U b)*ba(a U b)*).

¢ \oidaan todistaa (todistus sivuutetaan): Jos L ja M ovat s&an-
nollisia kielid, myds
1.LNM
2.L =Y\ L
3. L' = {wf|lw € L}
ovat saannallisia.
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2.5. Kaksi aarellisen automaatin laajennosta

Ennen kuin pystymme todistamaan ettd aarelliset automaatit ja
sdannolliset lausekkeet ovat yhta ilmaisuvoimaisia, méarittelem-
me &éarellisille automaateille kaksi laajennosta.

e-automaatti

e Epadeterministinen aarellinen automaatti, jossa sallitaan
e-siirtymat — siirtymaét, joissa automaatti ei lue yhtaan syote-
merkkig, vaan siirtyy “itsestaan” tilasta toiseen.

€

@

€

Kuva 1: Kielen {aa, ab} tunnistava e-automaatti.

e Kuvan automaatti siirtyy ensin joko tilaan ¢1 tai tilaan ¢4, ja
vasta tdman jalkeen se alkaa lukea sydtenauhansa sisaltoa.

e Méaaritelma: e-automaatti on viisikko M = (Q, 3,0, qo, F),
missé siirtyméfunktio 6 on kuvaus

5:Q x (ZU{e}) = P(Q).
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e Tilanne (¢, w) voi johtaa suoraan tilanteeseen (¢’, w’)

(g, w) (¢, w"),
M
jos
(H)w=aw' (a € X)jaq € d(q,a); tai
(ilw=w"jaq €d(q,e
e Muut maaritelmat kuten tavallisilla epadeterministisilla aarel-
lisill4 automaateilla.

e Esim. edellisen sivun automaatissa (¢0, aa) = (q1,aa) koska
qO:sta on e-siirtyma tilaan ¢1, (¢1,aa) = (¢2,a), ja (¢2,a) F
(g3, €). Siispa (¢0, aa) F* (g3, €).

e Lemma: Olkoon A = L(M) jollakin e-automaatilla M. Tallgin
on olemassa mya0s e-siirtyméaton epadeterministinen automaat-
ti M, jolla A = L(M).

e Todistus: Olkoon M = (Q, ¥, 9, qo, F') joKin e-automaatti. Au-
tomaatti M toimii muuten kuten M, mutta simuloi kunkin as-
kelensa yhteydessa myds kaikki A :n mahdolliset e-siirtymat.

Formaalisti:

— AN

M = (Q72757QO7F)7
missa

A

a.0) = {0 € Q| (@) (¢ O}

~ FuU . J0S (qo, €)F"(q¢, €) jollain ¢ € F;
7o {0}, Jos (qo 6); (gr.¢€) ] qy -
F muuten.
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e-siirtymien poisto kaytanngdssa

e Edellisen lemman todistuksen konstruktiossa:

— Muodostetaan siirtyma ¢—¢’, jos (gq, a);*(q’, €).

— Lisataan alkutila gy lopputiloihin, jos (qo, €)F"(qy, €) jolla-
M
Kin tilalle ¢, € F.

e Eli jos haluamme muodostaa e-automaattia M vastaavan epé-
deterministisen automaatin M/, toimitaan seuraavasti:

— Kopioidaan kaikki M :n tilat sek& normaalit siirtymat auto-
maattiin M.

— Jos M :ssa paastaan alkutilasta johonkin lopputilaan pelkilla
e-siirtymilla, tehdaan M:n alkutilasta qo lopputila.

— Tamaén jalkeen kéaydaan lapi kaikki tilaparit ¢,¢" € Q ja
merkit ¢ € .. Jos automaatissa M on olemassa polku ti-
lasta ¢ tilaan ¢’ siten ettd matkalla tehddan vain e-siirtymié
seké tasan kerran siirtyma merkilla a, lisdtdan automaattiin
M siirtyma tilasta ¢ tilaan ¢’ merkilld a; muuten siirtymaa
qiq/ el lisata.

e Kuvan 1 e-automaattia vastaava epadeterministinen automaat-

tl:
OO

@
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Toinen esimerkki:
. (D))
e e OSSO

==

Kuva 2: e-automaatti M.

Kuva 3: Epédeterministinen automaatti M.
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Lausekeautomaatit

o Maaritelma: Merk. REsx. = aakkoston X sdannéllisten lausek-
keiden joukko. Lausekeautomaatti on viisikko

M = (Q72767 QO7F>7
missa siirtymafunktio ¢ on aarellinen kuvaus
0 :Q xREgx — P(Q).

(Kuvauksen ¢ aarellisyys tarkoittaa tassa, etta d(q, ) # () vain
adrellisen monella parilla (¢, r) € @ x REy).

e Yhden askelen tilannejohto maaritell&én:

(¢, w) = (¢, )

M

joson ¢ € 6(q,r) jollakin sellaisellar € REy;, ettd w = zuw' ja
z € L(r). Muut maéritelméat samat kuin e- epadeterministisilla
automaateilla.

e Intuitio: lausekeautomaatti lukee jokaisessa laskenta-askeleessa
merkkijonon, kun aiemmin mééritellyt automaatit lukevat kor-
keintaan yhden merkin.

e Siirtymissa luettavat merkit mééaritellaan saannollisten lausek-
keiden avulla.
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e Tarkastellaan seuraavaa lausekeautomaattia:

 Sa ()
e
\

aalUab . ba .

e Siirtymassa g0:sta ¢q1:n voidaan lukea mink& tahansa pituinen
pelkistd b-merkeistd koostuva merkkijono (siis myos 0:n mit-
tainen).

Esim: (q0, bbbab) - (¢1, ab) toisaalta myos (q0, bbbab) F (q1, bab),
(q0, bbbab) F (q1, bbabd) ja (g0, bbbab) - (q1, bbbab).

e Siirtyméssé q1:sta ¢2:een voidaan lukea ainoastaan merkkijono
ab, eli (q1,ab) - (g2, €).

e Koska (q0, bbbad) F (q1, ab) ja(ql, adb) F (q2, €), patee (q0, bbbab) F*
(g2, €). Koska ¢2 on hyvéksyva tila, hyvaksyy laseautomaatti
merkkijonon bbbab.

e Mieti miksi automaatti hyvéksyy merkkijonot aaa ja abba!
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2.6. Adrelliset automaatit ja saannolliset kielet

e Osoitetaan seuraava tulos:
Kieli on saannollinen < Kieli voidaan tunnistaa aarellisella
automaatilla.

e Todistuksen idea:

1. Kieli L(r) on s&&nnéllinen = L(r) voidaan tunnistaa aarel-
lisella automaatilla M:

— Muodostetaan saannollista lauseketta » vastaava e-automaatti

— Poistetaan automaatista e-siirtymat, tuloksena ekvivalent-
ti eli saman kielen tunnistava epéadeterministinen auto-
maatti.

— Haluattessa epadeterministinen automaatti voidaan viela
determinisoida ja minimoida.

2. Kieli L(M) voidaan tunnistaa &arelliselld automaatilla A/
= L(M) on s&&nnollinen kieli eli L(M) = L(r) jollakin
sdannollisella lausekkeella 7
— Tarkastellaan lausekeautomaatteja— jos véite patee lause-
keautomaateille, se patee myos tavallisille &arellisille au-
tomaateille (jotka ovat lausekeautomaattien erikoistapaus).

— Redusoidaan lausekeautomaatti M korkeintaan 2-tilaiseksi
automaatiksi, josta voidaan lukea suoraan saannéllinen
lauseke r, jolle L(r) = L(M).
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e Seuraava lause osoittaa, ettd jokainen saannéllinen lauseke voi-
daan muuntaa mekaanisesti aarelliseksi automaatiksi, joka tun-
nistaa saman kielen.

e Lause: Jokainen saannollinen kieli voidaan tunnistaa aarelli-
sella automaatilla.
Todistus:

— Muodostetaan mielivaltaista saannollista lauseketta r vas-
taava e-automaatti M, jolla L(M,) = L(r) (ks. kuva).

— M, :sté voidaan poistaa e-siirtymat edellisen lemman mu-
kaisesti. Syntynyt epadeterministinen automaatti voidaan de-
terminisoida aiemmin esitetyn konstruktion avulla. Tulok-
sena (deterministinen) aarellinen automaatti, joka tunnistaa
kielen L(r). O
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Kuva 4: Lauseketta r vastaavan e-automaatin A/,, muodostaminen.
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e Esimerkkind sdanndllisen lausekkeen a(b U bb)* muuntaminen
e-automaatiksi.

vaihe 1:

vaihe 2:

vaihe 3:

bUbb b
€

vaihe 4:

vaihe5:
a(bUbh)”

=0

e Saatu e-automaatti voidaan muuntaa opituin keinoin epadeter-
ministiseksi automaatiksi ja edelleen deterministiseksi auto-
maatiksi.
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e Todistetaan sitten implikaatio toiseen suuntaan:

e Lause: Jokainen aarellisella automaatilla tunnistettava kieli on
saannollinen.

Tod.: Osoitetaan, ettd jokainen lausekeautomaatilla tunnistet-
tava kieli on saanndéllinen. Vaite seuraa tastd, koska tavalliset
aarelliset automaatit ovat erikoistapaus lausekeautomaateista.

Idea: Redusoidaan lausekeautomaatti s.e. siitd voidaan lukea
vastaava saannollinen lauseke:

— Yhdistetaan M :n lopputilat yhdeksi lopputilaksi g
e-stirtymilla (ks. kuva 5).
— while (muita kuin alku- ja lopputiloja) {
+ Valitse ¢, ¢ # qo, ¢ # ¢y
+ Poista g reitilta ¢; — ¢ — ¢; (missa ¢; = ¢:n edeltajatila
Ja g¢; = ¢:n seuraajatila) reduktiosaannoilla. Muista kayda
l&4pi kaikki tilan ¢ siséltavéat polut!
« Yhdista rinnakkaiset siirtymat.
} (ks. kuvat 6 ja 7)

\

Kuva 5: Lausekeautomaatin lopputilojen yhdistdminen.
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®:
(a)=()- (1))
qi = qi q;

(ii):

t
r s rt*s
qi q = qi q;

Kuva 6: Tilan poistaminen lausekeautomaatista.

r

T - O

S

Kuva 7: Rinnakkaisten siirtymien yhdistdminen lausekeautomaatissa.

— Tiivistyksen péattyessa jaljelld olevaa enintdén 2-tilaista au-
tomaattia vastaava saannollinen lauseke muodostetaan ku-

ten kuvassa 8. ]
(i): r
%@ - :
(ii): r r3

AP
— Q/—\© = rira(rs Urarirs)®
N 7

Kuva 8: Saannéllisen lausekkeen muodostaminen redusoidusta lausekeautomaatista.
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Esimerkki

e Saannollisen lausekkeen muodostaminen aarellisesta automaa-
tista;

aaUb
. % = %@ (aa U b)(ba)*(bbU a) =
R
</ bbUa </
ba

ab ab

%@ ?fl’auu Doa ua) (abU (aa U b)(ba)* (b U a))*
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2.7. Saanndllisten Kielten rajoituksista

e Formaaleja kielid (paatdsongelmia) on ylinumeroituva maa-
ra, mutta sadnnollisia lausekkeita vain numeroituva maara =
kaikki kielet eivat voi olla sdannollisia. Miten osoittaa, etta kie-
li el ole saann6llinen?

e Olemme todistaneet, etta kaikki saanndlliset kielet voidaan tun-
nistaa aarellisilla automaateilla.

e Jokaisen aarellisen automaatin “muisti” on aarellinen: Ainoa
asia, jonka automaatti muistaa syotteen jo kasitellysta osasta,
on automaatin tila, joita on vain &arellinen méaara.

e Tastd seuraa perusrajoitus: Kieli on sdanndllinen vain jos se
voidaan tunnistaa vakiomaaralla muistia.

e Esim. tasapainoisten sulkujonojen muodostama kieli L., =
{(M* | & > 0} ei ole saanndllinen, joten sita ei voi tunnis-
taa aarelliselld automaatilla. Intuitiivisesti syyna on se, etta ol-
lessaan syOtteen keskikohdassa tunnistavan automaatin pitaisi
muistaa tdsmalleen lukemiensa “(”-merkkien lukumaarg, jot-
ta se voisi tarkastaa “)”-merkkejé olevan yhtd monta. Tahan ei
vakiomaara muistia riité, silla “(”-merkkeja voi olla mielival-
taisen monta.

e Seuraus: hyvinmuodostettuja aritmeettisia lausekkeita el voida
tunnistaa aarellisella automaatilla.

e “Pumppauslemma” formalisoi tdman rajallisen muistin idean.

83



e Johdatuksena pumppauslemman ideaan tarkastellaan oheista
automaattia joka hyvaksyy saman kielen kuin sdanndéllinen lause-
ke bb U a(ab)*bb.

e Automaatti hyvéaksyy merkkijonon aabbb, silla
(1, aabbb) F (2, abbb) = (5,bbb) F (2,bb) = (3,b) F (4, €).
e Huomionarvoista tassa on se ett4d automaatti tekee “luupin”
a b . . : ]
2 5 2 lukiessaan syOtteen toisen ja kolmannen mer-
Kin.

e Automaatti luuppaa samaan tapaan myoskin kasitellessaan mui-
takin pitempia syotteitaan jotka se tulee hyvaksymaan. Hyvak-
sytyista syOtteista ainoastaan abb ja bb eivét aiheuta luuppaus-
ta.

e Oikeastaan onkin niin, ettd jos automaatti hyvaksyy merkki-
jonon aabbb, hyvéksyy se minka tahansa merkkijonon, jossa
tilojen 2 ja 5 vélilla on luupattu mielivaltaisen monta kertaa:

e Eli esim syottelld aababbb luupataan kahteen kertaan:
(1, aababbb) = (2, ababbb) F (5, babbb) = (2, abbb) - (5, bbb) -
(2,bb) = (3,0) F (4, €).

e \astaavasti syotteelld aabababbb luupataan kolmesti, ja ylei-
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sessa tapauksessa syotteelld a(ab)'bb luupataan i-kertaa.

e Ts. merkkijonoa aabbb voidaan “pumpata” keskelta.

e Sama patee mille tahansa sédanndlliselle kielelle L: Jokaista
kielen “tarpeeksi pitkda” merkkijonoa voidaan pumpata jostain
kohtaa merkkijonon keskelta.

e Perusteena on sama kuin minkéa asken esitimme. Jos tarkastel-
laan kielen L hyvéksyvaa aarellistd automaattia, ovat “kaikki
tarpeeksi pitkat” hyvaksytyt merkkijonot sellaisia etté niitd ka-
sitelless&an automaatti luuppaa, ja tata luuppia voidaan toistaa
halutessa miten monta kertaa tahansa
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Pumppauslemma

e Lemma: Olkoon A saanndllinen kieli. Talloin on olemassan >
1 s.e. mikd tahansa z € A, |z| > n, voidaan jakaa osiin x =
wvw, luv] < n, |v] > 1, jauwv'w € Akaikillai =0,1,2, ...

e Siis: Pumppauslemman nojalla jokaiselle séédnnolliselle kielel-
le 16ytyy luku n siten ettd kaikkia véhintaan n:n mittaisia kie-
len merkkijonoja voidaan pumpata keskelta.

e Merkkijonojen pumppauskohta on aina ensimmaisen n:n mer-
Kin sisalla.
e Huom: Lemma sanoo, etté jokaista tarpeeksi pitkaa merkkijo-

noa voidaan pumpata jostain kohtaa, mutta pumppauskohtaa ei
saa valita mielivaltaisesti.
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Pumppauslemman todistus:

— Koska A on saannollinen, on olemassa &arellinen automaat-
ti M, jolle L(M) = A. Valitaan n = M:n tilojen lukumé&ara.

— Tarkastellaan automaatin lapikdymia tiloja sen tunnistaessa
merkkijonoa z € A, |z| > n:

x Koska |x| > n, tdytyy M :n kulkea jonkin tilan kautta (ai-
nakin) kaksi kertaa (itse asiassa jo z:n n:8a ensimmaisté
merkkia késiteltédessa).

x Olkoon ¢ ensimmainen tila, jonka automaatti toistaa x:aa
késitellesséaén.

+ Olkoon u M:n kasittelema x:n alkuosa sen tullessa en-
simmaisen kerran tilaan g.

x Olkoon v se osa x:std, jonka M kasittelee u:n jalkeen ja
ennen ensimmaista paluutaan g¢:hun, ja

* w = loput x:sta.
« Talloin on |uv| < n, [v] > 1, jaw'w € A kaikilla
1=0,1,2,....

Kuva 9: Merkkijonon z = uvw € A pumppaus.

87



e Pumppauslemma siis lupaa ettd kaikkien sdanndllisten kielten
riittavan pitkat merkkijonot pumppautuvat.

e Jos jokin kieli L ei toteuta pumppauslemmaa — mill&dén n ei
pade ettd n:aa pidemmaét L:n merkkijonot pumppautuvat —
tiedetaan, etta L ei ole saanndllinen kieli.

e Taten voimme todistaa pumppauslemmaa kayttéen etta jokin
kieli ei ole séanndllinen.

e Todistustekniikka sille etta kieli L ei ole saannollinen, on seu-
raava:

— Tehdaan vastaoletus: Kieli L on saannoéllinen.

— Pumppauslemman nojalla on olemassa luku n jota pitem-
mé&t merkkijonot pumppautuvat.
Huom. Tiedetdan ainoastaan ettd jokin talldinen n on ole-

massa, (olettaen ettd L on sddnndllinen), mutta luvun n suu-
ruutta ei tiedeta.

— Naytetaan, ettd jokin merkkijono x € L, jonka pituus on
vahintdan n, ei pumppaannu milldan lemman mukaisella
jakotavalla x = uvw.

— Na&in vastaoletus ettd L on sddnndllinen kieli aiheuttaa risti-
rildan pumppauslemman kanssa. Siispa kieli L ei ole saan-
nollinen.
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Esimerkki 1

e Vaite: Sulkulausekekieli
L= Ly ={(")" | k> 0}.

ei ole saanndllinen.

Tod.: Vastaoletus: L on saannéllinen. On siis olemassa luku
n > 1, jonka pituisia (ja pitempid) L:n merkkijonoja voidaan
pumpata.

Valitaan pumpattavaksi merkkijonoksi z = ()", jolloin |z| =
2n > n. Vaikka emme tiedd konkreettista arvoa luvulle n,
voimme kaytté4 sitd muodostaessamme merkkijonoa, silla tie-
damme etta luku n on olemassa.

Lemman mukaan = voidaan jakaa pumpattavaksi osiin =z =
uvw, siten ettd |uv| < n, |v| > 1; siis on oltava

u=_"v=>, w= """ missai+j<n, j>1.

Siis pumpattava osa sisaltada pelkastdan (-merkkejé, ja on var-
ma ettd pumpattavan osan pituus on vahintaan yksi. Huom: tas-
sS4 i:n ja 7:n tarkkaa arvoa ei tiedetd. Pumppauslemma takaa
etti + 5 < njaj > 1, mistd seuraa, ettd pumpattavan osan
pituus on vahintaan 1 ja enintaan n.

Nyt esimerkiksi “0-kertaisesti” pumpattu merkkijono uwv'w =
(F(m=+Nr = (n=3)" ei kuulu kieleen L silld (-merkkeji on
véahintdan 1 vahemman kuin )-merkkeja.

Ristiriita. Siten L ei voi olla saannéllinen. O
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e Huom: Pumppauslemma ei sano, ettd voimme valita u:n ja v:n
haluamallamme tavalla!

e Edelld valitsimme pumpattavan jonon pituudeksi 2n, jolloin
ensimmaiset n “(”-merkkid muodostavat wv:n, vaikkei tiede-
takaan tarkkaan miten.

Esimerkki 2

e Viite: L = {a"b' | > k > 0} ei ole saanndllinen.
Tod.: Vastaoletus: L on sdanndllinen. Pumppauslemma =
Jn > 1, jonka pituisia merkkijonoja voidaan pumpata. Vali-
taan x = a"b". Nyt |z| = 2n > n.
Lemman mukaan = voidaan jakaa pumpattavaksi osiin =z =
uvw, Siten ettd |uv| < n, |v| > 1; siis on oltava

u=a, v=al, w=a""Ip"  missai+j<n, j>1.

Pumpattava osa koostuu siis vahintaan yhdesta a merkista.
Nyt uo'w = a’a” (+)p" = ¢"=7p" kuuluu kieleen L, joten
0-kertainen pumppaus onnistuu. Mutta 2-kertainen pumppaus
wo*w = a'a¥a"" P = " Hb" ei kuulu kieleen L. Ristiriita,
eli L ei voi olla sdanndllinen. O

Kuten ylla nahtiin, ristiriitaan saannollisyyden kanssa riittaa
se, ettd joku maara osan v toistoja johtaa ulos kielesta — pump-
pauslemman nojalla v kun pitdisi saada toistaa mielivaltaisen
monta kertaa.
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Esimerkki 3

o Viite: L = {cla®" |k > 0 A [ > 1} ei ole saanndéllinen.
Tod.: Vastaoletus: L on sdanndllinen. Pumppauslemma =
Jn > 1, jonka pituisia merkkijonoja voidaan pumpata.
Valitaan x = ca™b". Nyt |z| = 2n + 1 > n.
Lemman mukaan z voidaan jakaa pumpattavaksi osiin =z =
uvw, siten ettd |uv| < n, |v| > 1. Huomattava ero edelliseen

kahteen esimerkkiin on se ettei uv koostukaan pelkéstaan mer-
keista a, vaan on tyyppid ca . . . a.

Jakoja uvw on nyt olennaisesti kahta eri tyyppid. Ensimmai-
sessa c sisdltyy osaan u ja toisessa pumpattavaan osaan v (jol-
loin u:ssa ei ole yhtdan merkkid):

lu =cd, v=d, w=a"Dp" missii+j < n—
1, 7> 1

2.u=¢, v=ca, w=a"lb", missin>j>0.

Kumpaakin tapausta on tarkasteltava erikseen, silla haluamme-

han nayttaa ettei z:n mikaan jako vvw pumppaannu.

1. u'w = cala™ D = ca™Ib" ei kuuluu kieleen L sil-
I& merkkeja a on vahemmaén kuin merkkeja b. Siis mikaan

jako jossa c sisdltyy osaan u ei onnistu, silla 0-kertainen
pumppaus ei kuulu kieleen.

2. uv'w = a"7b" ei kuuluu kieleen L silla alussa ei ole merk-
Kid c. Siis myoskaan jako, jossa c¢ siséltyy pumpattavaan
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osaan, ei onnistu, silla 0-kertainen pumppaus ei kuulu kie-
leen.

Ristiriita, eli L ei voi olla séannollinen. O

e Edellinen esimerkki tuo selvemmin esiin sen etta erilaisia jako-
mahdollisuuksia vvw on suuri maarg, ja ainoa asia jonka jaosta
Vvoi olettaa on se ettd |uv| < n ja |v| > 1, ts. pumppattava osa
on merkkijonon n:n ensimmaisen merkin sisalla ja pumpatta-
van osan pituus on vahintadén 1 merkki.

e Esimerkiksi esimerkissa 2 merkitsimme merkkijonon z = a"b"
jakoja seuraavalla tavalla:
u=a, v=a, w=ad"" "y,
Tassa parametrit ¢, 5 toteuttavat ehdot 2 + 57 < n, 57 > 1, mutta
niiden arvoja ei ole muuten Kiinnitetty.

e Koska maéarittelemme merkkijonot u, v, ja w avoimien para-
metrien ¢ ja j avulla, tarkastelemme tavallaan montaa (jokaista
lemman rajoitteiden sallimaa) jakoa rinnakkain. Siis

w=ad, v=a, w=a" "y

tarkoittaa kaikkia seuraavia jakoja:

u=c¢€v=a,w=a"" 1",
u=a,v=a,w=a "
u=c¢€v=aa,w=a"b"
u=a,v=aa,w=a">H"

u=aa,v=aa, w=a"" "
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Y hteenveto saannollisista kielista

e Maaritelman mukaan kieli A on s&anndllinen jos ja vain jos
on olemassa saannéllinen lauseke r joka kuvaa kielen eli jolle
L(r) = A.

e Toisaalta olemme naytténeet ettd saannolliset lausekkeet ja aa-
relliset automaatit ovat tdsmaélleen yhté ilmaisuvoimaisia ku-
vaustapoja: Jos kieli on kuvattavissa saannollisella lausekkeel-
la, on se kuvattavissa (eli tunnistettavissa) myos aarellisella au-
tomaatilla ja kaantaen.

e Seurauksena kieli A on sé&nndllinen jos ja vain jos on olemas-
sa dérellinen automaatti M joka kuvaa kielen eli jolle L(M) =
A.

e Konstruktiot, joilla saannollisen lausekkeen voi muuntaa &aa-
relliseksi automaatiksi ja &arellisen automaatin saannélliseksi
lausekkeeksi on syyta osata.

e Jos pitaa todistaa etta jokin kieli on saannéllinen, riittéa nayt-
ta4 etta kielen voi kuvata saannolliselld lausekkeella tai aarel-
lisella automaatilla (deterministiselld, epadeterministisella, e-
automaatilla, tai lausekeautomaatilla).

e Pumppauslemman avulla voimme osoittaa, ettd jokin kieli ei
ole s&annaollinen.

e Saannolliset kielet ovat vain pieni osajoukko kaikista formaa-
leista kielista, mutta silti usein hyddyllisid kaytannossa.
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2.8. Saannollisten kielten sovelluksia

e Tassa luvussa esitellyt mekanismit tarjoavat tyokaluja ohjel-
mointikielten syntaksin tarkastukseen. Saannollisilla lausekkeil-
la voidaan maaritella esim. liukulukuliteraalien syntaksi, jol-
loin syntaksin tarkastus sujuu aarellisillad automaateilla.

e Luvun 2 mekanismeja kayttaden voidaankin toteuttaa ohjelmoin-
tikielen selaaja — se kaantdjan osa, joka erottelee koodista
erilaiset ohjelmointikielen kannalta mielekkaat kokonaisuudet,
kuten varatut sanat, muuttujanimet, luvut, ... Esim. selaajan-
generoija flex perustuu ndihin menetelmiin.

e Saannolliset lausekkeet ja kielet ovatkin k&ytossa monilla tie-
tojenkasittelyn osa-alueilla: niitéd voi kayttaa tekstihauissa (grep),
k&éntdjan selaajien toteuttamisessa (flex), joidenkin ohjelmoin-
tikielten (Perl, Java) merkkijono-operaatioissa, . ..

o Adrelliset automaatit ja niiden laajennokset ovat kaytossa myos
ohjelmien ja tietoliikenneprotokollien méaarittelyssa ja ohjel-
mien oikeellisuuden verifioinnissa.

e Tietojenkaésittelytieteen ulkopuolella saannélliset kielet ovat kes-
keisessa asemassa esimerkiksi kielitieteissa. Vaitetaan jopa, et-
té luonnolliset kielet saattavat olla mallinnettavissa sdannalli-
sind kielina (Fred Karlsson).

e Sovelluksia loytyy siis tietojenkésittelyn teoriasta ja kéytan-
nosta sekda myos monilta muilta aloilta.
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3. Kontekstittomat kielet ja pinoautomaatit

e Edelld olemme todistaneet, ettd esim. tasapainoisten sulkulausek-
keiden muodostama kieli

Lmatch - {(k)k ‘ k 2 O}
ei ole saanndllinen,

¢ Kielen voi kuitenkin kuvata kontekstittomalla kieliopilla (engl.
context-free grammars).

e Kuten edellisesta luvusta tiedamme, sdanndllisten lausekkei-
den kuvaamat kielet voidaan tunnistaa &éarellisilla automaateil-
la. Vastaavasti kontekstittomien kielioppien kuvaamat kielet
voidaan tunnistaa pinoautomaateilla (engl. push-down auto-
maton).

e Tassa luvussa tarkastellaan kontekstittomia kielioppeja ja -kielia,
kontekstittomiin kieliin liittyvié kielentunnistusongelmia ja pi-
noautomaatteja.
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3.1. Kontekstittomat kieliopit ja kielet

e Esim. sulkulausekekielelld L. on yksinkertainen rekursiivi-
nen kuvaus: S on tasapainoinen sulkumerkkijono, jos

(i) S = e tai

(if) .S on muotoa (S’), missa S’ on tasapainoinen sulkumerkki-
jono.

e Toinen kuvaustapa: seuraavat muunnossaannot tuottavat tas-
malleen kielen L., merkkijonot symbolista S

(i)S — ¢
(i) S — (9)

e Esim. merkkijono ((())) voidaan tuottaa muunnossaantdjen avul-
la seuraavasti:

S = (5) = ((5)) = (((5))) = (((¢))) = ((0))-
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e Kontekstiton kielioppi on edellisen kaltainen muunnossystee-
mi eli lista muunnossaantdja. Kuvattavat merkkijonot tuote-
taan korvaamalla erityisia muuttuja- tai valikesymboleita an-
nettujen sééntdjen mukaan yksi kerrallaan, valikesymbolin kon-
tekstista (eli sitd ympardivan merkkijonon rakenteesta) riippu-
matta. Tasta kontekstittomien kielioppien nimi.

e Esim. Yksinkertainen kielioppi kielelle L., joka koostuu kerto-
ja yhteenlaskuja sisaltavista aritmeettisista lausekkeista:

E —- T | E+T
T—>F’T>{<F
F — a | (B).

Tassa merkinta
A—wi|wa| ... |wy
on lyhennysmerkintd merkinnélle
A—w, A—>wy ...A— w.
e Esim. lausekkeen (a + a) * a tuottaminen em. Kieliopin s&an-
t0jen mukaan:
E =T = T'x F = FxF

= (BE)* F = (E+T)«xF = (I'+T)%xF
= (F+1T)«F = (a+1)«xF = (a+F)xF
= (a+a)xF = (a+a)xa

97



Kontekstittomien kielioppien formaali maaritelma

e Madritelma: Kontekstiton kielioppi (engl. context-free gram-
mar) on nelikko
G=(V,2X,P>S),

missa

— V on kieliopin aakkosto;

— > C V on kieliopin paatemerkkien (engl. terminal symbol)
joukko; sen komplementti N = V' \ X on kieliopin vélike-
merkkien tai -symbolien (engl. non-terminal symbol) jouk-
ko;

— P C N x V*on kieliopin sdantojen tai produktioiden jouk-
ko;

— 5 € N on kieliopin [ahtdsymboli.
e Produktiota (A, w) € P merkitdan A — w.
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Esimerkkeja

e Tasapainoisten sulkujonojen muodostaman kielen L., = {(")* | k >
0} tuottaa kielioppi

Gmaich — ({S7 (7)}7 {(7)}7 {S - G,S - (S)},S)

e Edella esitellyn aritmeettisten lausekkeiden kielen L., tuottaa
Kielioppi
G = (V,2, P, F),

missa

V = A{ET,F,a,+,%(,)},

X o= {a,+% ()}

P={F—-T F—-FE+T,T—F T—TxF,

F —a, F— (F)}.

e Kielen L., tuottaa myds kielioppi
G, =(V,¥,PFE),

expr

missa
V - {E7a‘7+7*7(7)}7

2 = {CL,—I—,*,(,)},
P={F—-F+FE EFE—-ExFE FE—a E— (E)}

e Onsiis mahdollista, ettd useat eri kontekstittomat kieliopit tuot-
tavat saman kielen. Tosin vield emme ole edes méaritelleet, mi-
ten kontekstittomat kieliopit tuottavat kielid — tehd&an tama
seuraavaksi.
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Kontekstittoman kieliopin kuvaama kieli

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon
~' € V* kieliopissa GG, merk.

— A/

Y o Y
jos voidaan kirjoittaa v = aAS, v = awp (o, B,w € V¥,
A € N), ja kieliopissa G on produktio A — w

e Esim. (E)xF = (E+T)xF aritmeettisten lausekkeiden kielio-
pissa G.,,, silla oikeanpuoleinen merkkijono on saatu sovelta-
malla vasemmanpuoleiseen kieliopin produktiota £ — E +T.

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa merkkijonon " € V*
Kieliopissa GG, merk.
:>>|< /
7(; v
jos on olemassa jono V':n merkkijonoja vo, v1,...,v, € V*
(n > 0), s.e.

/

Y %G%G G% Y

Esim. (E) « F' =" (a + a) * a Kieliopissa G.,,, Sill&:
(E)xF=(E+T)«xF=(T+T)«F = (F+T)*xF =
(a+T)*F=(a+F)«F=(a+a)*xF=(a+a)x*xa

e Erikoistapaus n = 0: v?*v milla tahansa v € V*,
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e Merkkijono v € V* on kieliopin G lausejohdos, jos patee
S="~.
G
e Esim. Koska £ =* (F)x F', on (E) *a kieliopin G.,, lausejoh-

dos. Lausejohdos on siis valikkeista ja paatemerkeista koostu-
va merkkijono, jonka kielioppi tuottaa.

e (z:nlause on pelk&staan G:n paatemerkeistéd koostuva GG:n lause-
johdos.

Esim. (a + a) * a on lause kieliopissa G.,,, koska (a + a) x a €
{a,+,*,(,)},jJaE =" (a+a)*a.
e Kieliopin GG tuottama tai kuvaama kieli on G::n lauseiden jouk-

ko:
L(G)={x e X" | S=G>*x}

e Siis: merkkijono x € ¥* kuuluu kontekstittoman kieliopin G
kuvaamaan kieleen L(G) jos ja vain jos kieliopin G 1aht6sym-
boli S tuottaa merkkijonon z, ts. on olemassa jono merkkijo-
noja~y,...,vn—1 € V*(n > 0), s.e.

S=>y=>...=>ux.
G G G

e Maaritelma:

Formaali kieli L C X* on kontekstiton, jos ja vain jo se voidaan
tuottaa jollakin kontekstittomalla kieliopilla.
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Vakiintuneita merkintatapoja

e Vilikesymboleita: A, B,C,.... S, T

o Padtemerkkejé: kirjaimet a, b, c, ..., s, t;
numerot 0,1, ...,9;
erikoismerkit; lihavoidut tai alleviivatut varatut sanat (if, for,
end,...)

e Mielivaltaisia merkkeja (kun valikkeita ja paatteita ei erotella):
X, Y. Z

e Paatemerkkijonoja: u, v, w, x,y, 2
e Sekamerkkijonoja: o, 3,7, ..., w

e Kielioppi esitetdan usein pelkkéné sdéntojoukkona:

Al — W11 | c e | wlkl
AQ — W92 | .. | wgkz
Apn — wpt | o0 | Wik,

e Talloin péatelldan valikesymbolit edellisten merkintédsopimus-
ten mukaan tai siitg, ettd ne esiintyvat sdantojen vasempina
puolina; muut esiintyvat merkit ovat paatemerkkeja.

e Lahtdsymboli on tall6in ensimmaisen sdanndn vasempana puo-
lena esiintyvé valike; t4ss4 siis A;.
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Esimerkki: olpe03-kielen syntaksin maarittely kontekstittoman
kieliopin avulla

S — 5,9

var .= F |

begin S end |

if B then S else S |

while Bdo S |

write(F) |
E — int|var|(F)|E+FE|FE—-FE|Ex*xFE|read
B - E=F|E<FE|notB|BandB

e Padtesymbolit:
if, then, else, while, do, begin, end, not, and, read,
write, ;,:=,+,—,=,<,(,), int,var
Tausta-ajatuksenaon, ettd l&hdekooditiedosto eli aakkoston X 4
merkkijono muunnetaan ensin jonoksi paatesymboleja. Muun-
noksen tekevaa ohjelmaa kutsutaan selaajaksi (engl. scanner).
Tyypillisesti selaaja generoidaan automaattisesti (esim. Flex-
ohjelman avulla) listasta saannéllisia lausekkeita ja niihin liit-
tyvia koodinpatkia.
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e Listassa ¢nt edustaa syntaktisesti korrektia kokonaislukua ja
var syntaktisesti korrektia muuttujanimed. Avainsanojen ja ope-
raattorien vastineet aakkostossa > ,scji Ovat vastaavat merkki-
jonot.

e Oheinen kielioppi maarittelee olpe03-kielen syntaksin tdsmal-
lisesti: Aakkoston X4 merkkijono on syntaktisesti korrekti ol-
pe03-kielinen ohjelma joss se voidaan tuottaa ylldolevalla kie-
liopilla.

e Esim. merkkijono
1 :=0; while? <10do 1:=1¢+4+1
on kieliopin mukainen, silla ensin selaaja muuttaa sen muotoon
var = int; while var < int do var := var + int
ja
S=585=wvar =E;:S = var .=int;S =
var = int; S =
var = int; while B do S =
var = int; while B do var .= £ =
var = int; while Bdovar .= E+ FE =
var = int; while B do var .= var + £ =
var :=int; while B do var := var + int =
var = int; while £ < FE do var := var + int =
var = int; while var < E do var := var + int =
var = int; while var < int do var .= var + int
eli kielioppi tuottaa ko. symbolijonon.
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Saannollisten kielten ja kontekstittomien Kielioppien yhteys

e Kontekstittomilla kieliopeilla voidaan kuvata joitakin ei-séén-
nollisia kielia (esimerkiksi kielet L. ja L..).

e Osoitetaan, ettd myos kaikki saanndlliset kielet voidaan kuvata
kontekstittomilla kieliopeilla.

e Kontekstittomat kielet ovat siten aidosti laajempi kieliluokka
kuin sédénnolliset kielet — jokainen saanndllinen kieli on kon-
tekstiton, ja sadnndllisten kielten liséksi on olemassa ei-saannallisia
kontektittomia kielié.

Oikealle ja vasemmalle lineaariset kieliopit

e Maaritelma: Kontekstiton kielioppi on oikealle lineaarinen,
jos sen kaikki produktiot ovat muotoa A — etai A — aB, ja

vasemmalle lineaarinen, jos sen kaikki produktiot ovat muotoa
A — etal A — Ba.

e Osoittautuu, ettd sekd vasemmalle etta oikealle lineaarisilla kie-
liopeilla voidaan tuottaa tdsmalleen saanndlliset kielet. Siksi
lineaarisia kielioppeja nimitetddn myos saannollisiksi kielio-
peiksi.

e Todistetaan seuraavassa vaite vain oikealle lineaarisille kielio-
peille:
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e Lause: Jokainen saannollinen kieli voidaan tuottaa oikealle li-
neaarisella kieliopilla.
Todistus: Olkoon L aakkoston 3> sdanndllinen kieli, ja olkoon
M = (Q,%,9,q, F') sen tunnistava deterministinen &arelli-
nen automaatti. Muodostetaan kielioppi Gy, jolla L(Gyy) =
L(M) = L.

— ()y:n paateaakkosto = M :n sytteaakkosto 3.

— G'y:n valikeaakkostoon otetaan yksi valike A, kutakin A/:n
tilaa ¢ kohden.

— Gyr:n lahtosymbolion A,
— Gj:n produktiot vastaavat M :n siirtymia:

(i) Kutakin M:n lopputilaa ¢ € F' kohden kielioppiin ote-
taan produktio A, — ¢;
(il) Kaikilla ¢ € @ ja a € X lisdtaan kielioppiin produktio
A, — aAy, missd g = 6(q, a).
Konstruktion oikeellisuuden voi todistaa induktiolla tunnistet-
tavan/tuotettavan merkkijonon suhteen (sivuutetaan). O
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e Esimerkki: Yksinkertainen aarellinen automaatti

OO

e

ja sitd vastaava kielioppi:

Al — CLAl‘bAQ
AQ — €|bA2

e Lause: Jokainen oikealle lineaarisella kieliopilla tuotettava kie-
li on saanndollinen.
Todistus: Olkoon G = (V, %, P, S) oikealle lineaarinen kie-
lioppi. Muodostetaan kielen L(G) tunnistava epadeterministi-
nen &arellinen automaatti M, = (Q, X, 9, qs, F') seuraavasti:

— Mg n tilat vastaavat GG:n valikkeita:
Q={qa| A€V -1}

— M¢:n alkutila on 1&htosymbolia S vastaava tila ¢s.

— M:n syOteaakkosto on GG:n paateaakkosto ..

— M¢:n siirtymafunktio ¢ jaljittelee G:n produktioita siten,
ettd kutakin produktiota A — aB kohden automaatissa on
siirtymé g4 — qp (S0. g € 6(qa, a)).

M lopputiloja ovat ne tilat, joita vastaaviin valikkeisiin
liittyy (G:ssé e-produktio:

F={qg1€Q|A—ec P}

107



Konstruktion oikeellisuus voidaan jélleen tarkastaa induktiolla
G:n tuottamien ja M¢:n hyvaksymien merkkijonojen pituuden
suhteen.

e Esimerkki: Tarkastellaan oikealle lineaarista kielioppia:

aAy | bAs | bA4
aAsy | bAy | €
aAy | bAs | bA4
aAs | €

&
R A

Vastaava aarellinen automaatti on:
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3.2. Kielioppien jasennysongelma

e Tehtava: “Annettu kontekstiton kielioppi G' ja merkkijono x.
Onko z € L(G)?”

e Ratkaisumenetelméaa kutsutaan jasennysalgoritmiksi.

e Jasennysongelman ratkaisemiseen on useita vaihtoehtoisia me-
netelmid, erityisesti jos G on jotakin rajoitettua (kaytannossa
esiintyvaa) muotoa.

e Esitellddn ensin jasentamiseen liittyvia peruskasitteit.
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Johdot

e Olkoon merkkijono v € V* kieliopin G = (V, %, P, S) lause-
johdos.

e ~:n johdoksi (z:ssé kutsutaan lahtosymbolista S merkkijonoon
~ johtavaa suorien johtojen jonoa

S=n=>mn=""=>%="7

Esim. lauseen a + a johtoja kieliopissa G.,,

(i) F = E4+T = T+4+T = F+T
= a+1T = a+F = a+a
(i) £ = F+T = EFE4+F = T+ F
= F+F = F+a = a+a
(i) ¥ = EF+T = E+F = FE+a
= T4+a = F+a = a+a

e Johto v =* ~/ on

1. vasen johto, merk. 7:> ’, jos kussakin johtoaskelessa on

produktiota sovellettu merkKij jonon vasemmanpuoleisimpaan
valikkeeseen (edellisessa esimerkissa johto (i)).

2. oikea johto, merk. ="/, jos — ” — oikeanpuoleiseen va-
likkeeseen (edella (iii)).

e Suoria vasempia ja oikeita johtoaskelia merkitaan ~ 1=> ~' ja
Y= ’y’.
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Jasennyspuut

e Suurin osa vaihtoehtoisten johtotapojen eroista muodostuu vain
valikkeiden laventamisesta eri jarjestyksessa (esim. em. johdot
(i) — (iii) ovat kaikki “pohjimmiltaan” samanlaisia).

e Lausejohdoksen jasennyspuu (syntaksipuu, johtopuu) (engl. par-
se tree, syntax tree, derivation tree) = esitystapa, josta ndmé
epaoleelliset erot on abstrahoitu pois.

e Jasennyspuu kertoo ainoastaan, miten valikkeet on lavennettu,
el missa jarjestyksessa lavennukset on suoritettu.

e Esim. kaikkia kolmea em. johtoa vastaa sama jasennyspuu:

E

/TN

E + T
T F
F a

a

Kuva 10: Lauseen a + a jasennyspuu Kieliopissa Gexpr-
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e Méaaritelma: Olkoon G = (V, X, P, S) kontekstiton kielioppi.
Kieliopin G mukainen jasennyspuu on jarjestetty puu, jolla on
seuraavat ominaisuudet:

(i) Puun solmut on nimetty joukon V' U {e} alkioilla siten, ett&
sisasolmujen nimet ovat vélikkeita (so. joukosta N =V —
32) ja juurisolmun nimena on lahtésymboli S;

(if) Jos A on puun jonkin sisdsolmun nimi, ja sen jalkeldisten
nimet ovat X, ..., X} tdssa jarjestyksessa, niin
A — X1 ... X, on G:n produktio.

e Jasennyspuun 7 tuotos = merkkijono, joka saadaan liittamalla

yhteen sen lehtisolmujen nimet esijarjestyksessa (“vasemmalta
oikealle™).
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Jasennyspuun muodostaminen

e Johtoa
S=vn=>Nn=>=>M%m="

vastaava jasennyspuu muodostetaan seuraavasti:

(i) Puun juuren nimeksi tulee S; jos n = 0, niin puussa ei ole
muita solmuja; muuten

(if) Jos ensimmaisesséa johtoaskelessa on sovellettu produktiota
S — Xi1Xs... Xy, niin juurelle tulee k jalkelaissolmua,
joiden nimet vasemmalta oikealle ovat
X1, Xo, ..., Xy

(i) Jos seuraavassa askelessa on sovellettu produktiota X; —
Y1Ys ... Y}, niin juuren i:nnelle jalkeldissolmulle tulee [ jal-
kel&ist4, joiden nimet vasemmalta oikealle ovat Y3, Y5, ..., Y;

(iv) Jatketaan samaan tapaan, kunnes ollaan johdon lopussa. Tal-
|6in ~,, = ~ on luettavissa jasennyspuun lehdista vasemmal-
ta oikealle.

e Jasennysongelman ratkaisuksi katsotaan usein paatésongelman
“Onko = € L(G)?” ratkaisun lisaksi jasennyspuun tai jonkin
muun jasennysesityksen tuottaminen x:lle.

e Esim. ohjelmointikielten k&&ntdmisessa jasennyspuita kayte-
taén syntaksitarkistuksen lisaksi koodin generoinnissa.
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Kieliopin moniselitteisyys

e Lauseellavoi olla useita kieliopin mukaisia jadsennyspuita. Esim.
lauseella a + a * a on Kieliopissa G,_seuraavat jasennyspuut:

E E

/TN /N
AN N

Kuva 11: Lauseen a + a * a kaksi erilaista jdsennyspuuta.

e Kontekstiton kielioppi G on moniselitteinen, jos jollakin G:n
lauseella = on véhintdan kaksi erilaista GG:n mukaista jasen-
nyspuuta. Muuten kielioppi on yksiselitteinen.

¢ Jos kaikki kontekstittoman kielen tuottavat kieliopit ovat moni-
selitteisia, sanotaan, etta kieli on luonnostaan moniselitteinen.

e Esimerkkejé:

— Kielioppi G, on moniselitteinen.
— Kieliopit G.,, ja G,... ovat yksiselitteisia.

- Kieli L., = L(G. ) ei ole luonnostaan moniselitteinen, kos-
ka silla on my0s yksiselitteinen kielioppi G.,,.

— Kontekstiton kieli {a’b’c* | i = j tai j = k} on luonnostaan
moniselitteinen (todistus sivuutetaan).
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Moniselitteiyyden aiheuttama ongelma:

e Oletetaan, ettd olpe03-kielessé olisi kaksi erityyppistéd produk-
tiota if-lauseiden tuottamiseen:

S — if B then S else S |
if B then S

e Tarkastellaan seuraavaa kieliopin mukaista olpe03:n lausetta:
if r=0thenif y=0thenz:=0elsez =1

e Kumpaan if:iin else liittyy?

e Lauseella on nyt kaksi erilaista jadsennyspuuta:

AN N

if Bthen S if Bthen Selse S
/NS < JIN N
E=E EE z=1
| if B then S else S | if B then S

oo o |
E=E z=0 z=1 E=E z:=0
| |
y=0 y=0

e Vasemmanpuoleisesta jdsennyspuusta generoitu ohjelma ei sel-
vastikaan toimisi samalla tavalla kuin oikeanpuoleisesta jasen-
nyspuusta generoitu!

Eron huomaa esim. tarkastelemalla mita koodinpatkat tekevat
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kun z = 1: Vasemmanpuoleinen ei tee mitdén, mutta oikean-
puoleinen suorittaa sijoituksen z := 1.

e Ongelma aiheutuu moniselitteisyydestd. Koska alkuperéinen
olpe03:n maaritteleva kielioppi ei ole moniselitteinen (pelkét
if:t eivét ole sallittuja), ei koko kuvattua ongelmaa esiinny.

e Esim. C:ssd ja Javassa on kuitenkin sallittua kayttaa if:ia il-
man else:a.

e Moniselitteisyyden aiheuttama ongelma voidaan kiertaa joko

(a) esittamalla kielelle yksiselitteinen kielioppi, jossa else liit-
tyy aina lahimpéaan if:iin (Java).

(b) kayttdmalla moniselitteistd kielioppia, mutta “sopimalla”,
etté else liittyy aina l&himpaan if:iin. Talldin kielen jasen-
tajalle pité4 erikseen kertoa, etta edellisen sivun tilanteessa
vain vasemmanpuoleinen jasennyspuu on oikein (C).

e Yleensa pyrkimyksena on yksiselitteinen kielioppi, mutta jos
moniselitteisyys ei ole (yksinkertaisuutta uhraamatta) valtet-
tavissa, on moniselitteisyydet aina selvitettdvé ja ratkaistava
(dokumentoidusti) jasentdjatasolla. Muuten kielioppiin perus-
tuvan kaantajan kayttaja ei voi tietdd miten kaantaja tulkitsee
kayttajan kirjoittaman ohjelman.
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3.3. Rekursiivisesti eteneva jasentaminen
LL(1)-kieliopit
e Tarkastellaan seuraavaa kielioppia G-

E - T+E|T—E|T
T — al|(E)

e Hankaluutena tarkastettaessa kuuluuko tietty merkkijono x kie-
leen L(G) on se, ettei aina ole ilmeistd mika produktio pitaisi
valita.

e Esim. merkkijono a + a voidaan tuottaa seuraavasti:
FE=T+E=a+FE=a+T=a+a.

Jos valitsemme “vahingossa” vaarén produktion, voi olla, et-
temme saa tuotettua merkkijonoa a + a vaikka se kuuluukin
Kieleen:

EFE=T+FE=T+T+E=a+T+FE=...

e Miten siis testata (varmasti ja tehokkaasti) kuuluuko annettu
merkkijono x kieleen L(G)?
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e Muokataan kielioppia G “tekijoimalla” vélikkeen E produk-
tiot (se, mité tekijointi tarkkaan ottaen tarkoittaa selitetddn myo-
hemmin). Tuloksena saadaan ekvivalentti (so. saman Kkielen
tuottava) kielioppi G':

E — TFE
E — +E| —E|e
T — al|(E)

e (&’:n lauseille voidaan helposti muodostaa vasemmat johdot
suoraan lahtosymbolista £ alkaen: Jdsennyksen joka vaiheessa
tavoitteena olevan lauseen seuraava merkki maaraa yksikasit-
teisesti sen, mik& lavennettavana olevaan vélikkeeseen liitty-
vista produktioista pitaa valita.

e Kielioppia, jolla on tdmd ominaisuus, sanotaan LL(1)-kieliopik-
si ("left to right scan, producing left parse with 1 symbol loo-
kahead” — vast. LL(k)- ja LR(k)-kieliopit).

e LL(1)-kieliopeilla tuotettavissa olevat kielet ovat kontekstitto-
mien kielten aito aliluokka — on olemassa kontekstittomia kie-
lid, joita ei voi tuottaa millaan LL(1)-kieliopilla. Tdma seuraa
esim. siita, ettd LL(1)-kieliopit ovat aina yksiselitteisi&, joten
mikaan luonnostaan moniselitteinen kontekstiton kieli ei voi
olla tuotettavissa LL(1)-kieliopilla.
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e Tarkastellaan esimerkkind miten merkkijonon a + a vasemman
johdon muodostaminen kieliopissa GG’ etenee.

— Lahdet&an liikkeelle lahtosymboolista £. Pidetddn kirjaa
siitd mika osa merkkijonosta on vield “tuottamatta”. Alussa
tuottamatta on a + a.

— Koska valikkeeseen E liittyy vain yksi produktio, on ete-
nemismahdollisuuksia vain yksi: £ = TFE’. Tuottamatta
edelleen a + a.

— T E":nvasemmanpuoleisimmalla valikkeella 7" on kaksi pro-
duktiota. Koska tuotettavan merkkijonon ensimmaéisena merk-
kind on a, on valittava produktioista ensimmédinen: ... =
TE' = aF'’. Tuottamatta +a.

— E’:lla on kolme produktiota, mutta tuotettavan merkkijonon
seuraava kasittelematon merkki + pakottaa valitsemaan pro-
duktioista ensimmaisen: ... = aF’ = a + E. Tuottamatta
a.

— Nyt etenemismahdollisuuksiaon vainyksi: ... = a+ E =
a + TE’. Tuottamatta edelleen a.

— T":n produktioista valitaan ensimmainen koska seuraava ka-
sitteleméton merkkiona: ... = a+TFE' = a+aFE’. Koko
merkkijono on nyt tuotettu.

— Lopulta valitsemme E’:n produktioista kolmannen: ... =
a+aF = a+a.

— Yhdistamalla askelet saadaan etsitty vasen johto merkkijo-
nolle a + a.
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e Tarkastellaan toisena esimerkkina merkkijonoa (a — a) + a.

seuraava tuottoaskel
E=TFE
TE = (E)E’

(E)E'= (TE)E'
TE)E = (aE)E
(aE)E' = (a — E)E'
(a— E)E' = (a — TE)E'
(a —TE"E'= (a — aE")E'
(a —aFE = (a —a)E'
(a—a)E'= (a—a)+ F
(a—a)+E=(a—a)+TF
(a—a)+TE = (a—a)+aF'
(a—a)+aFE = (a—a)+a

tuottamatta
(a—a)+a
a—a)+a
a—a)+a
—a)+a
a)+a
a)+a
)+a

+a

a

a

e Huomaa yll& miten merkki ) tuotetaan “valmiiksi” jo kolman-
tena kédytetysta produktiosta I’ — (F), mutta se poistuu tuotta-
matta olevista merkeista vasta kun sulkujen sisépuolella oleva

merkkijono on saatu kasiteltya.
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LL(1)-kieliopin rekursiivisesti eteneva jasentaminen

e Edelld kuvatulla tavalla voidaan tuottaa mika tahansa kielen
L(G") merkkijono — sovellettava produktio voidaan aina paa-
tella katsomalla miké& on tuotettavan merkkijonon seuraava ka-
sittelemé&tén merkki.

e Y4 kuvattu tapa jasentdd kielen L(G’) merkkijonoja on Kir-
joitettavissa algoritmin muotoon. Saatua algoritmia kutsutaan
rekursiivisesti etenevaksi jasentajaksi, ja se muodostuu valik-
keitd vastaavista rekursiivisista funktioista.

e Funktiolla getnext jasentdja lukee seuraavan syotemerkin. Al-
laolevassa esimerkissa jasentdja ainoastaan tulostaa valitut pro-
duktiot, mutta samalla idealla voisi tehda jotain jarkevampéaa-
kin (esim. generoida ohjelman, joka evaluoi aritmeettisen lausek-
keen arvon).
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function £’

If (next =="+") then
writeln(“E” — +E”);
next = getnext;

E.

else if (next =="-") then
writeln(E’ — —F);
next = getnext;

else v</riteln(E’ — €);

function E
writeln(£ — TE");
T,
E"
function T’
if (next ==’a’) then
ertelnéT — a);

next = getnext;
return;

else if (next =="(’) then
writeIn(T' — (E));
%ext = getnext;
if (next #)’) then

(ERRé ;)

next = getnext;

else ERROR,;

Paaohjelmassa:
next = getnext;
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e Esim. syOtejonon a-(a+a) jasennys:

E —- TE~?
T — a
E> — -E
E —- TE~?
T — (BE)
E —- TE~?
T — a
E> — +E
E —- TE~?
T — a
E> — ¢
E> — €.

Tulostus vastaa vasenta johtoa:

EF =
=

R

TE'=aF =a—FE=a—-TF
a— (E)E' = a— (TE"E'

a— (aE")E'= a—(a+ E)F
a—(a+TEVE = a—(a+aE")E
a—(a+a)E' =a—(a+a)
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Kielioppien muokkaaminen LL(1)-muotoon

e Seuraavilla muunnoksilla voidaan joitakin “melkein’ LL(1)-
muotoisia kielioppeja muuntaa LL(1)-muotoon.

e \asen tekijointi:

— Kielioppi, jossa on produktiot

A—af|ab| ... |ab,, a# e B # 05
ei voi olla LL(1)-muotoinen (paitsi jos ainoa «:n tuottama
p&étejono on e).
— Parannus: Otetaan kayttoon uusi valike A’ ja korvataan em.
produktiot produktioilla:

A — aA
A — 51\52\ \@u
missa « siis on merkkijonojen a1, afs, . . ., af, pisin yh-

teinen alkuosa.
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e Esimerkki:
E —- T+FE|T—-FE|T
T — al(F)

— Tekijoidaan valikkeen E produktiot. E:n produtioiden yh-
teinen alkuosa on T, joten valitaan o« = T ja 5, = +FE,

52 = —E,jaﬁg = €.
— Otetaan yll& esitetyn mukaisesti kayttoon uusi valikesym-
boli £’ sekd muokataan produktiot muotoon:

E — TE'
E' — +E| —E|e
T — a|(E)
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o Valittdman vasemman rekursion poisto:

— Kielioppi, jossa on muotoa A — A~ olevia produktioita,
el voi tayttaa LL(1)-ehtoa (paitsi jos valikkeeseen A ei liity
muita produktioita).

— Valitdn vasen rekursio, so. suorat johdot A = A~, voidaan
valttaa korvaamalla produktiot

A—=Aal| B ... | B a # €,
produktioilla
A — A ... | BA
A — aA' e
— Muotoa A — A olevat produktiot voidaan yksinkertaisesti
jattéa pois.
e Esimerkki:

A — Aa|b|c

—Nyta=a, 51 =bjaf =c.
— Soveltamalla sdant6a saamme muokattua kieliopin muotoon:

A — DA | cA
A" — aA' e
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e Esimerkkina saantojen kaytosta muokataan viela kielioppi G,
EFE —- E4+FE|ExE|(E)]|a
LL(1)-muotoon.

e Suoritetaan ensin vasen tekijointi. Otetaan kayttoon uusi valike
F', ja muokataan produktioita seuraavasti:

E — FEF|(E)|a
F — +FE| xFE
e Poistetaan vield £':ssa esiintyvéa vasen rekursio:
E — (E)E'|aF'
E' — FE'|e
F — +FE| xFE
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LL(1)-kielioppien tuolla puolen

e LL(1)-kieliopit ovat suhteellisen rajoittunut kontekstittomien
Kielten aliluokka.

e LL(1)-kieliopit ovat kiinnostavia lahinna siksi, etta niille on
helppo kirjoittaa k&sin tehokas rekursiivinen jasentdja edellé
esitetyll4 tavalla.

e Jos kielioppi ei ole valmiiksi LL(1)-muodossa, se voidaan yrit-
td44 muokata LL(1)-muotoiseksi edella esitetyilla menetelmilla.
Tosin tdma ei tietenk&an aina onnistu, silld kaikkia kontekstit-
tomia kielié ei voi tuottaa LL(1)-kieliopeilla.

e Koska edes kaikkia ohjelmointikielissa esiintyvia konstruktioi-
ta ei ole helppoa tai mahdollista kuvata LL(1)-kieliopeilla, tur-
vaudutaan usein laajempaan LR(1)-kielioppien luokkaa. Ta-
mékaan kielioppien luokka ei riit4 kaikkien kontekstittomien
kielten kuvaamiseen, mutta on kuitenkin riittdvan rikas useim-
piin kdytannon tarpeisiin.

e Tehokkaan jasentgjien kasin kirjoittaminen LR(1)-kieliopeille
on hankalaa, mutta voidaan onneksi tehda automaattisesti. Té&s-
té syystad LR(1)-kielioppeja (ja niiden LL(1)-kielioppien luok-
kaa rikkaampia aliluokkia) kaytetdankin kdytannassa paljon.

e \Valitettavasti LR(1)-kielioppeihin ei talla kurssilla voida pe-
rehtyd. Niiden kanssa saman kieliluokan tunnistavat determi-
nistiset pinoautomaatit ehditddn onneksi pikaisesti esitell&.
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3.4. CYK-jasennysalgoritmi

e Rekursiivisesti eteneva jasentaminen on selked ja tehokas ja-
sennysmenetelma LL(1)-kieliopeille: » merkin mittaisen sy6-
temerkkijonon kasittely sujuu ajassa O(n).

e Entdpa mielivaltaisen, ei LL(1) muotoisen kontekstittoman kie-
liopin tuottamien merkkijonojen tunnistaminen?

e Ratkaisu: Cocke—Younger—Kasami- eli CYK-algoritmi

— Toimii ajassa O(n?), missa n on tutkittavan merkkijonon
pituus.

— Kieliopin on oltava Chomskyn normaalimuodossa.

e Tarkastellaan ensin, miten mielivaltainen kontekstiton kieliop-
pi voidaan muuntaa Chomskyn normaalimuotoon.

e Chomskyn normaalimuoto ei ole kovin ihmisystéavallinen. Idea-
na onkin, ettd ihminen kasittelee kontekstittomia kielioppeja
itselleen havainnollisemmassa muodossa. Chomskyn normaa-
limuotoa kéytetdan ainoastaan tunnistusongelman ratkaisemi-
seen CYK-algoritmilla, ja muunnos Chomskyn normaalimuo-
toon voidaan suorittaa automaattisesti muunnosalgoritmilla.
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Chomskyn normaalimuoto

e Madritelma: Kontekstiton kielioppi G = (V, X, P, S) on
Chomskyn normaalimuodossa, jos
— Vilikkeista enintdédn S on tyhjentyva (engl. nullable). Ts.
milladn muulla vélikkeelld A ei saa patea A=G>*e, mutta pro-
duktio S — ¢ on sallittu.

— Muut produktiot ovat muotoa A — BC tai A — a, missa
A, B ja C ovat vélikkeitd ja a on paatemerkki.

— Liséksi vaaditaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd lahtosym-
boli S ei esiinny minkaan produktion oikealla puolella.

e Esim. seuraava kielioppi on Chomskyn normaalimuodossa:

S — ABl|e
A — BAla
B — b

130



Muunnos Chomskyn normaalimuotoon

e |dea:

1. Poistetaan lahtésymboli produktioiden oikealta puolelta.
2. Poistetaan muihin kuin 1&htosymboliin liittyvét e-produktiot.
3. Poistetaan yksikkoproduktiot A — B

4. Poistetaan paatemerkit muiden kuin A — a muotoisten
produktioiden oikealta puolelta.

5. Poistetaan produktiot A — X X,... X}, kK > 3

e Poistot pit44 tietysti tenda siten, ettd kieliopin tuottama kieli ei
muutu.
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Lahtosymbolin poistaminen produktioiden oikealta puolelta

e Jos lahtosymboli S on jonkin produktion oikealla puolella, li-
sataan uusi lahtésymboli S’ ja sille produktio S” — S.

e-produktioiden poistaminen
e Maaritelma: Vilike A ontyhjentyva (engl. nullable), jos A?*e.

e Lemma: Mistd tahansa kontekstittomasta kieliopista G voidaan
muodostaa ekvivalentti kielioppi G’, jossa enintédén lahtosym-
boli on tyhjentyva.

Todistus: Olkoon G = (V, X, P, S).

1. Selvitetaan ensin G':n tyhjentyvat vélikkeet. Merkitaan nai-
den joukkoa NULL = {A € V \ & | A:G>*e}. Nyt A €
NULL, joss A=G>*e, eli jos

o A:lla produktio A — e, tai

e A tyhjentyy epasuorasti, esim. A — BC, ja B — ¢ seka
C' — e
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NULL joukko voidaan muodostaa seuraavasti:
(i) Asetetaan aluksi

NULL = {A €V \X|A— eonG:nproduktio};

(if) Toistetaan seuraavaa NULL-joukon laajennusoperaatio-
ta, kunnes joukko ei enda kasva:

NULL := NULL U
{AeV\Y|A— B;...B, € Pja
B;eNULLYi=1,... k).

2. Tdmén jalkeen korvataan kukin G':n produktio
A — X ... X} kaikkien sellaisten produktioiden joukolla,

jotka ovat muotoa
X; jos X; ¢ NULL;

A — o1 ...0, MISSA o; = { X, tai €, jOS X, € NULL.

3. Lopuksi poistetaan kaikki muotoa A — ¢ olevat produktiot.

Jos poistettavana on my0s produktio S — ¢, otetaan muo-
dostettavaan kielioppiin G’ uusi lahtosymboli S’ ja sille pro-
duktiot S — SjasS —e O
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Esimerkki

e Poistetaan e-produktiot seuraavasta kieliopista:
S — A|B
A — aBa|e = NULL ={A4, B, S}
B — bAb| €
Koska B € NULL, joudumme korvaamaan A:n produktion

A — aBa produktioilla A — aBa | aea missé jalkimainen
siis on sama kuin A — aa.

Koska A € NULL, joudumme korvaamaan produktion B —
bAb produktioilla B — bAb | bb.

Vastaavasti muuttuvat S:n produktiot, ja tuloksena on:

S — A|B|e

A — aBa|aa|e

B — bAb|bb| €
Poistetaan e-produktiot ja otetaan kayttoon uusi lahtésymboo-
li:

S — Sle
S — A|B
A — aBalaa
B — bAb| bb

e Muokkasimme siis kielioppia askelen verran kohti Chomskyn

normaalimuotoa: muokatussa versiossa on enaa korkeintaan
lahtosymboliin liittyvia e-produktioita.
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Yksikkoproduktioiden poistaminen

e Produktio, joka on muotoa A — B, missid A ja B ovat valik-
keitd, on yksikkdproduktio (engl. unit production).

e Lemma: Mista tahansa kontekstittomasta kieliopista G voidaan

muodostaa ekvivalentti kielioppi G’, jossa ei ole yksikkopro-
duktioita.
Todistus: Olkoon G = (V, X, P, .S). Edellisten muunnosvaihei-
den nojalla voidaan olettaa, ettei (G:ssé ole e-produktioita (pait-
si ehka lahtoésymbolilla .S, joka ei esiinny mink&&n produktion
oikealla puolella).

1. Selvitetdan ensin G:n kunkin vélikkeen “yksikkdseuraajat”.
Valikkeen A yksiloseuraajat kerdtdén joukkoon F(A) =
{BeV\X| A=G>*B,B7AA}.

Joukon F(A) muodostamiseksi kdyd&an lapi kaikki pro-
duktiot B € V \ X. Joukon F'(A) maaritelman mukaan
Be F(A)jos B # Aja A:G>*B, eli joko

e A:lla produktio A — B, tai
e A voi tuottaa B:n epésuorasti, esim. A — C,jaC — B.
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Joukot F'(A) voidaan laskea seuraasti:
(i) Asetetaan aluksi kullekin A € V' — X:

F(A)={BeV —-X%|A— BonG:nproduktio};

(if) Toistetaan seuraavaa ['-joukkojen laajennusoperaatiota,
kunnes joukot eivat end4 kasva:

F(A):= F(A)U{F(B)| A— B € P).

2. Taman jalkeen poistetaan G':sta kaikki yksikkoproduktiot ja
lisatédén niiden sijaan kaikki mahdolliset produktiot muotoa
A — w, missd B — w on G:n ei-yksikkoproduktio jollakin
Be F(A). Qg
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Esimerkki

e Poistetaan yksikkoproduktiot edelld saadusta kieliopista

S — Sle

S — A|B

A — aBa|aa

B — bAb | bb.
S’:n yksikkoseuraajia ovat A, B ja S, silla 8" — S, ja kos-
kanS — AjasS — B,nin S =* AjasS =* B. Siis
F(S") ={S, A, B}. Muiden vélikkeiden yksikkdseuraajat saa-
daan selvitettya samaan tapaan, tuloksena F'(S) = {A, B},
F(A)=F(B)=0.
Korvaamalla yksikkoproduktiot edell4 esitetyll& tavalla saadaan
Kielioppi

S’ aBa | aa | bAb | Db | €

S aBa | aa | bAb | bb
A aBa | aa

B — bAb | bb

Lol

T&han on paadytty, koska A, B, S € F(S’), joten S":uun lis&-
taan kaikki A:n, B:nja .S:n ei-yksikkoproduktiot. Koska A, B €
F(.5), lisataan S:aan kaikki A:n ja B:n ei-yksikkoproduktiot.
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e Edellisten vaiheiden jalkeen kielioppin on jo melkein Choms-
kyn normaalimuodossa. Tyhjentyvia vélikkeita ja yksikkdpro-
duktioita el enda ole. Ongelmana ovat viela produktiot, jois-
sa on oikealla puolella paatemerkkeja, kuten B — bb, tai joi-
den oikea puoli koostuu useammasta kuin kahdesta valikkees-
t4, kuten A — BAC.

e Ensimmainen néistd ongelmakohdista poistuu seuraavalla me-
netelmallé:

Paatemerkkien poistaminen produktioiden oikealta puolelta

o Lisatéan kielioppiin kutakin paatemerkkid a € > kohden uusi
valike C', ja sille produktio C, — a.

e Korvataan sitten kunkin produktion oikealla puolella (poislu-
kien A — a muotoiset produktiot) kaikki paatemerkit em.
uusilla valikkeilla.
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Esimerkki

e Esimerkkien kielioppi muokkautuu seuraavaan muotoon:

S/

— C,BC, | C,C, | CLACy | CyCy | €
S — C,BC,|C,C, | CLAC, | C,Cy
A — C,BC,|C.C,
B — C,AC, | GGy
C, — a
Cy, — b

Produktioiden A — X, ... X}, k > 3, poisto

e Produktiot, joiden oikealla puolella on enemman kuin kaksi
valikettd, voidaan pilkkoa pienemmiksi palasiksi. Avuksi ote-
taan uusia valikkeita.

e Esim. produktio A — BCDFE pilkotaan seuraavasti:

A — BAl
Al — CAQ
AQ — DFE

e Menetelmé yleisessa muodossa on seuraava:

— Korvataan kukin muotoa A — X; ... X}, k£ > 3, oleva pro-
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duktio produktiojoukolla

A — XlAl
Al — XQAQ

Ao — Xp1 Xy,

missd Ay, ..., A;_o ovat uusia valikesymboleja.
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Esimerkki

e Sovelletaan edell4 esitettya produktioiden pilkkomismenetel-
mé&é& esimerkkikielioppiimme.

S/
S
S

L A

CoS1 | CaCa | CuSy | CrCy | €
BC,

AC,

0,8 | CaCly | CbSy | G,
BC,

AC,

C.A1 | C.C,

BC,

CyB1 | GGy

AC,

a

b

e Kielioppi on viimein Chomskyn normaalimuodossa.

e On helppo huomata, etté lopputuloksena saatu Chomskyn nor-
maalimuotoinen kielioppi on epéhavainnollisempi kuin alku-
perdinen Kielioppi. Chomskyn normaalimuoto onkin suunni-
teltu CYK-algoritmia eika ihmista silméllapitaen.
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Y hteenveto Chomskyn normaalimuotoon muuntamisesta

e Lause: Misté tahansa kontekstittomasta kieliopista G voidaan
muodostaa ekvivalentti Chomskyn normaalimuotoinen kieliop-
pi G

Todistus: Olkoon G = (V, X, P, S). Poistetaan ensin (:sté lah-
tosymboli produktioiden oikealta puolelta, e-produktiot ja yk-
sikkdproduktiot em. lemmojen konstruktioilla seka korvataan
muiden kuin A — «a muotoisten produktioiden oikealla puo-
lella olevat p&atesymbolit valikesymboleilla. Taman jalkeen
kaikki GG:n produktiot ovat muotoa S — ¢, A — atai A —
X1... X, k> 3. Viimeksi mainitut poistetaan edell& esitetyn
pilkkomiskonstruktion mukaisesti. O
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Esimerkki

e Muunnetaan Chomskyn normaalimuotoon kielioppi

S — aBCd | bbb
B — b
C — c

Tuloksena saadaan kielioppi

S — C,S;
S| — BS,
Sy — CCy
S — CS%
S? — CC,
B — b
C — c
C, — a
Cy, — b
(Ce — ¢
Cy — d

Vélivaiheiden lapikayminen jatetdan vapaaehtoiseksi harjoitus-
tehtavaksi. . .
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Cocke-Younger—Kasami-algoritmi

e Perustuu dynaamiseen ohjelmointiin (valitulosten taulukoin-
tiin sopivassa jarjestyksessa).

e Ongelma: Syotteend Chomskyn normaalimuodossa oleva kie-
lioppi G = (V, 2, P, S) ja sy6temerkkijono = € ¥*. Ratkaista-
va, onko = € L(G) eli pateekd S?*az?

e Algoritmi:

1.Josz =€, niinz € L(G) < S — e on G:n produktio.

2. Muuten merk. x = a;...a, ja tarkastellaan x:n osajonot
tuottavien vélikkeiden joukkoja

N@j:{AGV—Z’A:G?*CLi...CLJ’}, 1§z§]§n
3.Nytx € L(G) & S € Nyp,. Taulukon muut alkiot ovat
apuvalineita alkion V; ,, laskemiseksi.
e Joukkojen N; ; laskeminen
— Muodostetaan kolmiomainen taulukko:
N1,1
N1,2 N2,2
Nis Nas Nsg

Ni4 Nog N3y Nyg
Nis Nos Nzs Nis Nss

— x-akseli vastaa merkkijonon x osajonon alkupositiota.
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— Taulukon paikka N; ; (1 < ¢ < 7 < n) ~ joukko vilike-
symboleita A, joille A:G>*aial-+1 ¥
— Jokainen diagonaali vastaa tietyn pituisia x:n osajonoja
« 1. diagonaali ~ vélikkeet, jotka tuottavat x:n yhden mer-
Kin osajonot a;, 1 <17 < n,
x 2. diagonaali ~ valikkeet, jotka tuottavat x:n kahden mer-
Kin pituiset osajonot a;a;.1, 1 < i <n —1,jne.
(i) Lasketaan ensin kaikillei € {1,... ,n}:
Ni; ={AeV —-%| A — q;onG:nproduktio};
(if) Taytetdan taulukon muut diagonaalit seuraavasti:

fork=1ton—1
fori=1ton — k:

Niivg ={A eV =% | jollakin j, ¢ < j < i+ k, on
valikkeet B € N;;ja C € Njjq it
joilleA— BC e P}

Idea:

— Johdon A:c?*aiai“ ... a; taytyy alkaa askeleella A :G> BC,
missa B:sta voidaan johtaa a; . . . a;:n prefiksi ja C':sta jo-
Ku a; . .. a;:n suffiksi:

B?*aiaiﬂ ...arja C?*am ...ajjollakins <1 < 3.

— Esim. taulukon alkion N3 7 (k = 4 ja ¢ = 3) laskemiseksi
l&pikayd&én alkiot
(N33, Nu7), (N34, N57), (N35, No7), (N3, N7.7)
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Esimerkki

e Sovelletaan CYK:i& allaolevaan Chomskyn normaalimuotoi-
seen kielioppiin G
S — AB|BA|e¢
A — AB|a
B — BAI|b
syOtemerkkijonolla x = abba.
Tavoitteena siis laskea oheisen taulukon V; ; arvot:

1:a 2:b 3:b | 4:a

1 N1’1
2| Ni2 | Nap
3| Nisz | Nas | N33

41 Nia | Nog | Nay | Ny

Y

Taulukon alkioon N; ; kerataan siis valikkeet, joista lahtien on
mahdollista johtaa sydtemerkkijonon positiosta ¢ alkava ja po-
sitioon j paattyva osajono.

— Ni1 Ja Ny 42 valikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono a,

— Ny Ja Ns 30 valikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono b,

— N, o2 valikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono ab,

— Ny 3. valikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono bb,

— N3 42 valikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono ba,

— N, 3. valikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono abb,
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— Ny 42 valikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono bba, ja
— Ny 4: valikkeet, joista voidaan johtaa merkkijono abba.

Laskenta etenee diagonaaleja pitkin eli siten, ettd ensin tayte-
tadén taulukon alkiot jotka vastaavat =:n yhden pituisia osajono-
ja, sitten alkiot jotka vastaavat x:n kahden pituisia 0sajonoja,

Ensimmainen vaihe on selkea: koska ainoastaan A — a, Ny ; =
N,y = {A}. Vastaavasti ainoastaan B — b, joten Noy =
N33 = {B}. Siis saadaan:

1:a 2:b 3:b 4:a
1 {4}
2| Nig {B}
3| Nis N3 {B}
41 Nig No 4 N34 {A}

Seuraavana vuorossa x:n kahden pituisia osajonoja vastaavat
taulukon alkiot eli alkiot IV 5, N3 3 ja N3 4.

N 2:n arvo saadaan selville alkioiden N; ; ja IV, » avulla seu-
raavasti:

Ni2 = {X | kieliopissa on produktio X — Y Z,
missa Y € N171 ja /€ NQQ }

Nain ollen N, , = {5, A}. Joukko IV, , siséltaa siis vélikkeet,
joista pystytéan tuottamaan merkkijono ab.
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Samalla logiikalla N 3 arvo saadaan selville alkioiden Vs 5 ja
N3 5 avulla:
Ny 3 = {X | kieliopissa on produktio X — Y Z,
missaY € NosjaZ € N33 }
Na&in ollen N, 3 = (), silla kieliopissa ei ole produktiota, jonka
oikeana puolena olisi BB.

Koska joukko N ; sisdltaa ne valikkeet joista pystytdan tuotta-
maan merkkijono bb ja joukko on tyhjd, seuraa, ettei kieliopin
mistéén valikkeesta pysty johtamaan merkkijonoa bb.

Joukon Ns, laskemiseksi menetellaan samoin. Koska S —
BAja B — BA, saadaan N3, = {S,B}. Eli S =* ba ja
B =" ba.

Toisen vaiheen jalkeen taulukko nayttaa seuraavalta:

1:a 2:b 3:b 4:a
L {A}
2| {S,A} | {B}
3| Nis 0 {B}
4] Nig Noy | {S,B}| {A}

Seuraavana vuorossa alkioiden N, 3 ja N, 4 arvojen selvittami-

nen.

Alkion N, 3 arvo lasketaan seuraavasti:

N3 = {X | ]jos kieliopissa produktio X — Y Z, missa
jokoY € Ny1jaZ € Ny
taiY € NjpjaZ € N33}
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Nain ollen N, 5 = {S, A}, mik& ndhdaan kaymalla lapi G:n
produktiot ja joukkojen N1, Nas ja Ny, N33 sisaltamat va-
likkeet.

Ny 4 arvo:

Ny 4 = {X | jos kieliopissa produktio X — Y Z missa,
JokoY € NosjaZ € N3y
talY € Ng’g ja Z € N4,4 }

Nyt Ny, = 0, mika taas nahdaén lapikaymalla kaikki produk-
tiot ja ylla esiintyvat véalikejoukot. Siispa mikaan kieliopin va-
like ei tuota merkkijonoa bba.

Kolmannen vaiheen jélkeen taulukko ndyttaa seuraavalta:

l:a 2:b 3:b 4:a

Ll {A;

2| {S,A} | {B}

3| {5, A} 0 {B}
k! N1,4 @ {S7 B} {A}

Lopultakin on vuorossa taulukon alkion N, 4 arvon selvittami-
nen, joka lasketaan seuraavasti:

N4 = {X | jos kieliopissa produktio X — Y Z missa,
jokoY € Ny jaZ € Nyy
talY € NisjaZ € N3y
taiY € NisjaZ € Nyy}
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Pienen (ja toivottavasti tutuksi kdyneen) puuhastelun jalkeen
saamme N; 4 = {5, A}.

Taulukko on nyt valmis:

1:a 2:b 3:b 4:a
L {A}
2| {S,A} | {B}
3| {5, A} ) {B}
41 {S,A} ) {S,B} | {A}

Joukko NV 4 sisaltaa tasmalleen ne valikkeet, joista lahtien voi-
daan tuottaa merkkijono a; ...ay; = abba = x. Koska laht6-
symboli S kuuluu joukkoon N, 4, kuuluu abba maaritelman
mukaan Kkieliopin tuottamaan kieleen.
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e Toisena esimerkkiné sovelletaan CYK:i& Chomskyn normaali-
muotoiseen kielioppiin

S
A
B
C —

bl

AB | BC
BA | a
cC | b
AB | a

syOtemerkkijonolla x = baaba.

Taulukon tayttaminen etenee samoin kuin edellisessa esimer-
Kiss4. Lopputuloksena saadaan:

1:b 2:a 3:a 4:b 5:a
1| {B}
2| {5, A} {A,C}
3 ) {B} {A,C}
4 ) {B} {S,C} {B}
51{S,A,C}|{S,A,C}| {B} {S, A} |{A,C}

e Lahtosymboli S kuuluu joukkoon N 5, joten = kuuluu kielio-
pin tuottamaan kieleen.
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3.5. Pinoautomaatit

sybtenauha: ‘ i ‘n p ‘U ‘ t ‘

nauhapéaa: TT
ohjausyksikkd:

0

pino
(ty6nauha):

o[>0 |7]

Kuva 12: Pinoautomaatti.

e Pinoautomaatti on &érellinen automaatti, johon on lisétty yksi
pino tyonauhaksi.

e Nauhaa sanotaan pinoksi, koska automaatti voi lukea ja kirjoit-
taa vain sen toiseen paahéan, ja paastakseen lukemaan aiemmin
Kirjoittamiaan merkkeja sen taytyy pyyhkia niiden jalkeen Kir-
joittamansa merkit pois.

e TyOnauha antaa automaatille “muistin”, jonka avulla voidaan
tunnistaa joitakin kielia joita aarellisilla automaateilla ei voi
tunnistaa.
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e Maaritelma: Pinoautomaatti (engl. pushdown automaton) on
kuusikko
M = (Q727F767QO7F>7

missa

— () on tilojen aarellinen joukko;

— > on sybteaakkosto;

— I" on pinoaakkosto;

—0:Q x (XU{e}) x (TTU{e}) — P(Q x (I'U{e})) on
(Joukkoarvoinen) siirtymafunktio;

— qo € @ on alkutila;

— F C @ on hyvaksyvien lopputilojen joukko.
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e Siirtyman

0(q,0,7) = {(qi,7)s -, (qsVe)}

tulkinta: Ollessaan tilassa g ja lukiessaan sydtemerkin o ja pi-
nomerkin ~ automaatti voi siirtya johonkin tiloista ¢4, . . . , g ja

korvata pinon paallimmaisen merkin vastaavasti jollakin mer-
keistd vi, ..., V.

1. Jos o = ¢, niin automaatti tekee siirtyman syotemerkkia
lukematta;

2. J0s v = ¢, niin automaatti ei lue pinomerkkig, vaan painaa
uuden merkin pinon péélle (push);

3.J0s v # € jay; = €, niin ponnautetaan v eik& paineta uutta
merkkia pinoon (pop).

e Pinoautomaatit ovat siis yleisessé tapauksessa epadeterminis-
tisia.
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e Automaatin tilanne on kolmikko (¢, w,a) € @ x ¥* x I™*
e Alkutilanne syoétteella = on kolmikko (g, , €).

e Tilanne (¢, w, a) ~ automaatti on tilassa ¢, syotemerkkijonon
késittelematon osa on w ja pinossa on ylhaalta alas lukien merk-
Kijono a.

e Tilanne (¢, w, a) johtaa suoraan tilanteeseen (¢’, w’, o), merk.
(Q7 w? a) l_ (q/7 wl7 Of/),
M
josw =ow', a =6, =8 (la|, |7], |7| < 1), siten ettd
(q',7) € (q,0,7)
e Tilanne (¢, w, o) johtaa tilanteeseen (¢’, w’, /), merk.

(Q7 w, Q)F*(Qla w/7 Ck/):
M

jos on olemassa tilannejono (qq, wo, ag), - -+, (Gn, Wa, ),
n > 0, siten etta
(Q7 w, Oé) — <q07 wWo, Oé()) jl;[ e ]|;[ (QHa Wh, Ckn) :(qla w/7 O/)'

e Pinoautomaatti M hyvaksyy merkkijonon x € %, jos

(g0, 7, €)F*(qy €, ) joillaking; € F jaa e I'*

M
(eli jos se syOtteen loppuessa on jossakin hyvaksyvassa loppu-
tilassa); muuten M hylkaa z:n

e Automaatin M tunnistama kieli on
L(M)=A{z e X" | (q,,€)F (g€ ) joillakingr € Fjaa € I}

M
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e Esim. Ei-saanndllinen kontekstiton kieli {a*0* | k > 0} voi-
daan tunnistaa seuraavanlaisella pinoautomaatilla:

M = ({Q(b q1, 42, Q3}7 {CL, b}7 {A7 A}a 57 qo, {QO7 Q3})7

missa

(5(%,@,6) — {(QLA)}7
o(qr,a,€) = {(q1,4)},
0(q1,0,A) = {(q2,€)},
6(q1,b,A) = {(g3,6)},
0(q2,0,A) = {(q2,€)},
0(q2,b,A) = {(g3,€)},
6(q,0,v) = 0 muilla (¢, o, 7).

Esim. syo6tteelld aabb automaatti M/ toimii seuraavasti:

(qo, aabb,€) F (q1,abb, A) F (q1,bb, AA)
- (Q%baA) - (Qi’neae)'

Koska g3 € F = {qo, g3}, on siis aabb € L(M) = {a"V* | k >
0.

156



e Pinoautomaatin voi esittaa aarellisten automaattien tapaan myos
kaaviomuodossa.

e Esim. Kielen {a*V" | k > 0} tunnistava pinoautomaatti:

a,e/A

el

P L
S ()

b, Ale

Kuva 13: Kielen {a*b* | k > 0} tunnistava pinoautomaatti, jossa pinoaakkosto on {A4,A}.

e Semantiikka on seuraava:

— Siirtymdehto muotoa a, v /~’, missé
« automaatti lukee merkkijonosta merkin a ja
x pinosta merkin v seka
* Kirjoittaa pinoon merkin ~/
— "Push”-operaatio: ei lue pinosta merkkid, mutta Kirjoittaa
uuden merkin ~/ pinon péalle: a, e/+'.
— "Pop”-operaatio: lukee pinon paallimmaisen merkin ~, mut-
ta ei kirjoita mitddn pinoon: a, y/e.
— Jos sy6temerkki a = ¢, niin siirtyma sy6temerkkia lukemat-
ta — automaatti voi silti lukea tai kirjoittaa pinomerkkeja!

e Lause: Kieli on kontekstiton, jos ja vain jos se voidaan tunnis-
taa pinoautomaatilla.
Todistus: Sivuutetaan.
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Deterministiset ja epadeterministiset pinoautomaatit

e Pinoautomaatti M/ on deterministinen, jos jokaisella tilanteella
(¢, w, o) on enintdé&n yksi mahdollinen seuraaja (¢’, w', &), so.
tila jolle

(Q7 w? Ck) l_ (q/7 w/7 Of/).
M

e Huom: Epadeterministiset pinoautomaatit ovat aidosti vahvem-
pia kuin deterministiset! (vrt. aarelliset automaatit)

e Esim. kieli {ww” | w € {a,b}*} voidaan tunnistaa epadeter-
ministisell4, mutta ei deterministisella pinoautomaatilla (todis-
tus sivuutetaan).

e Kontekstiton kieli on deterministinen, jos se voidaan tunnis-
taa jollakin deterministisella pinoautomaatilla. Voidaan osoit-
taa, ettd determinististen kontekstittomien kielten luokka = ai-
emmin esiintynyt kaytannén kannalta useimmiten riittavan ri-
kas Kieliluokka LR(k).

e Automaattiset jasentdjangeneroijat kuten yacc ja b 1son muun-
tavat syOtteenddn saamansa (rajoitettua muotoa olevan) kon-
tekstittoman kieliopin jasennysalgoritmiksi. Tdma tapahtuu olen-
naisesti konstruoimalla kielioppia vastaavaa pinoautomaattia
simuloivan ohjelman lahdekoodi.

e Esim. LL(1)-kieliopeillatuotettavissa olevat kontekstittomat kie-
let ovat tunnistettavissa deterministisilla pinoautomaateilla, mut-
ta myds monet monimutkaisemmat kielet.
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e Kielten keksinaisia suhteita kuvaa seuraava kuva:

kontekstittomat kielet ]
tunnistus: . .
epadeterministinen

pinoautomaatti

(K| i=j tai j=k

kielet, joilla on yksiselitteinen
kontekstiton kielioppi

deterministiset
kontekstittomat kielet
tunnistus: deterministinen
piRQautomaatti

saannolliset kielet

{a } tunnistus:

.-~ 7" " Taérellinen autoraatti
/ e - - - -
. adrelliset * (rajall.
'\ kielet ./

~
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3.6. Kontekstittomien kielten sovelluksia

e Jasentajat

— Kuten olemme useaan otteeseen todenneet, ohjelmointikiel-
ten syntaksi voidaan maaritella kontekstittomien kieliop-
pien avulla.

— Kieliopista voidaan muodostaa kielen jasentéja eli kaanta-
jan osa, joka tutkii ohjelman rakenteen ja esittaa sen jasen-
nyspuuna

— Jasentdjan voi joko Kirjoittaa kasin (esim. rekursiiviset ja-
sentdjat LL(1)-kieliopeille) tai generoida automaattisesti esim.
yacc- tai bison-tyokaluilla.

— Tyypillisesti jasennyksen yhteydessa tehdaan muutakin kuin
generoidaan jasennyspuu, esim. generoidaan koodia tms.

e Kontekstittomia kielioppeja voi kayttad myds muiden raken-
teisten dokumenttien rakenteen maarittelyyn.

e Kontekstittomista kieliopeista on iloa myos luonnollisten kiel-
ten kasittelyssa ja yleensékin sovelluksissa, joissa on tarpeen
késitelld merkkijonomuotoista, “rekursiivisesti rakenteista”, tie-
toa.
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x 3.7. Kontekstittomien Kkielten rajoituksista

e Kontekstittomille kielille voidaan todistaa samantapainen pump-
pauslemma kuin s&anndllisillekin kielille.

e Erona on vain se, ettd nyt merkkijonoa (osat uvwxy) on pum-
pattava samanaikaisesti kahdesta paikasta (osista v ja x).

e Lemma [Kontekstittomien kielten pumppauslemma eli uvvwaxy-
lemma]: Olkoon L kontekstiton kieli. Tall6in on olemassa sel-
lainen n > 1, ettd mikd tahansa z € L, |z| > n, voidaan jakaa
osiin z = wvwxy sSiten, etta
(i) [va| = 1,

(i) Jvwz| < n,
(iii) wo'wa'y € L kaikilla: =0,1,2, ...
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Todistus:

— Olkoon G = (V, %, P,.S) Chomskyn normaalimuotoinen
Kielioppi kielelle L. T&ll6in missé tahansa G':n jasennys-
puussa, jonka korkeus (= pisimman juuresta lehteen kulke-
van polun pituus) on A, on enintadan 2" lehtea. Ts. minka
tahansa merkkijonon z € L jokaisessa jasennyspuussa on
polku, jonka pituus on vahint&an log, |z|

— Olkoon k = |V — X kieliopin G valikkeiden maara. Asete-
taan n = 2F*1, Tarkastellaan jotakin z € L, |z| > n, ja sen
mielivaltaista jasennyspuuta.

— Luvun n valinnasta seuraa, ettd puun pisimman polun pi-
tuus on vahintaan & + 1. Tarkastellaan tdaméan polun “alinta”
k + 1:n pituista osaa. Talla polulla, jolla on k& + 1 valiketta
vastaavaa solmua, on jonkin valikkeen esiinnyttava ainakin
kahdesti (valikkeitd vain £ kappaletta). Olkoon A jokin po-
lun toistuva vélike (ks. kuva 14).

— Merkkijono z voidaan nyt osittaa osiin z = uvwzy, MISSa
w on A:n alimmasta ilmentymasta tuotettu osajono ja vwzx
seuraavaksi ylemmasta A:n ilmentymaésta tuotettu osajono;
osajonot saadaan johdosta

S =" uAy =" wAzxry =" wvwxy
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Kuva 14: Kontekstittoman kielen merkkijonon pumppaus.

— Koska S =* uAy, A =" vAr ja A =* w, 0sajonoja v ja x
voidaan “pumpata” w:n ymparilla:

*

S =* wAy = wAzy =* wlArty =F ... =
w' Ax'y =* w'wz'y
— Siispa uwv'waz'y € L kaikillai =0,1,2, ...
— Koska kielioppi G on Chomskyn normaalimuodossa ja joh-

dossa A =* vAx on véhintaan yksi askel, on oltava |vz| >
L.

— Ylemmasta A:n ilmentymasta alkavan jasennyspuun pisim-
man polun pituus on enintdan k& + 1 = vastaavan alipuun
tuotokselle vwz pétee [vwz| < 2l =n. g
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Esimerkki

e Viite: kieli L = {a*b*c* | k > 0} ei ole kontekstiton. Tod.
Vastavéite: L on kontekstiton. Valitaan parametri n» lemman
mukaisesti ja tarkastellaan merkkijonoa z = a"b"c¢" € L. Téal-
|6in z voidaan jakaa pumpattavaksi osiin

z = uvwry, lvx| > 1, lvwz| < n.

Talloin merkkijono vx ei voi sisaltda seka a:ta, b:ta ettéd c:ta.
Merkkijonossa uv’wz"y = uwy on siten ylijaama jotakin merk-
kid muihin merkkeihin ndhden eli wwy ¢ L. Ristiriita. O
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4. Kontekstittomien kielten tuolla puolen ...

e Luvussa 3.7. osoitettiin kontekstittomien kielten pumppaus-
lemmalla, ettd kieli ABC' = {a*V*c* | k > 0} ei ole kon-
tekstiton. Ei siis ole olemassa kontekstitonta kielioppia G, jol-
le ABC = L(G).

e Rajoittamattomissa kieliopeissa produktiot ovat muotoa
w — w € VT x V*—siis produktion vasemmallakin puolella
saa olla mielivaltainen epatyhja merkkijono.

Esim: Aa — aab ja CB — A ovat kelvollisia produktioita
rajoittamattomissa kieliopeissa.

e Merkkijono v € V* tuottaa t. johtaa suoraan merkkijonon
~' € V* kieliopissa GG, merkitaan
7=
jos voidaan Kirjoittaa v = aw(, 7' = a8 (o, B,w,w’ € V*),
ja kieliopissa GG on produktio w — w’.
Esim: Jos (G:ssd on yllamainitut esimerkkiproduktiot, niin
C'Ba ? Aa ? aab.

e Relaatio :G>* ja kieliopin tuottama kieli maaritelladn samoin
kuin kontekstittomien kielten tapauksessa.

¢ Rajoittamattomilla kieliopeilla tuotettavia kielida sanotaan ra-
joittamattomiksi kieliksi.
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Esimerkki

e Kieli ABC = {a*b*c* | k > 0} voidaan tuottaa seuraavalla
rajoittamattomalla kieliopilla:

S
T
BA
CB
C'A
VA
aA
aB
bB
bC'
cC

—

cer el

VT |e
ABCT | ABC
AB
BC
AC

a

aa

ab

bb

bc

cc

¢ Kielioppi tuottaa lauseen seuraavalla tavalla:

1. Ensin johdetaan lahtosymbolista vélikejono muotoa

V(ABC)*, missa k > 1.

2. Sitten jarjestetaén valikkeet A, B ja C' aakkosjarjestykseen,
tuloksena V A* B*C*,

3. Lopuksi muutetaan valikkeet vastaaviksi paatemerkeiksi va-
semmalta alkaen, tuloksena a*b*c*.

Esim. lauseen aabbcc johto: S = VI = VABCT =
VABCABC = VABACBC = VAABCBC = VAABBCC
= aABBCC = aaBBCC = aabBCC = aabbCC =

aabbcC = aabbcc
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Turingin koneet

¢ Rajoittamattomien kielten luokkaa vastaava automaatti on Tu-
ringin kone.

e Turingin kone (1935-36, Alan M. Turing 1912-54) koostuu

— Adrellisesta ohjausyksikosta (vrt. darellinen automaatti).

— Rajoittamattoman pitkasté tyonauhasta, jota voi lukea ja jol-
le voi kirjoittaa merkki kerrallaan vasemmalle ja oikealle
litkuteltavan nauhapéén avulla.

e Aluksi kone on alkutilassa ¢y, nauhalla on sy6temerkkijono
(loppu nauhasta on tyhjaa) ja nauhapéé osoittaa ensimmaista
syotemerkkia.

e Kullakin laskenta-askeleella kone lukee nauhapédén kohdalla
olevan merkin. Koneen tila ja luettu merkki maaraavat koneen
siirtymafunktion mukaisesti

— koneen uuden tilan,
— nauhalle kirjoitettavan merkin, ja
— siirretd&dnkd nauhapaata vasemmalle vai oikealle.

e Koneella on hyvaksyva lopputila ¢, ja hylkaava lopputila g,,.
Na&ihin saapuessaan kone lopettaa laskennan.
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e Turingin kone eroaa aarellisesta automaatista, koska

— tyonauhalle voidaan kirjoittaa

— tyonauhalla voi liikkua seka vasemmalle etta oikealle
— tyOnauha on rajoittamattoman pitka

— kone pyséhtyy vasta kun lopputila on saavutettu.

nauha: ‘T‘U‘RM‘N‘G‘ ‘ ‘

nauhapéé:

Q. Z4q2

ohjausyksikko: "

)

Kuva 15: Turingin kone.

e Maaritelma: Turingin kone on seitsikko

M = (Q,%,T,9,qo, @yes, Gno), Missé
— () on koneen tilojen &arellinen joukko,
— X on koneen sy0teaakkosto,
— [ on koneen nauha-aakkosto, jolle X C I’
—0:Qx (TU{>,<}) — Q xT x{L, R} on koneen siirty-

méafunktio

— ¢p on koneen alkutila
— ¢yes 0N koneen hyvaksyva lopputila
— ¢no ON koneen hylk&éva lopputila
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e Siirtyméfunktion tulkinta: §(q,a) = (¢, b, L) tarkoittaa, ettd
ollessaan tilassa ¢ ja lukiessaan nauhapaan kohdalta syGtemer-
kin a, Turingin kone siirtyy tilaan ¢/, kirjottaa nauhapaansa
kohdalle merkin b ja siirtdd nauhapaatéd askeleen vasemmalle.
Jos L:ntilalla on R, siirretddn nauhapaata vastaavasti oikealle.

e Symboli > tarkoittaa sydtenauhan vasenta ja < sydtenauhan
kaytdssa olevan osan oikeaa reunaa (< siirtyy askelen oikealle
mikéli sen paalle kirjoitetaan).

e Turingin koneen tilanne on (¢, aa/3), missé

— ¢ on koneen senhetkinen tila

— a on nauhapaan kohdalla oleva merkki

— « nauhapaan vasemmalla puolella oleva merkkijono, ja
— (8 nauhap&an oikealle puolella oleva merkkijono.

Koneen alkutilanne syotteelld x = x; . .. x,, on siis
(qo, z122 . . . ).

e \oidaan ajatella ettd =;:n vasemmalla puolella on merkki > ja
x,:n oikealla puolella on merkki <.

e Sivuutetaan formaali mééaritelma sille, miten Turingin koneen
tila johtaa seuraajatilaan. Maaritelman sisalto vastaa edella esi-
tettya siirtymafunktion tulkintaa.

e Jos kone pysahtyy syéttella = tilaan g,  kuuluu koneen M
tunnistamaan kieleen L(M). Jos taas kone paatyy tilaan ¢, tai
jaé ikuiseen silmukkaan, niin z ¢ L(M).
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e Huom: Turingin kone siis pysahtyy vélittdmasti lopputiloihin
mennessdan, mutta jos se ei koskaan paady lopputilaan, las-
kenta jatkuu loputtomasti.

e Lause: Kieli on rajoittamaton, joss se voidaan tunnistaa Turin-
gin koneella.
Todistus: Sivuutetaan.

e Kielen ABC = {a*V*c* | k > 0} tunnistava Turingin kone:

alaR

) B/B,R o b’RC,C’R
9 alA R b/B,R

alAR cCL

</<,Ll

A/AR
() 22— ()

B/B,L
C/IC.L
b/b,L
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e Esim. syotteelld aabbec laskenta etenee seuraavasti

(q0, aabbec)  +
(q1, Aabbece) AI—J
(q1, Aabbcc) A|—4
(¢2, AaBbcc) AI—J
(¢q2, AaBbcc) Alj

(¢3, AaBbC'c) Alj
(¢3, AaBbCc) Alj
(¢3, AaBbC'c) Alj
(¢3, AaBbC'c) Alj
(g4, AaBbC'c) Alj
(q1, AABbC'c) A|—4
(q1, AABLCc) AI—J
(q2, AABBCc) Alj
(q2, AABBCc) Alj
(g3, AABBCC) Alj
(¢3, AABBCC) AI—J
(g3, AABBCC) A|—4
(¢3, AABBCC(C) g
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g4, AABBCC)
g5, AABBCC)
qb, AABBCC)
g5, AABBCC)
(g5, AABBCC)
(45, AABBCC'<
(qyes, AABBCC

(
(
(
(

)
)
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Kielten luokittelua

e Turingin koneella tunnistettavia kielid kutsutaan myads rekur-
siiviseti lueteltaviksi kieliksi.

e Jos Turingin kone M pyséhtyy kaikilla sy6tteillaan, sita sano-
taan totaaliseksi.

e Totaalisella Turingin koneella tunnistettavia kielid kutsutaan
rekursiivisiksi kieliksi.

e Paattsongelma on osittain ratkeava (engl. semidecidable), jos
sitd vastaava formaali kieli on rekursiivisesti lueteltava ja rat-

keava (engl. decidable), jos sita vastaava formaali kieli on re-
kursiivinen.

e Ongelma, joka ei ole ratkeava, on ratkeamaton (engl. undeci-
dable).

e Esimerkiksi pysédhtymisongelma on ratkeamaton (mutta osit-
tain ratkeava).
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luokka 0

rekursiivisesti numeroituvat
kielet

tunnistus:
P B - Turing kone
e rekursiiviset Tl
kielet tunnistus:

totaalinen Turingin kone
A

luokka 1

kontekstiset kielet
epadeterm

luokka 2

kontekstittomat kielet
tunnistus:

luokka 3
saannolliset Kielet

tunnistus:

aarelliset
kielet L7

o Kieliopit ja niilla tuotettavat kielet rynmitellaan usein ns. Choms-
kyn luokkiin kuvan mukaisesti (Noam Chomsky 1928-)

Kuvassa Chomskyn kielihierarkia taydennettyné rekursiivisten
kielten luokalla. Huomaa etta rekursiivisten kielten luokka on
sama kuin rajoittamattomien kielten luokka. Kuvassa nakyy
my0s ns. kontekstisten kielten luokka.
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Muita laskennan malleja

e Turingin koneesta on monta eri variaatiota, jotka tunnistavat
samat kielet kuin téssa esitelty “perusmalli”.

e Tarked variaatio on epadeterministinen Turingin kone, jossa
siirtymafunktio on joukkoarvoinen (vrt. epadeterministiset aa-
relliset automaatit). Turingin koneeseen voidaan myods esim.
lisétd nauhoja tai lukupditd ilman ettd koneen ilmaisuvoima
muuttuu.

e Moninauhaisessa koneessa yhden nauhoista voidaan ajatella
olevan “tulostusnauha” — nauhalla laskennan pyséhtyessa ole-
va merkkijono on koneen tuloste annetulla syotteell&. Turingin
koneilla voidaan siis ratkaista paatésongelmien lisaksi yleisia
laskennallisia ongelmia, so. kuvauksia merkkijonoilta merkki-
jonoille.

e MyGs monet muut formaalit laskennan mallit ovat osoittau-
tuneet laskentavoimaltaan ekvivalenteiksi Turingin koneiden
kanssa (mm. ohjelmointikielet).

e Church-Turingin teesi on seuraava hypoteesi: jokainen mekaa-
nisesti ratkaistavissa oleva ongelma voidaan ratkaista Turingin
koneella.

Teesin mukaan kaikki riittdvan ilmaisuvoimaiset (yhta ilmai-
suvoimaiset kuin Turingin kone) mekaanisen laskennan mal-
lit ovat ekvivalentteja eli niilla voi tunnistaa tasmélleen samat
Kielet.
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e Eri laskennan mallien tai ohjelmointikielten A ja B ekvivalens-
si voidaan osoittaa kirjoittamalle naiden valille tulkit:

— Kirjoitetaan/rakennetaan/. . . formalismissa A tulkki, jonka
avulla A voi simuloida formalismin B mukaisten ohjelmien
(tai automaattien tms) toimintaa.

— Kirjoitetaan/rakennetaan/. . . formalismissa B tulkki, jonka
avulla B voi simuloida formalismin A mukaisten ohjelmien
(tai automaattien tms) toimintaa.

Nain tulee naytettyd ettd mallissa A voi tehdé kaiken mita mal-
lissa B ja kaantaen.

Kurssin tuolla puolen. ..

e Luvun 4 asioita (ja muuta mielenkiintoista) kasitelld&n tarkem-
min kursseilla Laskennan teoria (tietojenkasittelytiede) ja Las-
kettavuuden teoria (matematiikka).
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