3.2 Punamustat puut

e Kaikki bindarihakupuun operaatiot siis pystytddn toteutta-
maan ajassa O(h), missd h puun korkeus

e jos voimme taata ettd korkeus on kohtuullinen, eli logaritmi-
nen suhteessa puun solmujen maaraan, on kaikkien operaa-
tioiden aikavaativuus O(log n), eli todella hyva

(huom: esim logs 16777216 = 24, log, 4294967296 = 32, loga-
ritmi siis kasvaa todella hitaasti)

e punamusta puu on binddrihakupuu missd jokaiseen solmuun
on lisdtty yhden bitin verran tietoa, solmun vdri, joka voi olla
punainen tai musta

e rajoittamalla solmujen véritysta poluilla sisdsolmuista lehtiin
voidaan taata ettd mikdan polku ei ole yli kaksi kertaa pitempi
kuin joku toinen

e nain varmistutaan siitd ettd puu on suurin piirtein tasapai-
nossa

e puunamusta puu rakentuu RB-puusolmu-tietueista, joilla on
seuraavat kentat:

key talletettu tietoalkio

left viite vasempaan lapseen
right viite oikeaan lapseen

. viite vanhempaan

color solmun Véri

e puulla 7" attribuutti root[T] joka osoittaa juurisolmuun
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e puuhin liittyy erityinen nil-solmu nil[T], jolla on samat ken-
tat kuin normaaleilla puusolmuilla, nil-solmun vdri on musta,
muiden kenttien arvoilla ei ole valia

e jos solmulla z ei ole vasenta lasta, left[z] = nil[T], vastaavasti
oikealle lapselle

e puun juurisolmulla parent-kentén arvo nil[T]

e nil-solmu siis korvaa tavallisessa binddrihakupuussa kiytté-
mamme NIL viitteen, syyn téalle kdytdnnolle ndemme poisto-
operaation yhteydessa

e punamustan puun lehdet siis ovat nil-solmuja ja kaikki tieto
talletetaan sisdsolmuihin

e binddrihakupuu on punamusta puu, jos seuraavat ehdot ovat
voimassa
1. jokainen solmu on joko punainen tai musta
2. juurisolmu on musta
3. jokainen lehti (nil-solmu) on musta
4. jos solmu on punainen, sen molemmat lapset ovat mustia

5. jokainen polku tietystéd solmusta sen lehtiin sisidltda saman
méadran mustia solmuja
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® seuraavassa eras punamusta puu

root[T] ——= 7

e yleensd emme piirrd kuviin nil[T| solmua, tai piirrimme kai-
kille solmuille oman nil-solmun

e méidritelladn solmun z punamustakorkeudeks: mustien solmu-
jen lukumaéaré jollain polulla solmusta lehteen, solmua x ei
lasketa mukaan. itsedan solmun x punamustakorkeudesta kéy-
tetddn merkintdéd bh(zx)

e huom: punamustaehdon 5 mukaan solmun jokaisen lehteen
johtavan polun mustien lukumé&éard on sama, siis solmun pu-
namustakorkeus on késitteend hyvin méaarittely

e puun punamustakorkeus on sen juurisolmun punamustakor-
keus

e seuraavassa puu, missa kunkin solmun punamustakorkeus mer-
kitty solmun viereen merkitty
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e todistamme nyt tuloksen miké kertoo punamustan puun kor-
keuden suhteessa sen sisdsolmujen eli alkioita sisaltdvien sol-
mujen lukumaarain

e Lause 3:

Jos punamustalla puulla on n sisdsolmua, sen korkeus on kor-
keintaan 2 x log(n + 1)

todistus:

Osoitetaan aluksi ettd minkd tahansa solmun x alipuus-
sa on vihintddan 2°M*) —1 sisisolmua. Todistetaan tama
aputulos induktiolla solmun z (normaalin) korkeuden
suhteen. Jos korkeus on 0, on kyseessa lehti, ja talloin
alipuu sisaltdd 2° — 1 = 0 sisdsolmua.

Oletetaan sitten ettd x:n korkeus on vahintdan 1, ja et-
td o on sisdsolmu, jolla on kaksi lasta. x:n lapsilla puna-
mustakorkeus on nyt bh(z) tai bh(z) — 1, riippuen lap-
sen varistd. Koska lapsen korkeus on pienempi kuin z:n
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korkeus, voimme soveltaa induktio-oletusta ja paitella
ettd lapsella on ainakin 20%(#)=1_1 sisisolmua. Siten z:n
alipuulla on vihintdin 2 x (2@ =1 — 1) 41 = 2bhle) 1
sisdsolmua, miké todistaa vaitteen.

Varsinaisen lauseen todistamiseksi oletetaan ettd puun
korkeus on h. Punamustaehdon 4 perusteella tiedam-
me ettd viahintddn joka toinen solmu polulla juuresta
lehteen on musta, siis juuren punamustakorkeus on vd-
hintddn h/2.

Aluksi osoitetun aputuloksen perusteella tiedimme nyt
puun sisasolmujen lukumé#ara on vahintiadn 272 —1, eli
n > 2M2? — 1. Siirretdsn 1 yhtilon vasemmalle puolelle
ja otetaan molemmilta puolilta 2 kantainen logaritmi,
jolloin tuloksena log(n+1) > h/2eli h < 2xlog(n+1)

e Lauseesta seuraa heti ettd punamustassa puussa haku-operaation
sekd pienimmaén, suurimman, seuraavan ja edellisen palautta-
vien operaatioiden aikavaativuus on pahimmassa tapauksessa

O(log n)

e eli esim. 16777215 avainta sisdltdvin punamustan puun kor-
keus on enintddn 48 ja 4294967295 avainta sisaltdvin enintdin
64

e suhteellisen matalaan (eli todella nopeat operaatiot takaa-
vaan) puuhun mahtuu siis hyvin paljon tavaraa

e nyt on vaan huolehdittava ettd lisdys ja poisto eivit tuhoa
punamustaominaisuutta
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Kierrot

e alkion lisdys tai poisto punamustaan puuhun siis saattaa ai-
heuttaa sen ettd punamustaehdot rikkoutuvat

e lisdys ja poisto punamustaan puuhun tapahtuu lihes samaan
tyyliin kuin normaalin bindarihakupuun yhteydesséd, tdméan
lisdksi kutsutaan erillistd operaatiota joka korjaa mahdolli-
sesti rikkoutuneen punamustaominaisuuden

e korjausoperaatio muokkaa puussa olevien solmujen jarjestys-
td sekd varitysta

e solmujen jérjestystd muokataan seuraavassa esitettavien kierto-
operaatiorden avulla

® ensin ns. vasen kierto

left-rotate(T x)
y <—right|x]
right[x] < left|y]
plleftly]]
W <p[x]
ply] «w
if w = NIL
then root|T] <y
else if left[w| = x
then left|w] <y
10 else right|w| <y
11 left]y] <—x
12 plx] -y

© 00 ~J O O i W o =

e seuraava kuva valaisee kierron vaikutusta puuhun:
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wO

leftrotate(x)

e solmun x vasemmassa kierrossa siis oikea lapsi y tulee alipuun
uudeksi juureksi, z tulee y:n vasemmaksi lapseksi ja y:n vasen
lapsi x:n oikeaksi lapseksi

e kierto on paikallinen operaatio joka sailyttda solmujen jérjes-
tyksen oikeanlaisena

e ennen kiertoa alipuun B kaikki solmut ovat bindarihakupuu-
ehdon perusteella suurempia kuin key[x] ja pienempid kuin

keyly]
selvistikin sama ominaisuus on voimassa myos kierron jalkeen

e seuraavalla sivulla konkreettinen esimerkki

— solmujen vareja ei ole merkitty, eikd puu ole tasapainossa

— huomaa miten kierto tasapainoittaa puun epatasapainossa
olevaa kohtaa

— hakupuuominaisuus séilyy kierrosta huolimatta
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|eftrotate(x)
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e oikea kierto on symmetrinen edellisen kanssa

right-rotate(T,x)
y < left[x]
left[x] <—right[y]
p[right[y]] <
W <p[x]
ply] <w
if w = NIL
then root|T] <y
else if left[w| = x
then left|w| <y
10 else right|w| <y
11 rightly] +x
12 plx] <y

© 00 ~J O O = W N =~

w O O w

rightrotate(x)
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Alkion lisays

e aluksi uusi solmu lisdtddn samoin kuin lisdys tehtéisiin nor-
maaliin bindarihakupuuhun, tdmén jalkeen kutsutaan apuru-
tiinia rb-insert-fixup joka korjaa mahdollisen punamustaeh-
don rikkoutumisen

e lisdysoperaatio

insert(T, k)
z <—new RB-puusolmu
key|z] +k
left|z] <—nil|T]
right|z] <—nil[T]
x <—10o0t|T]
y <nil[T]
while x # nil|T] do
y X
if k < key|[x]
then x <left[x]
else x <right|x]
plz| <y
if y = nil[T]
then root|T| <=z
else if k < keyly]
then left|y| <z
else right|y| <z
color[z] <~RED
19 rb-insert-fixup(T,z)

© 00 ~J O O i W o =~

e e e e e e
O J O T = W~ O

e crona binddripuun lisdys-operaatioon NIL korvattu nil|[T]:114,
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lisdttavan solmun véiriksi asetetaan punainen ja lopussa kut-
sutaan korjausapurutiinia

e korjausapurutiini
rb-insert-fixup(T, z)

1 while color|[p|z]] = RED do
2 if p[z] = left|p[p[z]|] then

3 y <right[p[p|z]]]

4 if color[y] = RED then

5 color|p[z]] +~BLACK >tapaus 1
6 color|y] «+~BLACK >tapaus 1
7 color|p[p|z]]] «+~RED >tapaus 1
8 z <plp|z]] >tapaus 1
9 else if z = right[p|z|] then

10 7z <plz] >tapaus 2
11 left-rotate(T,z) >tapaus 2
12 color|p[z]| +~BLACK >tapaus 3
13 color|p[p|[z]]] «+~RED >tapaus 3
14 right-rotate(T,p[p[z]]) >tapaus 3

15 else
16-27 >esitetty sivulla 82
28 color[root|T]||] +BLACK

e apurutiini ndyttaa aluksi todella vaikeaselkoiselta, mutta huo-
lellisella tutkimisella saamme selville sen toimintaidean

— ainoa punamustaehto miké lisdyksessd voi rikkoutua on
ehto 4 punaisen solmun lapset ovat mustia, jos siis lisdtyn
solmun vanhempi on punainen (rivin 1 ehto), on jotain
tehtava
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— while-silmukan tavoitteena on siirtda kohtaa missé ehtoa 4
rikotaan ylospéin siilyttden samalla ominaisuus 5 jokainen
polku tietystd solmusta sen lehtiin sisdltdd saman mdadrdn
mustia solmuja voimassa

— iteraation alussa z osoittaa solmuun misséd ehto 4 on rik-
koutunut, iteraatiokierroksella joko z liikkuu yléspéin puus-
sa tai suoritetaan joitakin kertoja ja iteraatio loppuu

— silmukassa on kuusi erilaista tapausta, kolme niistd on
symmetristd kolmelle muulle erottavana tekijana se onko
z:1 isd isoisén vasen vai oikea lapsi (testi rivilla 2), tapaus-
ten 4-6 koodi on esitetty sivulla 82

— tapauksessa 1 sedén (johon y osoittaa) véri on punainen
(testaus rivilld 4), kun taas tapauksissa 2 ja 3 setd on
musta

— tapaus 1: valutetaan isoisdn musta vari isddn ja setdan,
nyt solmu z ei ole endd ongelma, mutta koska isoisd muute-
taan punaiseksi, se saattaa rikkoa ehdon 4, eli muutetaan
z osoittamaan isoisdd ja palataan silmukan alkuun

— tapauksissa 2 ja 3 setd on musta, ja tapaukset eroavat siini
onko késiteltdva solmu z oikea vai vasen lapsi

—tapaus 2: z on oikea lapsi, sovelletaan vasenta kiertoa
isdédn ja tilanne muuttuu tapaus 3:ksi (kierron yhteydessa
entisestd isdstd tulee ongelmasolmu z)

— tapaus 3: z on vasen lapsi, muutetaan isdn ja isoisdn va-
ritysté ja kierretddn isoisdé oikealle

— huomion arvoista on se etta jokainen tapauksista séilyttaa
punamustaehdon 5 voimassaolon, miksi?
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— tapauksen 3 jilkeen vanhempi on aina musta joten ongel-
mat korjattu ja tyo on tehty (punamustaehto 4 saatettu
voimaan ja ehto 5 pidetty voimassa)

— huom: miksi lopussa asetetaan juuren vériksi musta?

— while-silmukka toistuu vain tapauksen 1 kohdalla, talloin
seuraavalla kerralla aloitetaan lahempéané juurta, rb-insert-
fixup operaation aikavaativuus siis pahimmassa tapaukses-
sa on sama kuin puun korkeus, eli O(log n), tilaa operaa-
tio ei vie kuin vakiomé&aran

korjausoperaatio ei siis huononna lisdysoperaation vaati-
vuutta

— insert-operaation aikavaativuus punamustassa puussa on
siis O(log n) ja tilavaativuus O(1)

e tapausta 1 selittéva kuva

pplz]] new z
p[;@
6
a

X

pp(2]]

p[z]
(8) X °
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e tapauksia 2 ja 3 selittava kuva

pp[2]]

p[ﬂAﬂ y Tapaus2
€

/N

o) €

e seuraavalla sivulla viela konkreettinen esimerkki missa sol-
mun lisddminen puuhun aiheuttaa kaikkien korjaustapausten
suorittamisen
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tapaus 1 l
plp[2]]

tapaus 2 l plp[Z]]
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e csitetddn vield tapaukset 4, 5 ja 6 késitteleva else-haara

rb-insert-fixup(T, z)
1 while color|[p|z]] = RED do
2 if p[z] = left[p[p[z]|] then

3-14 >esitetty sivulla 77

15 else

16 y < left[p[p[z]]]

17 if color[y] = RED then

18 color|p[z]| +~BLACK >tapaus 4
19 color|y] «+~BLACK >tapaus 4
20 color|p[p[z]]] «+~RED >tapaus 4
21 z <plp|7]] >tapaus 4
22 else if z = left[p|z]| then

23 7 <plz] >tapaus 5
24 right-rotate(T,z) >tapaus b
25 color|p|z]| +~BLACK >tapaus 6
26 color|p[p[z]]] «+RED >tapaus 6
27 left-rotate(T,p[p|z]]) >tapaus 6

28 color[root|T|| +~BLACK

e tapauksissa 4-6 siis solmun z isé on isoisén oikea lapsi ja setd
y on isoisdn vasen lapsi

e tapaus 4: valutetaan isoisdn musta vari isddn ja setdédn, nyt
solmu z ei ole endéd ongelma, mutta koska isoisd muutetaan
punaiseksi, se saattaa rikkoa ehdon 4, eli muutetaan z osoit-
tamaan isoisdéd ja palataan silmukan alkuun

e tapausta 4 selittdva kuva
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e tapauksissa 5 ja 6 setd on musta, ja tapaukset eroavat siing

onko késiteltdva solmu z oikea vai vasen lapsi

e tapaus 5: z on vasen lapsi, sovelletaan oikeaa kiertoa isdén
ja tilanne muuttuu tapaus 5:ksi (kierron yhteydessa entisesta
iséstéd tulee ongelmasolmu z)

e tapaus 6: z on oikea lapsi, muutetaan isén ja isoisédn varitysta
ja kierretdan isoisdd vasemmalle

e tapauksia 5 ja 6 selittdva kuva seuraavalla sivulla
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pp[2]]

Tapaus 5

o B . gz Tapaus6
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